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研究了一类具有非线性耦合的多重边赋权复杂网络，基于网络拆分思想并运用 Lyapunov稳定性理论给出了网
络的同步准则，数值仿真验证了结论的有效性.
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1. 引 言

近年来，复杂网络的研究热潮方兴未艾，其中

网络的同步与控制的研究已成为这一领域的研究

热点，针对不同类型、不同拓扑结构的复杂网络涌
现出大量的研究成果

［1—20］. 这些研究成果主要是关
于简单图的复杂网络，对于多重边复杂网络的研究

工作很少，而通信网、物流组织网、合作网等都是多
重边复杂网络，因而有必要对这类网络进行研究.
另外很多复杂网络同步的结果以耦合函数是线性

的假设为前提的
［3，5，12，14］，但由于实际情况的复杂

性，大部分的耦合函数是非线性的. 文献［9］根据网
络中边的不同性质将网络拆分成多个子网络，并针

对节点是线性耦合、网络是非赋权图的情形给出了
网络的同步准则. 本文研究了一类单个结点含时滞
的非线性耦合多重边赋权复杂网络的同步控制问

题，给出两种控制器的设置并加以证明，最后用仿

真实例验证了它们的有效性.

2. 模型与假设

文献［10，18］考虑了含 N 个节点的非线性耦合
动力学网络，该网络中每个节点均可用一个 n 阶微
分方程描述

x·i = f(xi) + σΣ
N

j = 1
gijh(xj)，xi ∈ Rn，

i = 1，2，…，N. (1)
受以上模型及文献［9］中拆分思想的启发，本文考
虑含有 N 个节点的多重边复杂网络，以通信网为
例，把通信网拆分成电缆通信网、卫星通信网、光纤
网等子网络，以传输速度最快的光纤网为零子网

络，电缆通信网、卫星通信网相对于光纤网分别存
在滞后 τ1 和 τ2，对通信网进行拆分构成 3 个子网
络. 一般性的假设网络中边的性质有 m 种，把网络
中各个边传输速度的不同定义为性质不同，以传输

速度最快的或没有时滞的边和 N 个节点组成的网
络为基准网络，称这个基准网络为零子网络，即时

滞 τ0 = 0 的网络，剩余边中相对于零子网络有相同
时滞 τi 的边和 N 个节点构成第 i 个子网络，这样，
最后可以拆分成 m个子网络，并考虑节点自身存在
时滞，系统的状态方程为

x·i(t) = F(xi(t)，xi(t － τ)) + σ0Σ
N

j = 1
g(0) ijH0(xj(t))

+ σ1Σ
N

j = 1
g(1) ijH1(xj(t － τ1))

+ σ2Σ
N

j = 1
g(2) ijH2(xj(t － τ2)) + …

+ σm－1Σ
N

j = 1
g(m－1) ijHm－1(xj(t － τm－1))，

i = 1，2，…，N， (2)
其中 xi = (xi1，xi2，…，xin)

T∈Rn，i = 1，2，…，N 为节
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点 i的状态变量，F:Rn × Rn→Rn
是连续可微的函

数，常数 τ > 0 是时滞时间，τl > 0( l = 1，2，…，m － 1)
是第 l个子网络相对于不存在时滞的零子网络的时
滞时间，常数 σl > 0( l = 0，1，…，m － 1)为第 l 个子
网络的耦合强度，Hl:R

n→Rn( l = 0，1，…，m － 1)是
连续可微的函数，为各个节点状态变量之间的内部

耦合函数，耦合矩阵 G( l) = (g( l) ij) N × N ( l = 0，1，
…，m － 1)表示第 l个子网络的拓扑结构，其中 g( l) ij
的定义如下:原网络中每条边定义一个称为权重的

常数，g( l) ij = g( l) ji( i≠ j)为第 l 个子网络中的节点 i
和节点 j 之间连接边的权重之和，若两节点之间无
连接，则 g( l) ij = g( l) ji = 0( i≠j)，矩阵的对角元定义为

g( l) ii = － Σ
N

j = 1
j≠i

g( l) ij，i = 1，2，…，N，

即满足耗散耦合条件Σ
N

j = 1
g( l) ij = 0.

注意(2)式中的节点动力学方程适用于很多带
时滞的物理系统，比如时滞 Logistic 系统，M － G 系
统，一阶分段线性滞后系统等等.
考虑动态网络

x·i(t) =F(xi(t)，xi(t － τ)) + σ0Σ
N

j = 1
g(0) ijH0(xj(t))

+ σ1Σ
N

j = 1
g(1) ijH1(xj(t － τ1))

+ σ2Σ
N

j = 1
g(2) ijH2(xj(t － τ2)) + …

+ σm－1Σ
N

j = 1
g(m－1) ijHm－1(xj(t － τm－1)) + ui，

i = 1，2，…，N， (3)
其中 ui = ui(xj( t)，xj( t － τk))，i，j = 1，…，N，k = 1，
…，m － 1 是控制输入. 下面我们给出系统(3)同步
的定义.
定义 1 令 xi( t;t0，X0) ( i = 1，2，…，N)为(3)

式的解，X0 = (x
0
1，x

0
2，…，x

0
N)∈ Rn × N，假设 F:Ω × Ω

→Rn
和 Hl:Ω→Rn( l = 0，1，…，m － 1)以及 ui:Ω ×…

× Ω→Rn( i = 1，2，…，N)是连续可微的，ΩRn . 如
果存在非空子集 ΓΩ，并且 x0i ∈Γ( i = 1，2，…，
N)，那么对所有的 t≥t0 和 i = 1，2，…，N，有 xi( t;t0，
X0)∈Ω 成立，且有
lim
t→∞
‖xi( t;t0，X0) － s( t;t0，x0)‖ = 0，1 ≤ i≤ N，

其中 s( t;t0，x0)是 x· = F(x( t)，x( t － τ))的一个解，
且 x0∈Ω，向量 x 的范数‖·‖定义为‖ x‖ =
(xTx) 1 /2，那么就称(3)式所描述的系统趋于同步，Γ

×… ×Γ称为同步域.
把 s( t;t0，x0)记为 s( t)，则

s·( t) = F( s( t)，s( t － τ))， (4)
其中 s( t)可以作为一个平衡点，一个不规则周期轨
道或者一个混沌轨道.
定义网络系统的误差变量为

ei( t) = xi( t) － s( t)，

ei( t － τl) = xi( t － τl) － s( t － τl)，

1≤ i≤ N，1 ≤ l≤ m － 1. (5)
下面的目的是设计控制器 ui，使动态网络(3)趋于
同步，即

lim
t→∞
‖ei( t)‖ = 0，1 ≤ i≤ N. (6)

由于系统(3)满足耗散耦合条件Σ
N

j = 1
g( l) ij = 0，于是

(4)式可表为

s·( t) = F( s( t)，s( t － τ)) + σ0Σ
N

j = 1
g(0) ijH0( s( t))

+ σ1Σ
N

j = 1
g(1) ijH1( s( t － τ1))

+ σ2Σ
N

j = 1
g(2) ijH2( s( t － τ2)) + …

+ σm－1Σ
N

j = 1
g(m－1) ijHm－1( s( t － τm－1))，

i = 1，2，…，N. (7)
(3)—(7)式得
e·i( t) = F(xi( t)，xi( t － τ)) － F( s，s( t － τ))

+ σ0Σ
N

j = 1
g(0) ijh0(ej( t))

+ σ1Σ
N

j = 1
g(1) ijh1(ej( t － τ1))

+ σ2Σ
N

j = 1
g(2) ijh2(ej( t － τ2)) + …

+ σm－1Σ
N

j = 1
g(m－1) ijhm－1(ej( t － τm－1)) + ui，

i = 1，2，…，N， (8)
其中

h0(ej( t)) = H0(xj( t)) － H0( s( t))，…，

hm－1(ej( t － τm－1)) = Hm－1(xj( t － τm－1))

－ Hm－1( s( t － τm－1)) .
下面给出定理中所需的假设与引理.
假设 1 假设存在非负常数 α，满足t∈

R +，有

‖F(xi( t)，xi( t － τ)) － F( s( t)，s( t － τ))‖
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≤α ‖xi( t) － s( t)( ‖

+ ‖xi( t － τ) － s( t － τ) )‖ ，

i = 1，2，…，N.
假设 2 假设存在非负数 βl，满足 t

∈R +，有

‖Hl(xj( t)) － Hl( s( t))‖≤ βl‖xj( t) － s( t)‖，

l = 0，1，…，m － 1;
j = 1，2，…，N.

假设 3 多重边赋权复杂网络中每条边的权重
非负.
引理 1 x，y∈Rn，有

2XTY≤ XTX + YTY.

3. 同步准则

本节我们将给出使网络(3)趋于同步的两个
准则.

定理 1 若假设 1 与 2 成立，则在自适应控制
器(9)和适应律(10)的作用下(3)式所描述的系统
趋于同步.

ui( t) = － diei( t)，i = 1，2，…，N， (9)

d·i( t) = kie
T
i ( t)ei( t)，i = 1，2，…，N， (10)

其中 ki( i = 1，2，…，N)是正常数.
证明 考虑如下李雅普诺夫函数:

V( t) =Σ
N

i = 1
eTi ( t)ei( t) + α∫

t

t －τ
eTi (θ)ei(θ)d[ ]θ

+ Σ
N

i = 1

(di － d* ) 2

ki
+ Σ

m－1

l = 1
g( l)σlNβ

2
l

× ∫
t

t －τl
Σ
N

i = 1
eTi (θ)ei(θ)dθ， (11)

其中 g( l) = max
1≤i，j≤N

| g( l) ij |，l = 1，2，…，m － 1，d*
是待

定的正常量.
V关于时间 t 求导，并将(8)—(10) 式代入

(11)



式可得

V·( t) = Σ
N

i = 1
［2eTi ( t)e·i( t) + αeTi ( t)ei( t) － αeTi ( t － τ)ei( t － τ)］+ 2Σ

N

i = 1

(di － d* )

ki
d·i

+ Σ
m－1

l = 1
Σ
N

i = 1
g( l)σlNβ

2
l［e

T
i ( t)ei( t) － eTi ( t － τl)ei( t － τl)］

= 2Σ
N

i = 1
eTi ( t)［F(xi( t)，xi( t － τ)) － F( s( t)，s( t － τ)) + σ0Σ

N

j = 1
g(0) ijh0(ej( t))

+ σ1Σ
N

j = 1
g(1) ijh1(ej( t － τ1)) + σ2Σ

N

j = 1
g(2) ijh2(ej( t － τ2)) + …

+ σm－1Σ
N

j = 1
g(m－1) ijhm－1(ej( t － τm－1))］+ Σ

N

i = 1
［(α － 2d* )eTi ( t)ei( t)

－ αeTi ( t － τ)ei( t － τ)］+ Σ
m－1

l = 1
Σ
N

i = 1
g( l)σlNβ

2
l［e

T
i ( t)ei( t) － eTi ( t － τl)ei( t － τl


)］，

考虑假设 1 可得
2eTi ( t)［F(xi( t)，xi( t － τ)) － F( s( t)，s( t － τ))］

≤2‖ei( t)‖‖F(xi( t)，xi( t － τ))

－ F( s( t)，s( t － τ))‖
≤2α‖ei( t)‖(‖ei( t)‖ + ‖ei( t － τ)‖)

≤2α‖ei( t)‖
2 + α(‖ei( t)‖

2

+ ‖ei( t － τ)‖2)

= 3αeTi ( t)ei( t) + αeTi ( t － τ)ei( t － τ)，(12)
记 g(0) = max

1≤i，j≤N
| g(0) ij |，τ0 = 0，利用引理 1，并考虑假

设 2



有

2Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
g( l) ij e

T
i ( t)hl(ej( t － τl))≤ g( l)Σ

N

i = 1
Σ
N

j = 1
［eTi ( t)ei( t) + hT

l (ej( t － τl))hl(ej( t － τl)］

≤ g( l)Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
［eTi ( t)ei( t) + β2l e

T
j ( t － τl)ej( t － τl)］
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= g( l)NΣ
N

i = 1
［eTi ( t)ei( t) + β2l e

T
i ( t － τl)ei( t － τl)］，

l = 0，1，…，m － 1. (13)
于是

V·( t)≤Σ
N

i = 1
(4α － 2d* )eTi ( t)ei( t) + g(0)σ0NΣ

N

i = 1
［eTi ( t)ei( t) + β20e

T
i ( t)ei( t)］

+ g(1)σ1NΣ
N

i = 1
［eTi ( t)ei( t) + β21e

T
i ( t － τ1)ei( t － τ1)］+ …

+ g(m－1)σm－1NΣ
N

i = 1
［eTi ( t)ei( t) + β2m－1e

T
i ( t － τm－1)ei( t － τm－1)］

+ Σ
m－1

l = 1
Σ
N

i = 1
g( l)σlNβ

2
l［e

T
i ( t)ei( t) － eTi ( t － τl)ei( t － τl)］

= Σ
N

i =
[

1
4α － 2d* + Σ

m－1

l = 0
g( l)σlN(β

2
l + 1 ]) eTi ( t)ei( t)


.

选择 d*
使 4α － 2d* + Σ

m－1

l = 0
g( l)σlN(β

2
l + 1) < 0，

就有 V·( t) < 0，根据 Lyapunov 稳定性理论可得，
lim
t→∞
‖ei( t)‖ = 0，1≤i≤N. 即(6)式成立，于是系统

(3)在(9)与(10)式的作用下趋于同步. 证毕.
若复杂网络中每条边的权重非负，则可以得到

如下的同步准则.
定理 2 若假设 1—3 成立，则在控制器(14)作

用下(3)式所描述的系统趋于同步.

ui [= － d － 2α + Σ
m－1

l = 0
σl(β

2
l g( l) ii + g( l) ii ]) ei( t)，

i = 1，2，…，N， (14)
其中 d是正常数.
证明 考虑如下李雅普诺夫函数

V( t) =Σ
N

i = 1
eTi ( t)ei( t) + α∫

t

t －τ
eTi (θ)ei(θ)d[ ]θ

－ 2Σ
N

i = 1
Σ
m－1

l = 1
σlg( l) ii∫

t

t －τl
hT
l (ei(θ))

× hl(ei(θ))dθ. (15)
由假设 3 可知 g( l) ij = g( l) ji≥0( i≠j)，于是 g( l) ii≤0，
故 V( t)≥0. 将 V 关于时间 t 求导，并将(8)式与
(14)式代入，


可得

V·( t) = Σ
N

i = 1
2eTi ( t {) F(xi( t)，xi( t － τ)) － F( s( t)，s( t － τ)) + σ0Σ

N

j = 1
g(0) ijh0(ej( t))

+ σ1Σ
N

j = 1
g(1) ijh1(ej( t － τ1)) + σ2Σ

N

j = 1
g(2) ijh2(ej( t － τ2)) + …

+ σm－1Σ
N

j = 1
g(m－1) ijhm－1(ej( t － τm－1)) [+ － d － 2α + Σ

m－1

l = 0
σl(β

2
l g( l) ii + g( l) ii ]) ei( t })

+ Σ
N

i = 1
α［eTi ( t)ei( t) － eTi ( t － τ)ei( t － τ)］－ 2Σ

N

i = 1
Σ
m－1

l = 1
σlg( l) ii［h

T
l (ei( t))hl(ei( t))

－ hT
l (ei( t － τl))hl(ei( t － τl))］. (16)

利用假设 2 及 g( l) ii≤0，我们有
g( l) iiβ

2
l e

T
i ( t)ei( t) ≤ g( l) iih

T
l (ei( t))hl(ei( t))，i = 1，2，…，N;l = 0，1，…，m － 1.

再利用(12)式，由(16)式可得

V·( t)≤－ 2dΣ
N

i = 1
eTi ( t)ei( t) + 2σ0Σ

N

i = 1
Σ
N

j = 1
g(0) ij e

T
i ( t)h0(ej( t)) + 2σ1Σ

N

i = 1
Σ
N

j = 1
g(1) ij e

T
i ( t)h1(ej( t － τ1)) + …
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+ 2σm－1Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
g(m－1) ij e

T
i ( t)hm－1(ej( t － τm－1)) + 2Σ

m－1

l = 0
Σ
N

i = 1
σlg( l) ii e

T
i ( t)ei( t)

+ 2σ0Σ
N

i = 1
g(0) iih

T
0(ei( t))h0(ei( t)) + 2Σ

m－1

l = 1
Σ
N

i = 1
σlg( l) iih

T
l (ei( t － τl))hl(ei( t － τl)) .

利用 g( l) ii = － Σ
N

j = 1
j≠i

g( l) ij，可得

V·( t)≤－ 2dΣ
N

i = 1
eTi ( t)ei( t) + 2σ0Σ

N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(0) ij e
T
i ( t)h0(ej( t)) － 2σ0Σ

N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(0) ij e
T
i ( t)h0(ei( t))

－ 2σ0Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(0) ij e
T
i ( t)ei( t) － 2σ0Σ

N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(0) ijh
T
0(ei( t))h0(ei( t))

+ 2σ1Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(1) ij e
T
i ( t)h1(ej( t － τ1)) － 2σ1Σ

N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(1) ij e
T
i ( t)h1(ei( t － τ1))

－ 2σ1Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(1) ij e
T
i ( t)ei( t) － 2σ1Σ

N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(1) ijh
T
1(ei( t － τ1))h1(ei( t － τ1)) + …

+ 2σm－1Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(m－1) ij e
T
i ( t)hm－1(ej( t － τm－1))

－ 2σm－1Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(m－1) ij e
T
i ( t)hm－1(ei( t － τm－1)) － 2σm－1Σ

N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(m－1) ij e
T
i ( t)ei( t)

－ 2σm－1Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(m－1) ijh
T
m－1(ei( t － τm－1))hm－1(ei( t － τm－1)) .

由于 g( l) ij = g( l) ji( i≠j)，可得

Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(0) ijh
T
0(ei( t))h0(ei( t)) = Σ

N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g(0) ijh
T
0(ej( t))h0(ej( t))， (17)

Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g( l) ijh
T
l (ei( t － τl))hl(ei( t － τl)) = Σ

N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

g( l) ijh
T
l (ej( t － τl))hl(ej( t － τl)) . (18)

记 τ0 = 0，从而

V·( t) ≤－ 2dΣ
N

i = 1
eTi ( t)ei( t)

－ Σ
m－1

l =
[

0
Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

σlg( l) ij(ei( t) + hl(ei( t － τl)))
T(ei( t) + hl(ei( t － τl ])))

－ Σ
m－1

l =
[

0
Σ
N

i = 1
Σ
N

j = 1
j≠i

σlg( l) ij(ei( t) － hl(ej( t － τl)))
T(ei( t) － hl(ej( t － τl ])))



.

由于 d > 0，σl > 0，g( l) ij≥0( i≠ j)，于是 V·( t) < 0，

根据 Lyapunov 稳定性理论可得，lim
t→∞
‖ei( t)‖ = 0，1

≤i≤N，即(6)式成立，于是系统(3)在(14)式的作

用下趋于同步. 证毕.

4. 数值仿真

考虑含有 50 个相同节点的复杂动态网络，其中
每个节点的动力学方程为
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x·( t) = Ax( t) + Bf(x( t))
+ Cf(x( t － τ))， (19)

图 2 例 1 的同步误差曲线

其中

x( t) = (x1( t)，x2( t))
T，

f(x( t)) = ( tanh(x1( t))，tanh(x2( t)))
T，

A = － 1. 0 0
0 －( )1. 0

，

B = 2. 1 － 0. 1
－( )5. 0 3. 0

，

C = － 1. 5 － 0. 1
－ 0. 2 －( )2. 5

，

τ = 1.
网络按延时被拆分成环状和星形两个子网络，整个

动态网络的状态方程为

x·i = Axi( t) + Bf(xi( t)) + Cf(xi( t － τ))

+ σ0Σ
50

j = 1
g(0) ijH0(xj)

+ σ1Σ
50

j = 1
g(1) ijH1(xj( t － τ1))，

i = 1，2，…，50， (20)
其中G( l) = (g( l) ij) 50×50( l = 0，1) 是对称矩阵，定义
如第二节所述，假设环状子网络的连接过程是1→2
→…→ 50→ 1，每条边的权重为 1，g(0) ii = － 2，i =
1，…，50;星形子网络的中心节点为 1，g(1) 1，5 = 2，
g(1) 1，23 = 8，g(1)1，50 = 12，g(1) 1j = 1，j = 2，…，49，
且 j≠ 5，23，则 g(1) 1，1 = － 68，g(1) 5，5 = － 2，g(1)23，23
= － 8，g(1)50，50 = － 12，g(1) ii = － 1，i = 2，…，49，
且 i≠ 5，23. 假设耦合强度为 σ0 = 0. 1，σ1 = 0. 2，

时滞 τ = 0. 3，τ1 = 0. 5. 各个节点状态变量之间的
内部耦合函数为

H0(xj( t)) =
5arctanxj1( t)
arctanxj2( t( )) ，

H1(xj( t)) =
cosxj2( t)
cosxj1( t( )) ，

j = 1，2，…，50.
注意系统(19)实际是一个混沌时滞 Hopfield 神经
网络［21，22］(见图 1) .

图 1 系统(19)的混沌吸引子

例 1 使用系统(20)，显然 F = Ax(t) + Bf(x(t))
+ Cf(x( t － τ))满足假设 1［12］，H0，H1 满足假设 2，
于是，采用定理 1 中的控制器，取 di = ki = 1( i = 1，
…，50);初值 xi (0 ) = ( － 2 + i × 0. 05，1 + i ×
0. 05) T，i = 1，…，25，xi (0) = ( － 2 + ( i － 90) ×
0. 05，1 + ( i － 90) × 0. 05) T，i = 26，…，50，s(0) =
( － 2，1) T . 图 2 给出了误差曲线，可以得出，复杂网
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络(20)在定理 1 的控制器作用下可趋于同步.
例 2 仍使用系统(20)，按定理 2 给出控制器，

ui = － d － 2α + Σ
m－1

l = 0
σl(β

2
l g( l) ii + g( l) ii[ ]) ei( t)，

i = 1，2，…，N，

其中 N = 50，m = 2，d = 1，α = 9，β1 = 5，β2 = 1，初值
xi(0)与 s(0)的取值同例 1，图 3 给出了误差曲线，
即有(20)式在定理 2 的控制器作用下可趋于同步.
比较图 2 与图 3 可知，在定理 2 中控制器的作

用下复杂网络(20)趋于同步的速度更快些.

图 3 例 2 的同步误差曲线

5. 结 论

本文研究了一类具有非线性耦合的多重边赋权

复杂网络，首先基于网络拆分思想建立数学模型，然

后运用 Lyapunov稳定性理论给出了两个网络同步准
则，最后通过带时滞的 Hopfield神经网络系统进行数
值仿真，仿真结果验证了所提出的控制器的有效性.
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Abstract
In this paper，we study a class of weighted complex networks with multi-links and nonlinear coupling. Based on a

method of network split，network synchronization criteria are deduced by using Lyapunov stability theory. Numerical
simulations verify the validity of the conclusions.
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