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利用黏弹性膜构成的蛋白质气泡有限变形方程，并考虑一个气泡在 )*+,-./流体中振动产生的 )0123+14力对
另一个气泡振动特性的影响，建立了两个等径蛋白质气泡在 )*+,-./流体中振动的非线性方程 5利用数值计算方法
求解该方程，结果表明，增加 )*+,-./流体的塑性黏度，蛋白质气泡振幅衰减速度加快，振动周期增加，频率减小；当
两个气泡间的距离减小时，气泡振动频率会增加，振幅衰减速度加快；初始半径小的气泡振动频率高，振幅衰减快，

而且振动的频率和振幅衰减的速率越大；与单个气泡相比，两个蛋白质气泡在 )*+,-./流体中振动时，振动具有更
高的振动频率，而且振幅衰减速度更快 5
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! C 引 言

蛋白质气泡在生物医学、化工、消防、油气田固

井工程等领域得到了广泛的应用 5在生物医学工程
的应用中，利用蛋白质微气泡（微米级直径，D !$

!/）吸附药物或基因后定点输运到病灶，它可以用
于治疗脑部的疾病，替代手术治疗，极大地降低因手

术造成的风险［!，#］；还可以利用蛋白质气泡来包裹

易气化液态物质如全氟化碳（ E12;F<?G2GB.2HG+4，
IJ7K）然后进行输送，通过液体气化产生的气泡阻
断病灶部位如肿瘤的氧气供给而达到治疗的目

的［&，’］5在化工过程的应用中，蛋白质气泡用于物质
分离、提纯［8］；蛋白质气泡甚至还可用于分离 LMN、
蛋白质及液体卵磷脂等生物活性物质［6］5
蛋白质气泡在应用过程中，首先将蛋白质形成

的发泡液通过物理的方法形成连续、独立的气泡，然

后与其他流体混合，以实现特定的功能如药物输运、

物质分离等 5研究这种有膜的、独立的气泡在流体中
的动力学特性，不仅要考虑构成气泡膜材料的本构

关系、气泡的变形特点等，而且还要考虑气泡外流体

的流动特性［(］5目前对于流体中的蛋白质气泡的动
力学特性的研究仍然主要针对单个气泡，7-?2B-［O］

将蛋白质膜定义为弹性的、不可压缩的连续介质，而

J2*3*+, 和 M*BG［%］则进一步研究了将蛋白质膜定义为
黏弹性介质来分析气泡在牛顿流体中受交变载荷作

用下发生小变形时的振动特性；P-*4/.@?<<*+［!$］利用
文献［%］的模型研究了流体的黏性对超声波响应频
率的影响 5钱梦 等［!!］将形成气泡的蛋白质薄膜视
作液体层，建立了蛋白质微气泡在牛顿流体中球对

称振动的运动方程，并研究了气泡的高频和低频振

动特性 5本文作者研究了由黏弹性蛋白质膜构成的
单个气泡在 )*+,-./ 流体中有限变形的动力学
特性［!#］5
而对于流体中气泡间的相互作用的研究是从空

化气泡开始的，研究表明，空化气泡在流体中的相互

作用是通过 )0123+14 效应来传递的［!&］，PG2+F1<A 和
K?QG2GQ［!’］通过实验观察了当外部压力变化时靠近
固体表面的气泡形成以及随后气泡发生的径向振荡

现象；R.23*+［!8］利用映射的方法及 S1*44［!6］的相关理
论，建立了流体中两个振动的空化气泡间相互作用

引起的流体速度势的变化，并根据该速度势求得了

流体对空化气泡作用的 )0123+14 力；)<.31［!(］和
72?/［!O］提出了主 )0123+14 和二阶 )0123+14 力的概
念，深入研究了驻波声场中气泡间的 )0123+14 力；
I1<13.4*4 和 T4./GEG?<G?4［!%，#$］采用数值方法，研究了
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当气泡外部流体压力发生阶跃变化和交变两种情况

下两个气泡间的 !"#$%&#’力 (张阿曼等人［)*］将多极
快速傅里叶变换方法（++,-）与高阶边界元法
（./!0-）相结合求解了无黏、无旋、不可压缩的理
想流体中空化气泡群的运动 (
本文研究的是两个等径的蛋白质气泡在非牛顿

流体中有限变形过程中的振动特性，分析振动的蛋

白质气泡间由于 !"#$%&#’ 效应对其振动特性的影
响 (首先利用黏弹性膜构成的蛋白质气泡有限变形
方程，并考虑其中一个气泡在 !1&2345流体中振动
产生的 !"#$%&#’力对另一个气泡振动特性的影响，
利用蛋白质气泡的动力学方程和气泡外流体流动的

动力学方程，建立两个等径蛋白质气泡在 !1&2345
流体中振动的非线性方程 (然后利用数值计算方法
求解该方程，分析 !1&2345流体的塑性黏度、两个蛋
白质气泡在不同初始半径情形时的振动特性以及气

泡间距离对气泡膜振动特性的影响 (最后对比分析
初始条件和边界条件相同的两个与单个蛋白质气泡

在 !1&2345流体中的振动特性 (

图 * !1&2345流体中蛋白质气泡的几何及位置

)6 蛋白质气泡有限变形应力方程

如图 *所示，为了导出蛋白质气泡有限变形应
力方程，作如下假设：

*）以气泡 * 7 为例，假定在变形前位于蛋白质

球形气泡内外壁面之间任意一点 !8 9｛（ "8，!，"）:
"8*! "8! ";8*，8!!!)#，8!"!#）｝在变形后位于
#8 9｛（ "8，$，%）: "*! "! ";*，8!$!)#，8!%!#｝
处，其中 "8*和 ";8*分别为未变形前球形气泡内壁和
外壁半径，变形后分别用 "*（ $），";*（ $）表示；

)）假定气泡的蛋白质薄膜是各向同性、不可压
缩的；

<）只考察气泡在表面受到径向均布载荷作用
下的应变特性，且只有径向位移发生；

=）气泡 * 7 和 ) 7 的几何条件相同，材料特性

相同；

>）气泡在有限变形过程中，能量密度函数与右
?4@A3BC$##&应变张量 !（ $）的主不变量之间关系满
足 %DD&#EBF1G1H1& 关系，即

&’ ! ( )[ ]$ 9 (*（ )* I <）J ()（ )) I <），（*）
其中 (*，() 为材料常数，)*，)) 为应变张量主伸长
的第一和第二不变量 (
根据黏弹性基本理论［))］，对于黏弹性材料，其

应变能密度函数不仅与当前时刻 $ 的应变 !（ $）有
关，而且与当前时刻 $ 之前的所有历史时间 * 有关，
因此其能量密度函数可以表示为［)<］

’（ $）9 &’［(（ $）］

J"
$

8

+&
#（ $ I *）&’［(（ *）］K *， （)）

式中&
# $ I( )* 为无量纲的松弛函数 (文献［)=］中

利用 -4LM#HH的两参数模型来表示构成气泡的黏弹
性蛋白质薄膜的松弛特性，并根据黏弹性基本理论

及气泡有限变形梯度张量，得到蛋白质气泡内外壁

间距气泡中心为 " "*! "! ";( )* 处的一点在 "，$和

%方向的主应力为（以气泡 * 7为例）
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上两式中，’8 为反映蛋白质薄膜黏弹性的松弛

时间，（<4）和（<P）式即为在考虑蛋白质气泡膜黏弹
性特性情况下的应力和变形之间的关系式 (

< 6 流体作用在气泡上的应力

!1&2345流体是有屈服应力的黏塑性流体，其本
构关系中有一屈服应力’,，仅当其所受应力超出屈

服应力’, 时，流体才会流动
［)>］(流体运动产生的应

力满足下列关系式［)Q］：
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! ! " !# $ "!

%&’!!( )
"
!， %&’!! " ("!，

! ! %， %&’!! " )"!，

（*）
式中，!# 为流体的塑性黏度，! 为变形率张量（ +,-
./+- 01 2-10.3/+405 +-560.），它与速度 # 的关系是 ! !

"

# $

"

( )# 7，而二阶矩的不变量!" ! !：!，!" !

!：!8
假定当气泡变形前，周围的流体处于静止状态，

由于气泡变形时只有径向位移发生，因此当气泡发

生变形时，如果流体产生的应力超出屈服应力"!

时，流体就会产生以气泡为中心的径向流动，在此过

程中，气泡周围的流体变形率张量定义为［9:］

! !

9## . ;#$ % %
% 9# . ; $ %
% % 9# . ;









$
8 （’）

由于 ! ! !7，所以 !：! ! +. !·!( )7 ，可以得

到二阶矩的不变量为［9<］

!" ! !：! ! +. !·( )!

! * ## .

#( )$

9

$ 9 # .( )$[ ]9

， （=）

式中的径向速度 # . 可以利用不可压缩流体的连续

性方程来求得，以气泡 > ?为例，若气泡 > ?与流体间

的界面 $@> 处的流体运动速度为 %$@>，气泡 ? 9与流体
间的界面 $@9 处的流体运动速度为 %$@9，则流体沿气
泡径向距离中心 $（ $" $@>）处位移的变化速度
满足［>:］

# . ! $@>( )$

9

%$@> $ " $@( )> 8 （:）

将（:）式代入（’）和（=）式后再利用（*）式，得到
流体在 $，#，$三个方向的正应力分别为

"A，$$ ! *!#
$@ 9
> %$@>
$B $

9"!

!B
%$@>
%$@>
， （</）

"A，## !"A，$$ ! " 9!#
$@ 9
> %$@>
$B ""!

!B
%$@>
%$@>

8 （<C）

若流体中距离气泡中心距离为 $（ $" $@>）处流
体的压力为 &A ( )$ ，由此可以得到流体在径向流动
时在 $，#，$三个方向作用在气泡外壁总的应力分
别为

%A，$$ ! " &A ( )$ ""A，$$， （D/）

%A，## ! " &A ( )$ ""A，##， （DC）

%A，$$ ! " &A ( )$ ""A，$$ 8 （DE）

将（</）和（<C）式分别代入以上三式后得到

%A，$$ ! " &A ( )$ " *!#
$@ 9
> %$@>
$B "

9"!

!B

%$@>
%$@>
，

（>%/）

%A，## !%A，$$ ! " &A ( )$ $ 9!#
$@ 9
> %$@>
$B $"!

!B

%$@>
%$@>

8

（>%C）
上式表明了蛋白质气泡在变形过程中 F45G,/3流体
作用在气泡外壁的总应力在 $，#，$三个方向的分
量与气泡变形之间的关系 8

* & 气泡间相互作用的 FH-.I5-6力

J/.I45［>’］利用映射的方法及 K-466［>=］的相关理
论，建立了流体中两个振动的空化气泡间相互作用

引起的流体速度势的变化，并根据该速度势求得了

流体对空化气泡作用的 FH-.I5-6力，气泡 9 ? 的振动

作用在气泡 > ?上的 FH-.I5-6力 &9>
F ( )$ 为［>’］

&9>
F ( )$ !&A#

$

%

#’
#( )’ 645 9#( )> 2#> 8 （>>）

对于两个大小相等，气泡内部压力及外部流场

相同的两个气泡，在仅考虑气泡在固定球心处的壁

面振动，气泡间相互作用的速度势为

’( $，#( )> !’(
> $，#( )> $’(

9 $，#( )>

$’(
>9 $，#( )> $’(

9> $，#( )> $ ,8 0 8 ’

! "
$@ 9
> %$@>
$ "

$@9 > %$@>
)

"
$@ 9
> %$@> *> E06#( )>

)9 $ $
$’B>
9 $( )9

"
$@ 9
> %$@> *9 E06#( )>

)B $9 $
9 $@ ’

>

B $( )B

"
$@ 9
> %$@> *B E06#( )>

)* $B $
B $’:>
* $( )*

"
$@ B
> $@ 9

> %$@>
9)* $ % >

)( )’ ， （>9）

*> E06#( )> ，*9 E06#( )> 和 *B E06#( )> 为三阶

A-G-52.-多项式，将以上 A-G-52.- 多项式分别代入
（>>）式，积分后可以计算作用力 &9>

F ( )$ 8

&9>
F ( )$ !&A#

(

%

#’
#( )’ 645 9#( )> 2#>

!& (A *
B

$@ 9
>

)9 $ $
$@ B
>

9 $( )9

$
9 $@ 9

>

)* $B $
B $@ :

>

* $( ) )*
+$@>
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!! (" # !$% !
&"’ !

%( !$ )
%

&"’ !’

!
) !$% !&

") !
’* !$ #

%

’ !) " )) #!$ ’
% + （%&）

令上式中 ! , !$% 就可以求得气泡 ’ - 作用在气

泡 % -外壁上的 ./012304力为

$’%
. !$( )% ,!"

’ !$ &
%

"’ !
* !$ 5

%

)"( ))
%!$%

!!"
6 !$ ’

%

"’ !
&5 !$ )

%

’"( )) #!$ ’
% + （%)）

上式表明，气泡 ’ - 作用在气泡 % - 外壁上的

./012304力是流体的速度 #!$% ( )& 及加速度 %!$% ( )& 的函
数，而且受气泡与流体边界的大小 !$ % 及气泡间距

离 " 的影响 +

5 7 气泡有限变形动力学方程及求解

由于研究的是两个等径的气泡，且边界条件和

初始条件相同，在研究过程中，认为两个气泡的相互

作用的 ./012304力是相等的，两个气泡具有相同的
振动特性 +因此，本文以气泡 % -为例，根据上述蛋白

质气泡有限变形时的应力以及气泡周围流体作用在

气泡外壁的应力与气泡变形之间的关系，可以求解

气泡有限变形动力学方程 +
在忽略气泡重力、气体透过蛋白质膜的扩散性

以及气体与周围流体的热交换的情况下，蛋白质气

泡有限变形满足下列动力学方程［#］：

!8
!’ 1

!& ! ’ 1
!’!
!( )! , !"!!

!! !
’"!! 9"## 9"$$

! ，

（%5）
式中，!8 为蛋白质膜的密度，在求解上述方程时，如

图 %所示，根据连续性方程，在蛋白质气泡膜内距气
泡中心距离为 ! !%$ : ! : !( )% 处的速度满足

’ 1 , !%( )!

’

#!% + （%6）

利用上式，对方程（%5）在区间 !%，!$[ ]% 内进行

积分，令

(% ,!8!
!$%

!%

!’ 1

!& ! ’ 1
!’ 1

!( )! ; !

,!8 !% %!% % 9
!%
!$( )
%

!!8 #!’%
&
’ 9

’ !%
!$ %

! %
’

!%
!$( )

%
( ))

，（%*）

(’ ,!
!$%

!%

!"8，!!

!! ! ’
! "8，!! !，( )& 9"8，## !，( )( )( )& ; !

,"8，!! !( )% 9"8，!! !$( )%

!!
!$%

!%

’
! "8，!! !，( )& 9"8，## !，( )( )& ; ! + （%#）

为了研究方便，引入下列无量纲参数，研究气泡

内壁 !%（ &）对初始半径 !(%的相对变形率 )（ &）的变
化规律：

( )) & ,
!% ( )&
!(%
，

% ,
!$ &
(%

!&(%
9 %，

!$ &
%

!$ &
(%

,% ! )&

% !%
，

!$ &
%

!&%
, % ! %)&， （%<=）

( )* ) , % ! )( )&

% !( )( )%
%>&
，

& , ! > !( + （%<?）
利用上式中的无量纲参数，以及（&=）和（&?）式，

（%#）式中右端的积分项可以表示成

!
!$%

!%

’
! "8，!! !，( )& 9"8，## !，( )( )& ; !

,!
!$%

!%

)
! +% ) 9) 9 )( )’ 9 +’ )) 9 ) 9( )( )’ ; !

9 )
"(

@!
!$%

!%

% (!!
&

(
09（ &9 ,）>"(（+%（) 9) 9 )’）

9 +’（)) 9 ) 9’））; ), ; ! + （’(）

为了简化（’(）式引入下列函数：

-（)）,!
!$%

!%

%
!（+%（)9) 9 )’）9 +’（)) 9 )9’））;!

,!
*（)）

)%

%
% 9 )&
［+%（)9) 9 )’）

9 +’（)) 9 )9’）］
;)
)

,
+% ! ’+’ )’% ! )+% )&% 9 )+’ )5%

)))%

9
+% ! ’+’ *’ )( )% ! )+% *& )( )% 9 )+’ *5 )( )%

)*) )( )%
+

（’%）
将上式代入（’(）式后得到

!
!$%

!%

’
! "8，!! !，( )& 9"8，## !，( )( )& ; !

, ) ( )- ) 9 %
"(!

&

(
09 &9( ), >"( ( )- ) ;( ), + （’’）
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将上式代入（!"）式，可以得到 !# 的表达式为

!# $!%，"" "( )! &!%，"" "’( )!

( ) ( )# $ & !
!*!

%

*
+& %&( )& ,!* ( )# $ -( )& .（#/）

当气泡发生变形时，根据 0123456流体和蛋白
质气泡以及蛋白质气泡和内部气体接触边界处的耦

合作用下力的平衡条件，气泡内外两个界面处的应

力变化满足下列边界条件，其中"! 和"# 为界面 !
和 #处的表面张力系数 .

’7 "( )! $!%，"" "( )! (
#"!

"!
， （#)）

’8 "’( )! ( ’#!
0 "’( )! (!8，"" "’( )! $!%，"" "’( )! &

#"#

"’!
.

（#9）
由上两式可以得到蛋白质气泡外壁与流体界面

处流体压力满足

’8 "’( )! $ ’7 "( )! & ’#!
( "’( )!

& !%，"" "( )! &!%，"" "’( )( )!

&!8，"" "’( )! &
#"#

"#
&
#"!

"!
. （#:）

再根据（"5）式可以得到在该界面处的正应力为

!8，"" "’( )! $ )#;
)"’!
"’!

(
#!*

"/
)"’!
)"’!

. （#<）

另外，假定 % $ *时刻气泡内气体的初始压力为
’*，此时气泡内径的变化率 $（*）$ !，当气泡在载荷
作用下体积发生改变时内部气体压力的变化为等温

的热力学过程，即内部气体压力 ’7（ "!）的表达式为

’7（ "!）$ ’* "*! , "( )!
/ $ ’* $ &/ . （#"）

由（#:）式可知，为了得到外壁与流体界面处的
压力 ’8 "’( )! ，必须结合气泡变形过程中流体流动的

动力学方程，其动力学方程为

$8
!+ =
!% ( + =

!+ =

!( )" $ !"""

!" (
#""" &"%% &"&&

" .

（#>）
在求解该方程的过程中，流体的密度为$8，对

方程（#>）在区间 "’!，"[ ]/ 内进行积分，"/ 为流体中
任一点到气泡中心的距离，令

!/ $$8!
"/

"’!

!+ =

!% ( + =
!+ =
!( )" - "

$$8 "! ,"!
"!
"’!

&
"!
"( )
/

($8 )" (#! # "!
"’ !

&
# "!
"/

( !
#

"!
"( )
/

)

& !
#

"!
"’( )

!
)) ， （/*）

!) $!
"/

"’!

!"8，""

!" (
#"8，"" &"8，%% &"8，&&( )" - "

$ ’8 "’( )! & ’8 "( )/

( "# /!*
)"’!
)"’!#

?2
"’!
"( )
/

. （/!）

由 !! $ !#，!/ $ !)，可以得到

!! ( !/ $$% "! ,"! ! &
"!
"’( )
!

($% )"#!
/
# & #

"!
"’!

( !
#

"!
"’( )
!

( ))

(@ /
# ($8 &$%

$%

"!
"’!

) "’ /
! & "/!
# "’ /( )

!

($8

$%

!
#

"!
"( )
/

)

& #
"!
"( ) )
/
， （/#）

!# ( !) $!%，"" "( )! &!%，"" "’( )!

( ) ( )# $ & !
!*!

%

*
+& %&( )& ,!* ( )# $ -( )&

( ’8 "’( )! & ’8 "( )/

( "# /!*

)"’!
)"’!

?2
"’!
"( )
/

. （//）

将（#9）式代入（//）式，根据 !! ( !/ $ !# ( !)，并

利用（!>5）和（!>A）式中的无量纲参数，整理后可以
得到两个等径的蛋白质气泡在 0123456流体中的非
线性振动方程，由于两个气泡的振动特性相同，其中

的一个为（以气泡 ! B为例）

-! ( )$ ,$ ( -# ( )$ )$# ( -/ ( )$ )$ $ -) ( )$ .（/)）
由于

)"’! $ $/

$/ (( )’
#,/

"*! )$， （/9）

,"’! $ $/

$/ (( )’
#,/

"*! ,$

( # $/

$/ (( )’
9,/ !

$) "*! )$#， （/:）

将以上两式代入（!)）式得到

’#!
0 "’( )! $$8 #

"’ /
!

.# (
< "’ 9

!

).( ))
,"’! ($8 :

"’ #
!

.# (
/9 "’)!
#.( )) )"’ #

!

$$8
# ")*! $/ (( )’

.# (
< ":*! $/ (( )’ 9,/

).( ))
$/

$/ (( )’
#,/

,$
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!!" #
!$%& "’ !( )" ()’

#( !
’* !#%& "’ !( )" $)’

(#( )$
"’

"’ !( )"( ()’

!
$ !$%& "’ !( )"

#( !
&$ !#%& "’ !( )" *)’

$#( )$
"’

"’ !( )"
*)’ &

" )$ $"( + （’,）

利用上式，（’$）式中 %&（"），%(（"），%’（"），%$（"）分别为

%& ( )" -!. !(%& " & !!" /!.

!.

"’

"’ !( )"
&)’

/!"

!.
"
!%&
!( )
’

!!"
( !$%& "’ !( )"

#( !
, !#%& "’ !( )" *)’

$#( )$
"’

"’ !( )"
()’

，

（’01）

%( ( )" -!. !(%&
’
( !!" /!.

!.

"’

"’ !( )"
&)’

( / &
(

"’

"’ !( )( )"
!!" !(%&

&
( "

!%&
!( )
’

$

/ (
!%&
!’( )"

!!" #
!$%& "’ !( )" ()’

#( !
’* !#%& "’ !( )" $)’

(#( )$
"’

"’ !( )"( ()’

!
$ !$%& "’ !( )"

#( !
&$ !#%& "’ !( )" *)’

$#( )$
"’

"’ !( )"
*)’ &

" )$ ， （’02）

%’ ( )" - $#3
&
"

"’

"’ !( )" - $#3
"(

"’ !"
， （’04）

%$ ( )" - &% " /’ / &" !( )’ /
($&

!%& "
/
($(

!%(
& !"
" ! "( )’

&)’

! $ ( )’ " / $
%%!

(

%
5/ (/( )) )%% ( )’ " 6 )

/
(%*

"’&
! "( ’%*&78

!%(
!’

"’ !"
" !( )&( )&)’

+ （’06）

在（’06）式中，&-
$"
$"
，所以当 $" 9 %时，&- &，

当 $" : %时，&- / &+
（’$）式是一个非线性振动方程，它反映了在考
虑蛋白质膜粘弹性以及两个大小相同、振动特性相

同的气泡间相互作用的 ;<5=>85?力的情况下，其中
一个气泡在 ;@8AB1C流体中有限变形时内径随时间
的变化关系 +分析（’06）式所表达的载荷可以发现，

&% " / ’ / &" !( )’ /
($&

!%& "
/
($(

!%(
& !"
"! "( )’

&)’

是气泡内气

体与流体压力及两个界面间表面张力之间的差值，

它是随气泡内径的变化率 "（ (）变化的；’（ "）是由
于蛋白质膜的弹性有限变形而产生的应力；剩下的

’项是由于 ;@8AB1C流体的塑性黏度及蛋白质膜黏
性耗散而产生的应力 +构成气泡的蛋白质膜的振动
就是在以上三项应力的共同作用下发生的 +由于表
达式中各参量之间的关系比较复杂，很难得到其解

析解，为了研究主要参量对气泡振动的影响，下面将

采用数值计算的方法进行分析 +

# D 数值模拟计算及结果分析

在数值模拟计算过程中，假定两个气泡外的空

间足够大，两个等径气泡间相互作用是等同的 +利用
四阶 EF8A5GHFII1算法，运用 .1I712对（’$）式通过编
程进行数值计算，为了保证离散化的非线性方程解

的收敛，在数值计算过程中，时间步长取 &%/ , ?，设定
的最大允许误差为 &%/ # +

!"#" $%&’()*流体塑性黏度对蛋白质气泡振动的影响

塑性黏度是 ;@8AB1C流体的一个重要参数，下
面模拟内径 !%& - &D% J &%/ ’ C，膜的厚度’ - &D% J

&%/ $C 的蛋白质气泡在相同的内部初始压力 &% -

%D& .K1，周围流体静压力 &" - %D’ .K1 的情况下，

塑性黏度#3 分别为 %D%$，%D&，%D$和 &D% K1·?时的

振动特性 +对于气泡膜的厚度’定义为蛋白质气泡
内外壁面的半径之差，以图 & 中的气泡 & L 为例，’
- !M& / !& +参数#C 为蛋白质膜的黏性系数，(（%）为
蛋白质膜的零剪切弹性模量 +
从图 (的模拟计算结果可以看出，增加 ;@8AB1C

流体的塑性黏度#3，蛋白质气泡振幅衰减速度加

快，振动周期增加，频率减小 +这是由于随着塑性黏
度#3 的增加，从（’04）式可以看出，振动系统的阻尼
会随之增加，从而导致了上述结果 +另外，数值计算
结果还表明，对应于#3 - %D%$ K1+ ? 和#3 - &D% K1+ ?

$%# 物 理 学 报 *N卷



图 ! 不同塑性黏度对气泡振动特性的影响（参数：!" # $%& ’

($) *+,-)，"- # (%$ ./0 1，#（$）# ($$ ./，!( # 2$ ./，!! # !$ ./，

!3 # (%45 ’ ($) *+,-)，$" # $%24 ./，#$( # (%$ ’ ($ 6 ) -，% # (%$ ’

($ 6 7 -，$$ # $%( "./，$3 # $%) "./，% # !%! ’ ($ 6 ) -）

的情形，当气泡内外作用力平衡时，气泡的变形率分

别为 $%8$和 $%87，因此塑性黏度大的流体中的蛋白
质气泡变形小 0

!"#" 气泡间距离对气泡振动特性的影响

图 )是模拟两个蛋白质气泡的内径为 #$( # #$!
# )%$ ’ ($6 ) -，当两个气泡间距离发生改变时气泡
的振动特性 0从图 )中可以看出，当气泡间距离逐渐
减小时，气泡 ! 9 对气泡 ( 9 的振动特性的影响是逐

渐加强的 0在此过程中，气泡壁面振幅衰减速度加
快，振动频率是逐渐增加的 0

图 ) 气泡间距离变化时振动特性比较（参数：!" # $%& ’ ($) *+,

-)，"- # (%$ ./0 1，#（$）# ($$ ./，!( # 2$ ./，!! # !$ ./，!3 #

(%45 ’ ($) *+,-)，": # $%$7! ./·1，$" # $%24 ./，#$( # )%$ ’ ($ 6 )

-，% # )%$ ’ ($ 6 7 -，$$ # $%( "./，$3 # $%) "./）

根据数值模拟的结果，在蛋白质气泡的应用过

程中，如果在相同体积的流体中气泡的含量越大，即

气泡间距离越近，那么流体中气泡壁面的振动频率

就越高，例如，当蛋白质气泡用于成像过程中，必须

考虑气泡间的相互影响导致振动频率的变化 0另外，
当蛋白质气泡用于药物输送的过程中，还必须考虑

由于气泡间的相互作用所导致的频率变化是否会超

出血管的承受变形要求，从而控制气泡间距或内外

压力差以保证蛋白质气泡在输送过程中的安全 0

!"$" 气泡初始半径不同时的振动特性对比

图 7 中所模拟的是两个蛋白质气泡的内径为
#$( # #$! # (%$ ’ ($6 ) -，气泡膜厚度% # (%$ ’ ($6 7

-，蛋白质膜的其他参数!"，"-，#（$），!(，!! 及外

部流体的特征参数与 4%!节中相同 0

图 7 气泡初始半径 #$( # (%$ ’ ($ 6 ) - 时振动特性（参数：!" #

$%& ’ ($) *+,-)，"- # (%$ ./·1，#（$）# ($$ ./，!( # 2$ ./，!! #

!$ ./，!3 # (%45 ’ ($) *+,-)，": # $%$7! ./·1，$" # $%24&’，#$( #

(%$ ’ ($ 6 ) -，% # (%$ ’ ($ 6 7 -，$$ # $%( "./，$% # $%) "./）

图 5 气泡初始半径 #$(不同时振动特性的对比（参数：!" # $%&

’ ($) *+,-)，"- # (%$ ./·1，#（$）# ($$ ./，!( # 2$ ./，!! # !$

./，!3 # (%45 ’ ($) *+,-)，": # $%$7! ./·1，$" # $%24 ./，$$ # $%(

"./，$% # $%) "./）

比较图 )和图 7的模拟结果，表明在相同载荷
作用下，初始半径小的气泡振动频率高，振幅衰减

快 0另外，气泡间距离的改变对频率和振幅变化的影

(期 王海民等：两个等径蛋白质气泡在 ;<=+>/-流体中振动特性 7$8



响程度也不相同 !从图 "可以看出，气泡初始半径越
小，气泡振动的频率和振幅衰减的速率越大 !

!"#" 两个气泡与单个气泡振动特性的对比

在文献［#$］中，建立了 %&’()*+流体中单个蛋
白质气泡的动力学特性方程为

!,# ( )" #" - !,$ ( )" $"$ - !,. ( )" $" / !,0 ( )" ，
（.1）

!,# ( )" /!2 %$3# (" # -!4 5!2

!2

".

". -( )"
#6.

5!4

!2
"
%3#
% )
.
， （03*）

!,$ ( )" /!2 %$3 (# .
$ -!4 5!2

!2

".

". -( )"
#6.

7 $ 5 #
$

".

". -( ) )"

-!4 %$3#
#
$ "

%3#
%( )
.

0

5 $
%3#
%.( )" !（038）

!,. ( )" ，!,0 ( )" 分别与（.9:）式和（.9;）式的

!. ( )" ，!0 ( )" 相同 !
将 !,# ( )" ，!,$ ( )" 与（.9*）式和（.98）式中的

!# ( )" ，!$ ( )" 进行对比，可以发现，!,# ( )" ，!,$ ( )"
比 !# ( )" ，!$ ( )" 多出了附加项，这个附加项就反映
了（.<）式所表达的 %=>?@’>A 力的影响 !由于（.0），
（.1）式都是衰减的非线性振动方程［$1］，而（.<）式所
示的 %=>?@’>A 力是流体流动的速度及加速度的函
数，与流体的流动是紧密联系的，而且受气泡与流体

边界的大小及气泡间距离 & 的影响 !而且（.<）式的
一阶和二阶微分项的系数均为正，这导致在考虑

%=>?@’>A力的情况下，非线性振动方程（.0）的一阶和
二阶微分项的系数发生变化，根据文献［$1］的理论
分析结论，这将导致气泡的振动频率增加，振幅衰减

的速度加快 !
将（.1）式和（.0）式进行对比研究，分析初始条

件和边界条件相同的两个与单个蛋白质气泡在

%&’()*+流体中的振动特性，利用数值模拟计算的方
法来分析两个气泡间相互作用的 %=>?@’>A力对气泡
振动特性的影响 !图 B 模拟的是 %&’()*+流体中单
个气泡与两个气泡振动特性的对比 !在数值模拟过
程中所使用的蛋白质膜和流体的特性参数均相同，

气泡的内壁半径均为 %3# / #C3 7 #35 . +!两个气泡间

距离为 & / $C$ 7 #35 . +!
从数值模拟结果可以看出，由于流体中两个气

图 B 单个与两个气泡在 %&’()*+流体中振动特性比较（参数：

!2 / 3C1 7 #3. @(6+.，#+ / #C3 D*·A，$（3）/ #33 D*，’# / 93 D*，

’$ / $3 D*，!4 / #CB" 7 #3. @(6+.，#E / 3C30$ D*·A，%( / 3C9B D*，

%3# / #C3 7 #3 5 . +，& / #C3 7 #3 5 0 +，)3 / 3C# 2D*，)4 / 3C$ 2D*，

& / $C$ 7 #3 5 . +）

泡间受到 %=>?@’>A作用力的影响，气泡振动频率和
振幅衰减速度的改变比较明显 !与单个气泡相比，当
流体中一个气泡受到另一个气泡 %=>?@’>A 力作用
时，会导致气泡的振动频率增加，振幅衰减的速度加

快 !本文的数值模拟结果与文献［$1］的理论分析是
相符的 !

< !结 论

本文利用粘弹性膜构成的蛋白质气泡有限变形

方程，并考虑一个气泡在 %&’()*+流体中振动产生
的 %=>?@’>A力对另一个气泡振动特性的影响，利用
蛋白质气泡的动力学方程和气泡外流体流动的动力

学方程，建立了两个等径蛋白质气泡在 %&’()*+流
体中振动的非线性方程 !它反映了在考虑蛋白质膜
黏弹性以及两个大小相同、振动特性相同的气泡间

相互作用的 %=>?@’>A力的情况下，其中一个气泡在
%&’()*+ 流体中有限变形时内径随时间的变化
关系 !
利用数值模拟计算的方法分析了 %&’()*+流体

的塑性黏度、两个蛋白质气泡在不同初始半径情形

时的振动特性以及气泡间距离对气泡壁振动特性的

影响，并且与单个蛋白质气泡在 %&’()*+流体中的
振动特性进行了对比研究 !研究结果表明，增加
%&’()*+流体的塑性黏度，蛋白质气泡振幅衰减速度
加快，振动周期增加，频率减小；两个气泡间距离会

影响气泡振动特性，当两个气泡间的距离减小时，气

泡振动频率会增加，振幅衰减速度加快；而对于初始

半径不同的气泡而言，初始半径小的气泡振动频率
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高，振幅衰减快，而且振动的频率和振幅衰减的速率

越大；与单个气泡相比，两个蛋白质气泡在 !"#$%&’
流体中振动时，蛋白质气泡的振动具有更高的振动

频率，而且振幅衰减速度更快 (数值模拟结果对于实

际应用具有一定的指导作用，通过分析气泡间的相

互作用对气泡壁面振动特性的影响，可以为更好利

用蛋白质气泡提供重要参考 (

［)］ !*+*,*-."&# /，0,&123’ 4 5，6%7%*8 / 9::; ! ( "# ( $%&& (

$’()*%& ( !" <9=
［9］ >&# ? 5，!73&+&@ 5，!*,#&,- !，A&8* B C，D7#$ E 9::; ! (

$%+,(%& ( -.&.’/. #$# <F=
［<］ B&7 G，D7H*I% J ! 9::K ! ( 0*%#.12 ( 3+4 (（B,&#H( 56LM）#%&

;;N
［N］ O#$*, M A，47,8*, B，A3PI ?，J&2*PP /，L&8H3#&$& B，Q38H%" /

9::N ")5 ( 6(74 ( 6.&*5 ( -.5 ( "’ )9=)
［;］ L&,31&’& R，6*+" R，63@3+" 5，S#73* E 9::T 8’,.( -./ ( !# T):
［K］ !3,&I&8&#& >，4,7+7I 5，B&##*, / U 9::; 9.: ( 91* ( ;.12+%& ( !$

9NN;
［T］ J"&#$ !，Q%3 Q L，A%*#$ D A 9::K $2*+ ( <2=/ ( #" N)9
［F］ A%3,V% A A )==; ! ( "1%7/, ( 9%1 ( "# ( () );):
［=］ C,"+"#$ 4 D，E"V7 D )==F 37( ( ! ( >&,(’/%7+) %! ;9<
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