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摇 摇 研究了一类广义(3+1)维非线性 Burgers 系统. 首先,利用同伦映射方法构造了相应的映射关系式. 其次,利用

迭代方法得到了扰动系统的一个孤波非行波的级数解.
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1郾 引 言

探讨非线性方程的解是非线性孤波定性和定

量研究中一个很重要的课题. 目前提出了许多方

法,例如双曲正切函数法[1]、齐次平衡法[2—4]、Jacobi
椭圆函数展开法[5—8]、辅助方程法[9—12]、Riccati 函
数法[13—15]、 F 展开法[16,17]、 G忆 / G 展开法[18,19] 等.
本文利用同伦映射方法[20,21] 研究了一类广义非线

性 Burgers 系统孤波的解析解.
近年来,许多学者研究了非线性理论[22—30] . 文

献[31—47]也利用奇异摄动等方法研究了一类反

应扩散、大气物理、生态环境、流行性传染病、激波

和激光脉冲等问题. 本文首先构造一组同伦映射,
然后进行迭代运算,由此便可得到一个收敛级数,
从而得到相应的广义非线性系统的孤波级数解.

2郾 广义非线性 Burgers 系统与同伦

映射

摇 摇 考虑如下一类广义非线性 Burgers 系统[19]:
坠u
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坠y2 + 坠2u

坠z( )2

- 2 u 坠u
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坠u
坠x - 坠v
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其中扰动项 f i( i = 1,2,3) 为关于其变量在相应的变

化区域内充分光滑的有界函数.
为了使用同伦映射方法[20,21] 得到系统(1)—

(3)的解, 引入参数 p, 并定义如下一组同伦映射

Hi(u,v,z,p):R3 伊 I 寅 R( i = 1,2,3):
Hi(u,v,w,p) =Li(u,v,w) - Li(u

—
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—
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—
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—
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—
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—
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这里 R = ( - 肄, + 肄);I = [0,1];(u—0,v
—

0,w
—

0) 为原

系统(1)—(3)的首次近似;

F1(u,v,w) =2 u 坠u
坠y + v 坠u坠x + w 坠u

坠( )z + f1,
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F3(u,v,w) =f3;
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而 Li 为线性算子,
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坠z( )2 ,

L2 =坠u坠x - 坠v
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L3 =坠u坠z - 坠w
坠y .

(5)

摇 摇 设 u,v,w 可写为如下的待定形式:

u(x,y,z,p) =鄱
肄

i = 0
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对应于系统(1)—(3)无扰动情形下的系统
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首先选取首次近似 (u—0,v
—

0,w
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0) 为系统(9)—(11)

的解 (u—,v—,w—) . 再将(6)—(8)式代入

Hi(u,v,w,p) = 0摇 摇 ( i = 1,2,3), (12)
比较 p的同次幂的系数,可以依次求得 (ui,vi,w i)( i
= 1,2,…),于是可以确定级数(6)—(8)式. 可以证

明[20,48], 在广义非线性 Burgers 系统(1)—(3)的假

设和选取系统(1)—(3)的首次近似为(12)式的解

(u—,v—,w—) 的情况下, 由上述确定的级数(6)—(8)
式在区域 t沂[0,肄 ),x,y,z沂 R,p沂[0,1] 上一致

收敛. 详细证明在此从略.
显然,由(4), (12)式可知, Hi(u,v,w,1) = 0( i

= 1,2,3) 就是系统(1)—(3). 故系统(1)—(3)的
解 (u,v,w) 就是 Hi(u,v,w,p) = 0 ( i = 1,2,3) 的解

在 p寅1 时的极限情形.

3郾 孤波非行波解的计算

由文献[19]可知, 利用 G忆 / G 展开法得到系统

(9)—(11)的孤波精确非行波解
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其中 姿屹- 2 为常数, 啄 = 姿 + 2
2 ,q(x,y,z,t) 为任

意函数. 因此, 我们可把广义非线性 Burgers 系统

首次近似 (u—0,v
—

0,w
—

0) 选取为无扰动非线性 Burgers
系统(9)—(11)的孤波精确非行波解 (u—,v—,w—) .

将(6)—(8)式代入 Hi(u,v,w,p) = 0( i = 1,2,
3), 比较 p 的零次幂系数,得
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显然,由首次近似 (u—0,v

—
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—
0) 的选取可得到系统

(13)的解 (u0,v0,w0),
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摇 摇 将(6)—(8)式代入 Hi(u,v,w,p) = 0( i = 1,2,
3), 比较 p 的一次幂系数,得

Li(u1,v1,w1) =f i(x,y,z,t,u0,v0,w0)
摇 ( i = 1,2,3) . (17)

由系统(17)不难得到其解为
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其中 u0,v0,w0 分别由(14)—(16)式决定.
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将(6)—(8)式代入 Hi(u,v,w,p) = 0( i = 1,2,
3), 展开关于 p 的幂级数,分别比较 p 的 i( i = 2,3,
…) 次幂系数,得

Li(u j,vj,w j) = F ij 摇 摇 ( i = 1,2,3;j = 2,3,…),
(21)
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其中 u0,v0,w0 分别由(14)—(16)式决定, ui -1,vi -1,
w i -1,…( i = 2,3,…,j) 分别为逐次已知的函数. 因
此,我们便得到了广义非线性 Burgers 系统一个孤波
的一组非行波解的级数通解
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伊 exp -
(x - x1) 2 + (y忆 - y1) 2 + ( z - z1) 2

4( t - t1
æ
è
ç

ö
ø
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其中常数 姿 屹- 2,啄 = | 姿 + 2 |
2 ,q(x,y,z,t) 为任意

函数, u0,v0,w0 分别由(14)—(16)式决定, ui -1,vi -1,
wi -1,…(i = 2,3,…,j) 分别为逐次已知的函数.

4郾 结 论

由广义非线性 Burgers 系统(1)—(3)及同伦映

射(4)式的构造,可以得到一个该系统的孤波级数

通解. 由此我们能得到相应系统的任意次精度的近

似解. 本方法不同于数值方法或模拟方法得到的

解. 本方法还可以对得到的级数解进行微分或积分

运算, 从而对系统解的性态作进一步的研究. 在本

方法中选取了同伦映射的首次近似 (u—0,v
—

0,w
—

0) 为

对应的无扰动状态下的 Burgers 系统(9)—(11)的

解 (u—,v—,w—), 这保证了得到相应级数解具有较快的

收敛速度.
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Abstract
A class of generalized ( 3 + 1 )鄄dimensional nonlinear Burgers system is studied. Using the homotopic mapping

method, the corresponding mapping expansions are constructed and using the iteration method the series solution of
travelling wave for a solitary wave is obtained.
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