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摇 摇 研究了广义 Pfaff鄄Birkhoff鄄d蒺Alembert 原理和广义 Birkhoff 系统在群的无限小变换下的形式不变性质. 给出了形

式不变性的判据,并由形式不变性导出 Noether 守恒量和新型守恒量.
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1郾 引 言

对称性与守恒量的研究具有重要的数学和物

理意义. 对称性理论可以用于常微分方程的降阶和

偏微分方程的约化,也可用于分岔理论和控制理

论,还可用于寻找守恒量. 对于约束力学系统的微

分方程,如能找到某个守恒量,便可了解系统动力

学的某些信息;如能找到足够多的守恒量,便可知

道系统的解. 对称性的研究主要有 Noether 对称

性[1—7]、Lie 对称性[6—10] 和形式不变性[11—16] 等.
Noether 对称性是 Hamilton 作用量在无限小群变换

下的不变性质. Lie 对称性是微分方程在无限小变

换下的不变性质. 形式不变性是指动力学函数

(Lagrange 函数、动能、势能、广义力、约束函数、广义

约束力等)在无限小群变换后仍满足原来方程的一

种不变性质. 本文提出广义 Pfaff鄄Birkhoff鄄d蒺Alembert
原理,由这个原理导出形式不变性的判据,并由形

式不变性导出 Noether 守恒量和新型守恒量.

2郾 广义 Pfaff鄄Birkhoff鄄d蒺Alembert 原理

广义 Pfaff鄄Birkhoff 原理可表示为[17]
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(1)式也可表示为
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考虑到时间区间[ t1,t2]的任意性,由(2)式得到
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称(3)式为广义 Pfaff鄄Birkhoff鄄d蒺Alembert 原理.
由(3)式可导出广义 Birkhoff 方程
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3郾 形式不变性的判据

取时间 t 和变量 a滋 的无限小变换为

t* = t + 驻t,
a滋*(t*) = a滋(t) + 驻a滋摇 摇 (滋 = 1,…,2n), (5)
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相应的展开式为

t* =t + 着孜0( t,a),

a滋*( t*) =a滋( t) + 着孜滋( t,a)摇 摇 (滋 = 1,…,2n) .
(6)

由(5)和(6)式得到

啄a滋 =驻a滋 - a·滋驻t
=着(孜滋 - a·滋孜0)摇 摇 (滋 = 1,…,2n) . (7)

将(7)式代入(3)式得到
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形式不变性定义为
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将(9)式代入(8)式得
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(10)式中 着 项为零[18—20],略去 着3 项,则得到广义

Birkhoff 系统形式不变性的判据方程
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4郾 形式不变性导致的守恒量

由广义 Birkhoff 系统形式不变性可导出 Noether
守恒量.

命题 1摇 对于满足判据方程(11)的无限小生成

元 孜0 和 孜滋, 如果存在规范函数 GN = GN( t,a) 满足结

构方程
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则系统不变性导出 Noether 守恒量
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展开广义 Birkhoff 方程,记作

a·滋 = 滓滋( t,a) . (14)
摇 摇 由广义 Birkhoff 系统的形式不变性可导出一类

新型守恒量.
命题 2摇 对于满足判据方程(11)的无限小生成

元 孜0 和 孜滋, 如果存在规范函数 GF = GF( t,a) 满足结

构方程
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则系统形式不变性导致新型守恒量
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5郾 算 例

4 阶广义 Birkhoff 系统为
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R1 =a3,

R2 =a4,
R3 =R4 = 0,

B = - 1
2 (a3)2 - 1

2 (a4)2,

撰1 =撰2 = 0,

撰3 = - 1
b arctan(bt),

撰4 = - 1
2bln(1 + b2 t2) .

(18)

相应的广义 Birkhoff 方程为

- a·3 = 0,
- a·4 = 0,

a·1 + a3 = 1
b arctan(bt),

a·2 + a4 = - 1
2bln(1 + b2 t2) .

(19)

取生成元为

孜0 = 孜2 = 孜3 = 孜4 = 0,
孜1 = 1,

(20)

则有

X(0)(R1) = 孜3 = 0,

X(0)(R2) = 孜4 = 0,

X(0)(R3) = X(0)(R4) = 0,
(21)

X(0)(B) = - a3孜3 - a4孜4 = 0,

撰1(孜1 - a·1孜0) + 撰2(孜2 - a·2孜0)

+ 撰3(孜3 - a·3孜0) + 撰4(孜4 - a·4孜0) = 0.
由(12)式得

GN = 0.
因此,生成元(20)式是系统形式不变性的生成元.

命题 1 的守恒量(14)式给出 Noether 守恒量

IN = a3 = const . (22)
由于

X(0)(撰滋) = 0摇 摇 (滋 = 1,…,4), (23)
将(21)和(23)式代入(15)式得

d
—

dtGF = 0 . (24)

由(17),(19)和(24)式得

GF =0, (25)

GF =a3, (26)

GF =a4 . (27)
由新型守恒量(16)式分别给出

IF =0, (28)

IF =a3, (29)

IF =a4, (30)
其中(28)式为平凡守恒量,而(29)和(30)式给出

非平凡守恒量.

6郾 结 论

本文研究了广义 Pfaff鄄Birkhoff鄄d蒺Alembert 原理和

广义 Birkhoff 系统在群的无限小变换下的形式不变

性质. 研究表明,广义 Pfaff鄄Birkhoff鄄d蒺Alembert 原理比

普通的 Pfaff鄄Birkhoff鄄d蒺Alembert 原理更具一般性,广
义 Birkhoff 系统在群的无限小变换下的形式不变性

能够导出 Noether 守恒量和一类新型守恒量.
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Abstract
The generalized Pfaff鄄Birkhoff鄄d蒺Alembert principle and the form invariance of the generalized Birkhoff 蒺s equations

under the infinitesimal transformation of group are studied. The criterion of the form invariance is given and the Noether
conserved quantity and a new conserved quantity are obtained by the invariance.
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