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Whittaker 方程的 Hamilton 化
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摇 摇 引入 Whittaker 方程的 Birkhoff 表示,构造与该表示对应的 Hamilton 函数,并利用 Hamilton鄄Poisson 方法得到

Whittaker 方程的解. 指出上述 Hamilton 函数与传统分析力学中 Hamilton 函数的区别.
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1郾 引 言

传统的 Lagrange 力学中,已知系统 Lagrange 函

数可以列出运动微分方程,Lagrange 方程是二阶常

微分方程组;Lagrange 力学逆问题研究运动微分方

程满足何种条件时可以表示成 Lagrange 方程形式,
以及如何构造相应的 Lagrange 函数[1,2] . 有些微分

方程结构很简单却不能表示成传统的 Lagrange 方

程形式,如 Whittaker 方程[2—4],对这样一些方程,可
以部分 Lagrange 化[3],可以引入分数导数 Lagrange
函数[4] . 实际上,可以将原二阶微分方程变换成一

阶微分方程,再导出其一阶 Lagrange 函数,或者是

导出其 Birkhoff 表示再求解. 此外,还可以利用其他

分析力学方法求解这样的微分方程[5—9] . 在传统分

析力学中,微分方程若不能构造成对应的 Lagrange
函数,也就不能利用 Legendre 变换导出 Hamilton 函

数,但是,对这种微分方程仍有可能从新的途径实

现 Hamilton 化. 本文在引入 Whittaker 方程 Birkhoff
表示后,利用文献[10]中的方法构造出 Hamilton 函

数,并利用 Hamilton鄄Poisson 方法解出 Whittaker 方

程. 最后,对这种 Hamilton 化进行讨论,指出得到的

Hamilton 函数与传统 Hamilton 函数之间的实质

区别.

2郾 Whittaker 方程的 Birkhoff 表示

Whittaker 方程如下[2—5]:

x·· - x = 0,
y·· - x·= 0.

(1)

引入 Birkhoff 变量

a1 = x,
a2 = y,
a3 = x·,
a4 = y·,

(2)

将方程(1)写成等价的一阶方程组

a·1 =滓1 = a3,
a·2 =滓2 = a4,
a·3 =滓3 = a1,
a·4 =滓4 = a3 .

(3)

设方程(3)的 Birkhoff 表示中函数 B 为

B = R滋滓滋 摇 摇 (滋 = 1,2,3,4), (4)
其中 R滋 为 Birkhoff 函数组,由下列方程确定[5]:
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上述方程的一组解为
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R1 = - 1
2 a2,

R2 = 1
2 (a1 - a4),

R3 = 1
2 a4,

R4 = 1
2 (a2 - a3) .

(6)

将(6)式代入(4)式得

B = 1
2 [2a1a4 - (a3) 2 - (a4) 2] . (7)

由(6)式可得 Birkhoff 张量的分量为

赘12 = - 赘21 = 赘24 = - 赘42 = - 赘34 = 赘43 = 1,

赘13 = 赘31 = 赘14 = 赘41 = 赘23 = 赘32 = 0,

(8)
其行列式

det(赘滋淄) = det 坠R淄

坠a滋 -
坠R滋

坠a
æ

è
ç

ö

ø
÷

淄 = 1, (9)

故导出的 Birkhoff 系统是规则的,Birkhoff 张量的非

对角零分量有 6 个.

3郾 Whittaker 方程的 Hamilton 化

由文献[10]可知,(6)和(7)式的 Birkhoff 系统

可以 Hamilton 化. 首先,选取 Birkhoff 规范变换函数

G = 1
2 (a1a2 - a2a4 + a3a4) . (10)

利用 Birkhoff 规范变换

R忆滋 =R滋 + 坠G
坠a滋 ,

B忆 =B - 坠G
坠t ,

(11)

得到

R忆1 =0,

R忆2 =a1 - a4,
(12)

R忆3 =a4,
R忆4 =0;

B忆 =B = 1
2 [2a1a4 - (a3) 2 - (a4) 2] . (13)

其次,引入正则变量

q1 =a2,
q2 =a3;
p1 =a4 - a1,

p2 = - a4 .

(14)

解出

a1 = - (p1 + p2),

a4 = - p2 .
(15)

得到 Hamilton 函数

H =- B忆 = 1
2 (q2) 2 - p1p2 - 1

2 (p2) 2 . (16)

不难直接验证,由 H 列出的正则方程变换回变量 a滋

后可以得到方程(3),再变换回原始变量 x 和 y 后可

导出方程(1).
在得到(16)式中 H 函数后,有多种方法求正则

方程积分,这里利用 Hamilton鄄Poisson 方法[1,3] . 第一

积分的 Poisson 条件是

坠I
坠t + [ I,H] = 0, (17)

式中 [ I,H] 是 Poisson 括号. 将(16) 式代入 (17)
式,得
坠I
坠t - p2

坠I
坠q1 - 0 坠I

坠p1
- (p1 + p2)

坠I
坠q2 - q2 坠I

坠p2
= 0 .

(18)
与偏微分方程(18)对应的常微分方程组是

dt
1 = - dq1

p2
= -

dp1

0 = - dq2

p1 + p2
= -

dp2

q2 . (19)

上述方程组的 4 个独立积分如下:
1
2 (q2) 2 - p1p2 - 1

2 (p2) 2 = C1,

p1 = C2,

q2 - q1 + tp1 = C3,

[q2 - (p1 + p2)]e -t = C4,

(20)

式中 C1,C2,C3 和 C4 为积分常数. 将(14)式代入

(20)式后可得

1
2 (a3) 2 + 1

2 (a4) 2 - a1a4 = C1,

a4 - a1 = C2,

a3 - a2 + t(a4 - a1) = C3,

(a1 + a3)e -t = C4 .

(21)

将(2)式代入(21)式后解得

x = Aet + Be -t,
y = Aet - Be -t + C3 t - C2 .

(22)

其中

A = 1
2 C4,

B = 1
2C4

(C2
2 - 2C1) .

(23)
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4郾 关于 Whittaker 方程 Hamilton 函数
的讨论

摇 摇 在上述 Hamilton 化过程中,选取不同的规范变

换函数可以使不同的 R忆滋 为零,因而使引入的正则

变量发生改变,导出的 Hamilton 函数也随之改变,
但是这些不同的正则变量和 Hamilton 函数都是

Whittaker 方程的 Hamilton 表示. 从这个意义上看,
它们是等效的. 必须指出,由于 赘12,赘24 和 赘34 为非

零分量,故不能通过规范变换使 R1 和 R2,或 R2 和

R4,或 R3 和 R4 同时变换为零. 这说明,在引入正则

变量时,不能同时选择 a3 和 a4,或 a1 和 a3,或 a1 和

a2 为正则坐标变量.
(16)式中 H 函数形式上与传统分析力学中的

Hamilton 函数一致,但是存在实质的区别,即其中的

两个正则“坐标冶变量 q1 和 q2 分别是 a2 和 a3,还原为

原始变量就是 y和x·, y 是坐标变量,而 x·是速度变量.
以上已经指出,选择不同的规范变换都不可能使 R3

和 R4 同时为零,不能同时选择 a1 和 a2 为正则坐标变

量,即不可能使两个正则坐标变量 q1 和 q2 同时为原

始坐标变量 x 和 y. 这种限制很重要,是与 Whittaker
方程不能表示成传统的 Lagrange 方程紧密相关的.

如果将(16)式中 H 函数通过 Legender 变换,可
导出相应的 Lagrange 函数[1]

L = 1
2 (q·1) 2 - q·1q·2 - 1

2 (q2) 2, (24)

列出 Lagrange 方程为

q··1 - q··2 =0,
- q··1 + q2 =0郾

(25)

从形式上看,函数 (24) 式和方程 (25) 与传统的

Lagrange 函数和方程没有区别,但是将原始变量 x
和 y 代入方程(25)时会得到

y·· - x···= 0,
- y·· + x·= 0郾

(26)

方程(26)不是方程(1),方程(1)经过求微商运算

才能导出方程(26). 换言之,函数(24) 式和方程

(25)不是方程(1)传统的 Lagrange 表示.
顺便指出,Whittaker 方程没有传统的 Lagrange

表示,却有一阶 Lagrange 表示,即以(6)和(7)式中

R滋 和 B, 写出一阶 Lagrange 函数[2]

L = - R滋a·滋 + B

= 1
2 a2a·1 - 1

2 (a1 - a4)a·2

- 1
2 a4a·3 - 1

2 (a2 - a3)a·4

+ 1
2 [2a1a4 - (a3) 2 - (a4) 2], (27)

就可 以 得 到 与 方 程 ( 1 ) 等 价 的 一 阶 Lagrange
方程 .

5郾 结 论

本文研究了 Whittaker 方程的分析力学化求解

问题. 虽然这个方程不能表示成传统的 Lagrange 方

程形式,但是通过构造它的 Birkhoff 表示,可实现其

Hamilton 化,并利用 Hamilton鄄Poisson 方法求出其积

分. 利用这种方法得到的 Hamilton 函数与传统的

Hamilton 函数虽然在形式上相同,但它们之间却有

本质上的区别.
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Abstract
A Birkhoffian representation of Whittaker equations is introduced. A Hamiltonian corresponding to the Birkhoffian

representation is constructed. The Whittaker equations are solved by using the Hamilton鄄Poisson method. The difference
between the above Hamiltonian and the Hamiltonians of traditional analytical mechanics is pointed.
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