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摇 摇 用动力系统分岔方法研究了一类非线性色散 Boussinesq 方程. 在不同的参数条件下,给出了该方程具有隐函数

形式的孤立波解的解析表达式. 数值模拟进一步验证了所得结果的正确性.
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1郾 引 言

孤立波理论在诸如流体力学、非线性光学、生
物化学、地球物理学等许多科学与工程领域具有广

泛的应用. 因此,探求孤立波解成为研究非线性波

动方程的重要内容之一. 多年来,许多数学家和物

理学家提出了探求非线性波动方程的孤立波解的

各种有效方法,例如反散射法[1]、 Hirota 双线性

法[2]、Painlev佴 截断展开法[3]、B覿cklund 变换法[4]、
齐次平衡法[5]、同伦分析法[6]、动力系统分岔方

法[7—10]及各种基于符号计算的代数方法[11—15] 等.
当所求方程的孤立波解的表达式较为复杂甚至无

法用显函数表达时,动力系统分岔方法较其他方法

具有明显优势.
色散、耗散、扩散等非线性波动现象对于深刻

理解非线性波动方程起到了关键作用. 为了理解非

线性色散项对非线性波动现象的影响,Zhang 等[16]

提出了一类广义 Boussinesq 方程

utt + a(um) xx + b(un) xxxx = 0, (1)
其中 m,n 沂 RR 且 a,b 是不为零的方程参数. 许多学

者针对 a,b 的特殊情形运用各种方法探讨过方程

(1)的孤立波解[17—21] . Zhang 等[16] 利用直接积分方

法给出了方程(1)丰富的精确行波解,尤其是当 m =
n = 2 时的紧孤立波解、孤立尖波解和周期尖波解.
遗憾的是,这些解并不全面. 因此,本文将继续考虑

方程(1)当 m = n = 2 时的情形, 即

utt + a(u2) xx + b(u2) xxxx = 0, (2)
利用动力系统分岔方法获得了方程(2)具有隐函数

形式的孤立波解,从而扩展和丰富了文献[16]的

结果.

2郾 方程(2)的隐式孤立波解

为了用动力系统分岔方法研究方程(2)的孤立

波解,对方程(2)作行波变换 u(x,t) = u(孜) = u(x -
ct) 得

c2 d2u
d孜2 + a d2(u2)

d孜2 + b d4(u2)
d孜4 = 0, (3)

其中 c 表示波速. 方程(3)关于变量 孜 积分两次并令

第一次积分的积分常数为零得

c2u + au2 + b d2(u2)
d孜2 = g, (4)

其中 g 为第二次积分的积分常数.

进一步令 du
d孜 = y, 可将方程(4)化成如下平面

动力系统:
du
d孜 = y,

dy
d孜 = g - c2u - au2 - 2by2

2bu . (5)

系统(5)的首次积分为

H(u,y) =u2 by2 + a
4 u2 + c2

3 u - g( )2
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=h, (6)
其中 h 为常数.

注意系统(5)存在奇直线 u = 0 及可能的奇点

(u1,0) 和(u2,0), 其中

u1 = - c2
2a - c4 + 4ag

2a , (7)

u2 = - c2
2a + c4 + 4ag

2a . (8)

摇 摇 根据平面动力系统理论[22],可得系统(5)的奇

点有如下性质:当 a > 0,b < 0, - c4
4a < g < - 2c4

9a 时

或当 a < 0,b > 0, - 2c4
9a < g < - c4

4a时,系统(5)存在

奇点 (u1,0) 和(u2,0),其中(u1,0) 是鞍点,(u2,0)

是中心;当 a < 0,b < 0,0 < g < - c4
4a时或当 a > 0,

b > 0, - c4
4a < g < 0 时, 系统(5)存在奇点 (u1,0)

和(u2,0),其中(u1,0) 是中心,(u2,0) 是鞍点.

系统 (5 ) 在不同参数情形下的相图如图 1

所示 郾

图 1摇 系统(5)在不同参数情形下的相图摇 (a) a > 0,b < 0, - c4
4a < g < - 2c4

9a ; (b) a < 0,b > 0, - 2c4
9a < g < - c4

4a ;

(c) a < 0,b < 0,0 < g < - c4
4a ; (d) a > 0,b > 0, - c4

4a < g < 0

摇 摇 通常情况下, 方程(2)的一个孤立波解对应系

统(5)的一条同宿轨道. 对应于图 1(a)和(b),经过

鞍点 (u1,0) 的同宿轨道分别表示为

y = 依 - a
4b

(u - u1) (u—1 - u)(u*
1 - u)

u
(a > 0,b < 0,u1 < u < u—1) (9)

和

y = 依 - a
4b

(u - u1) (u - u—1)(u - u*
1 )

u
(a < 0,b > 0,u—1 < u < u1) . (10)

对应于图 1(c)和(d),经过鞍点 (u2,0) 的同宿轨

道分别表示为
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y = 依 a
4b

(u - u2) (u—2 - u)(u - u*
2 )

u
(a < 0,b < 0,u2 < u < u—2) (11)

和

y = 依 a
4b

(u - u2) (u - u—2)(u*
2 - u)

u
(a > 0,b > 0,u—2 < u < u2), (12)

其中

u—1 = - c2
6a + c4 + 4ag

2a

- c4 - 3c2 c4 + 4ag
3a , (13)

u*
1 = - c2

6a + c4 + 4ag
2a

+ c4 - 3c2 c4 + 4ag
3a , (14)

u—2 = - c2
6a - c4 + 4ag

2a

- c4 + 3c2 c4 + 4ag
3a , (15)

u*
2 = - c2

6a - c4 + 4ag
2a

+ c4 + 3c2 c4 + 4ag
3a . (16)

将(9)—(12)式代入系统(5)的第一方程并沿相应

的同宿轨道积分得

乙
u—1

u

滓
(滓 - u1) (u—1 - 滓)(u*

1 - 滓)
d滓

= - - a
4b | 孜 | 摇 摇 (a > 0,b < 0,u1 < u < u—1),

(17)

乙
u

u—1

滓
(滓 - u1) (滓 - u—1)(滓 - u*

1 )
d滓

=- - a
4b | 孜 | 摇 摇 (a < 0,b > 0,u—1 < u < u1),

(18)

乙
u—2

u

滓
(滓 - u2) (u—2 - 滓)(滓 - u*

2 )
d滓

= a
4b | 孜 | 摇 摇 (a < 0,b < 0,u2 < u < u—2),

(19)

乙
u

u—2

滓
(滓 - u2) (滓 - u—2)(u*

2 - 滓)
d滓

= a
4b | 孜 | 摇 摇 (a > 0,b > 0,u—2 < u < u2) .

(20)
完成(17)—(20)式中的积分可得方程(2)的四个隐

式孤立波解的解析表达式. (1) 当 a > 0,b < 0, - c4
4a

< g < - 2c4
9a 时,方程(2)的峰型隐式孤立波解为

F(u) = F(u—1)exp - - a
4b | 孜æ

è
ç

ö

ø
÷| . (21)

(2) 当 a < 0,b > 0, - 2c4
9a < g < - c4

4a 时,方程(2)

的谷型隐式孤立波解为

F(u—1) = F(u)exp - - a
4b | 孜æ

è
ç

ö

ø
÷| . (22)

(3) 当 a < 0,b < 0,0 < g < - c4
4a 时,方程(2)的峰

型隐式孤立波解为

G(u) = G(u—2) - - a
4b | 孜 | . (23)

(4) 当 a > 0,b > 0, - c4
4a < g < 0 时,方程(2)的谷

型隐式孤立波解为

G(u—2) = G(u) - - a
4b | 孜 | . (24)

这里

F(u) =
2 p1 u2 - (u—1 + u*

1 )u + u—1u*
1 + q1u + r( )

1

s1

2 u2 - (u—1 + u*
1 )u + u—1u*

1 + 2u - (u—1 + u*
1

( )) (u - u1) s1
, (25)

p1 =u2
1 - (u—1 + u*

1 )u1 + u—1u*
1 , (26)

q1 =2u1 - (u—1 + u*
1 ), (27)

r1 =2u—1u*
1 - u1(u

—
1 + u*

1 ), (28)

s1 =
u1

p1

, (29)
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G(u) =arcsin
2u - (u—2 + u*

2 )

(u—2 + u*
2 ) 2 - 4u—2u*

2

-
u2

p2

artanh
q2u + r2

2 p2 - u2 + (u—2 + u*
2 )u - u—2u*

2

, (30)

p2 = - u2
2 + (u—2 + u*

2 )u2 - u—2u*
2 , (31)

q2 =(u—2 + u*
2 ) - 2u2, (32)

r2 =u2(u
—

2 + u*
2 ) - 2u—2u*

2 . (33)

摇 摇 方程(2)在不同参数条件下 孜鄄u 平面上的隐式 孤立波解如图 2 所示.

图 2摇 方程(2)在不同条件下 孜鄄u 平面上的隐式孤立波解摇 (a) a = 1,b = - 1,c = 1,g = - 0郾 24; (b) a = - 1,b = 1,c = 1,
g = 0郾 24; (c) a = - 1,b = - 1,c = 1,g = 0郾 24; (d) a = 1,b = 1,c = 1,g = - 0郾 24

3郾 结 论

本文用动力系统分岔方法研究一类广义非

线性色散的 Boussinesq 方程,并成功获得了该方

程的具有隐函数形式的孤立波解 . 这将有助于深

刻认识实际非线性波动模型的物理意义及运动

规律 .
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Abstract
By applying the bifurcation method of dynamical systems to a class of nonlinear dispersive Boussinesq equations, the

analytic expressions of implicit solitary wave solutions are obtained under different parameter conditions. Numerical
simulations are given to show the correctness of our results.
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