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摇 摇 利用二次型理论,通过三次保对易的辛变换,成功解决了三维各向异性耦合谐振子哈密顿量的对角化问题. 进
一步,给出了体系的量子化能谱和精确波函数.

关键词: 各向异性, 对角化, 保对易, 正交矩阵

PACC: 0365

*江苏省自然科学基金(批准号: 06KJB140001)资助的课题.
覮 E鄄mail: lrl@ cslg. cn

1郾 引 言

在基础理论研究中,含时量子谐振子系统的演

化处理问题一直受到人们的普遍重视. 此问题在被

广泛研究并取得相应成果的同时,另一类有关耦合

谐振子的量子精确求解问题也引起了人们的广泛

兴趣[1—9] .
最近,文献[10—14]注意并研究了多维耦合谐

振子的量子力学处理问题,明确指出耦合谐振子,
特别是多维耦合谐振子的量子理论问题是求解复

杂系统的理论基础,在量子理论许多领域中都有广

泛应用. 耦合谐振子系统的量子力学求解,涉及的

首要问题是如何将耦合谐振子系统的哈密顿量对

角化. 目前哈密顿量对角化方法大致有线性量子变

换法[6,7,10]、直接坐标鄄动量变换法[12,13]、坐标鄄动量

积分型投影算符法[14]、简正坐标法[15] 和基于占有

数表象的玻戈留波夫变换法[1,16] 等. 仔细分析比较

可以发现,以上各种方法虽表述不同,但均与数学

中实二次型标准化问题有关.
此外,还必须指出: 其一,目前已有文献中哈密

顿量对角化的研究对象绝大多数仅限于两个耦合

谐振 子 系 统, 且 耦 合 范 围 也 仅 是 其 中 某 些 部

分[2,11—14] . 其二,有些研究结果只是耦合谐振子量

子化能谱[8, 15],少数结果虽既有耦合哈密顿量的本

征值,又有本征函数即波函数[10,14],但遗憾的是,由

于没从代数学角度在根本上寻找出量子系统新旧

坐标和动量的具体变换关系式,故所给的波函数只

是形式性的,不是精确解析式. 其三,即使有些文献

给出了解析表达式,但变换最终给出的新坐标与新

动量之间并不能保证量子力学中最基本的共轭力

学量间的对易关系不变[15,17] . 为此,我们试图应用

数学中二次型理论来详细研究三维各向异性耦合

谐振子系统的量子力学求解问题.

2郾 三维耦合谐振子哈密顿量的对角化

为方便计,仅考虑三个质量和频率均不相同,
坐标具有全耦合的谐振子体系,其哈密顿量为
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显然, H 是一个以 p1,p2,p3,x1,x2,x3 为未定元的六

元实二次型,其矩阵形式为
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因 m1,m2,m3 为物体质量,故总是非负的,且动量及

坐标系统中 p1,p2,p3,x1,x2,x3 满足基本的对易关系

[xi,p j] = i攸啄ij,
[xi,x j] = [pi,p j] = 0,

其中

啄ij =
1 ( i = j),
0 ( i 屹 j){ .

摇 摇 为了便于通过保对易关系的线性变换将(1)式
化为只含平方项的二次型,先作如下线性变换:
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这里矩阵 W-T

1 表示矩阵 W-1
1 的转置矩阵(下面用 AT

表示矩阵 A 的转置). 具体的线性变换式为
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经保对易关系的线性变换(5)式,二次型(1)式可

化为
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这里 E 为三阶单位矩阵,且
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显然, T3 仍为实对称矩阵. (6)式即为采用新的动

量、坐标系统后原哈密顿量(1)式的二次型,(7)式
为它的矩阵.

容易验证,在(1)式采用新的动量、坐标系统

后, P
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—
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—
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1,X
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2,X
—

3 仍然保持对易关系,即
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摇 摇 因 T3 为实对称矩阵,故其本征根必为实数. 不
妨设 T3 的本征根为 撰1,撰2,撰3, 则必有实正交矩阵

Q,其列向量分别是对应于本征值 撰1,撰2,撰3 的本征

向量,并使
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摇 摇 若设实正交矩阵
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则有正交变换
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至此,可将二次型(6)式化为
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其中
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(13)式即为哈密顿量采用又一新的动量、坐标系统

后(2)式的表达式,(14)式为它的矩阵.
容易验证,在 (2 ) 式采用新的动量、坐标系

统后,
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这里 a1ia1j + a2ia2j + a3ia3j = 啄ij, 因为 Q 为正交矩阵,
Q 的列向量组为一正交向量组,故列向量组的向量
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也满足对易关系.
为了保持(1)式动量部分原有平方系统不变,

即保持 T1 仍为原对角形矩阵,再作下列线性变换:
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摇 摇 二次型(13)式在线性变换(15)式下可化为
H =(P1,P2,P3,X1,X2,X3)
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这里 T1 为(3)式中的三阶对角矩阵,(17)式为二次

型(16)式的矩阵. (16)式即为(3)式采用新的动

量、坐标系统后哈密顿量的矩阵表达式. 同样,在
(3)式采用新的动量、坐标系统后容易验证线性变

换(15)式保持其对易关系不变.

经过上述一系列保对易关系的线性变换,哈密

顿量二次型最终可化为不含坐标耦合的二次型
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其中 撰1,撰2,撰3 为实对称矩阵 T3 的实本征根. (18)
式即为新的动量、坐标系统下哈密顿量的具体表

达式.
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且(1)式经如下线性变换后可化为(18)式:
(P1,P2,P3,X1,X2,X3) = (p1,p2,p3,x1,x2,x3)W -T .

(20)
(20)式用显式表示为
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(21)
容易验证,对哈密顿量(1)式按(21)式进行线性变

换后能保持原有的对易关系不变,
[X i,P j] =[xi,p j] = i攸啄ij,
[X i,X j] =[P i,P j] = 0 .

3郾 体系量子化能谱与精确波函数的确定

摇 摇 由上述讨论可知,(1)式采用新的动量、坐标系

统后哈密顿量坐标系统二次型的矩阵为 T3, 它是实

对称矩阵. 为了最终确定体系量子化能谱与精确波

函数,必须确切算出 T3 的特征根及将 T3 对角化的

正交矩阵 Q.
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设 T3 的特征方程为

| 撰E - T3 | = 0, (22)
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将(23)式展开并整理后可化为
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摇 摇 若记三次方程(24)的三个实根分别为 撰1,撰2,
撰3, 则由卡丹理论[18] 可推得这三个根的具体表达
式(详细推导见附录).

情形玉摇 当 驻 = 0 时,三个实根分别为
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2p

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
.

这里 - 3q - 3p
2p2 沂 [ - 1,1],兹 沂 [0,仔] .

对于情形玉,令

d =撰1 -
棕2

1

4 ,

e =撰1 -
棕2

2

4 ,

f =撰1 -
棕2

3

4 ;

d忆 =撰2 -
棕2

1

4 ,

e忆 =撰2 -
棕2

2

4 ,

f 忆 =撰2 -
棕2

3

4 ,

则 撰1,撰2 所对应的特征向量分别为下列线性方程组

的基础解系:

dx1 -
姿1

4 m1m2

x2 -
姿3

4 m1m3

x3 = 0,

-
姿1

4 m1m2

x1 + ex2 -
姿2

4 m2m3

x3 = 0,

-
姿3

4 m1m3

x1 -
姿2

4 m2m3

x2 + fx3 = 0;

d忆x1 -
姿1

4 m1m2

x2 -
姿3

4 m1m3

x3 = 0,

-
姿1

4 m1m2

x1 + e忆x2 -
姿2

4 m2m3

x3 = 0,

-
姿3

4 m1m3

x1 -
姿2

4 m2m3

x2 + f 忆x3 = 0 郾

(28)

由线性方程组理论可知,方程组(28)的系数矩阵的秩

分别为 2 和 1,而 撰1,撰2 对应的线性无关的特征向量

分别有 1 个和 2 个. 因此,方程组(28)分别变为
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-
姿1

4 m1m2

x1 + ex2 -
姿2

4 m2m3

x3 =0,

-
姿3

4 m1m3

x1 -
姿2

4 m2m3

x2 + fx3 =0
(29)

和

d忆x1 -
姿1

4 m1m2

x2 -
姿3

4 m1m3

x3 = 0 . (30)

摇 摇 方程组(29)和(30)的基础解系,即对应于 撰1,
撰2 的线性无关的特征向量分别为

孜1
æ

è
ç= 4 m1 ef -

m1 姿2
2

4m2m3
,

姿2姿3

4 m2 m3

+
姿1

m2

e,

姿3

m3

f +
姿1姿2

4m2 m
ö

ø
÷

3

T

和

琢2 =(姿1,4d忆 m1m2 ,0) T,

琢3 =(姿3,0,4d忆 m1m3 ) T .
这里 孜1 必与 琢2,琢3 正交. 将 琢2,琢3 正交化得

孜2 =琢2 = (姿1,4d忆 m1m2 ,0) T,

孜3 =琢3 -
(孜2,琢3)
(孜2,孜2)

孜2

æ

è
ç=

16姿3m1m2d忆2

姿2
1 + 16m1m2d忆2

, -
4姿1姿3d忆 m1m2

姿2
1 + 16m1m2d忆2

,

4d忆 m1m
ö

ø
÷3

T

.

再将 孜1,孜2,孜3 单位化,得

浊1 =
孜1

椰孜1椰
,

浊2 =
孜2

椰孜2椰
,

浊3 =
孜3

椰孜3椰
.

(31)

摇 摇 若令 Q = (浊1,浊2,浊3),则 Q即为将 T3 对角化的

正交矩阵. 显然,(10)式中正交矩阵 Q 的元素 aij 均

可在这里通过 浊1,浊2,浊3 找到相应的具体表达式,从
而可使所求线性变换(21)式具体表示出来.

对于情形域,令

d =撰1 -
棕2

1

4 ,

e =撰1 -
棕2

2

4 ,

f =撰1 -
棕2

3

4 ;

d忆 =撰2 -
棕2

1

4 ,

e忆 =撰2 -
棕2

2

4 ,

f 忆 =撰2 -
棕2

3

4 ;

d义 =撰3 -
棕2

1

4 ,

e义 =撰3 -
棕2

2

4 ,

f义 =撰3 -
棕2

3

4 ,

则可分别求得特征根 撰1,撰2,撰3 相对应的特征向

量为

灼1
æ

è
ç= 4 m1 ef -

m1 姿2
2

4m2m3
,

姿2姿3

4 m2 m3

+
姿1

m2

e,

姿3

m3

f +
姿1姿2

4m2 m
ö

ø
÷

3

T

,

灼2
æ

è
ç=

姿2姿3

4 m1 m3

+
姿1

m1

f 忆,4 m2 d忆f 忆 -
m2 姿2

3

4m1m3
,

姿2

m3

d忆 +
姿1姿3

4m1 m
ö

ø
÷

3

T

,

灼3
æ

è
ç=

姿1姿2

4 m1 m2

+
姿3

m1

e义,
姿2

m2

d义 +
姿1姿3

4m1 m2

,

4 m3 d义e义 -
m3 姿2

1

4m1m
ö

ø
÷

2

T

.

由代数知识可知, 灼1,灼2,灼3 为一正交向量组. 因而只

需将它们单位化,即可得一标准正交组

啄1 =
灼1

椰灼1椰
,

啄2 =
灼2

椰灼2椰
,

啄3 =
灼3

椰灼3椰
.

(32)

摇 摇 同样,若令 Q = (啄1,啄2,啄3), 则 Q 即为将 T3 对

角化的正交矩阵. 显然,(10)式中 Q 的元素 aij 也均

可在这里通过 啄1,啄2,啄3 找到相应的具体表达式,从
而可使所求线性变换(21)式具体化.

至此,若在(18)式中令

2m1撰1 =
m1赘2

1

2 ,

2m2撰2 =
m2赘2

2

2 ,
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2m3撰3 =
m3赘2

3

2 ,

就可解得

赘1 = 2 撰1 ,

赘2 = 2 撰2 ,

赘3 = 2 撰3 ,

(33)

其中 撰1,撰2,撰3 由(26)或(27)式确定. 于是,(1)式
去耦合项后,原系统的哈密顿量可表示为

H = 1
2m1

P2
1 + 1

2m2
P2

2 + 1
2m3

P2
3

+
m1赘2

1

2 X2
1 +

m2赘2
2

2 X2
2 +

m3赘2
3

2 X2
3 . (34)

(34)式表示原耦合谐振子系统(1)式在采用新的动

量、坐标系统后由三个各向异性的独立谐振子所组

成. 所对应的量子系统的能量仿简单谐振子能量的

公式易表示为

E =E1 + E2 + E3

= n1 + 1( )2
攸赘1 + n2 + 1( )2

攸赘2

+ n3 + 1( )2
攸赘3, (35)

其中 n1,n2,n3 均为非负整数. (35)式即为本文欲求

的三维各向异性耦合谐振子体系的量子化精确能

谱. 显然,对应于量子化能谱(35)式的波函数可表

示为

追(X1,X2,X3) =追n1(X1)追n2(X2)追n3(X3)

=Nn1e
-
琢21
2 X1Hn1(琢1X1)Nn2e

-
琢22
2 X2

伊 Hn2(琢2X2)Nn3e
-
琢23
2 X3Hn3(琢3X3) .

(36)
这里

Nn1 = 琢1

n1! 2n1

æ

è
ç

ö

ø
÷

仔

1 / 2

,

Nn2 = 琢2

n2! 2n2

æ

è
ç

ö

ø
÷

仔

1 / 2

, (37)

Nn3 = 琢3

n3! 2n3

æ

è
ç

ö

ø
÷

仔

1 / 2

;

琢1 =
m1赘1

攸 ,

琢2 =
m2赘2

攸 , (38)

琢3 =
m3赘3

攸 ,

其中 赘1,赘2,赘3 分别由(33)式决定. 最后,若把(21)
式中 X i( i = 1,2,3) 表达式代入(36)式,则可得到由

哈密顿量(1)式所决定的精确波函数.

4郾 哈密顿量对角化的讨论

本文所讨论对角化问题的方法与结果具有一

般性,它是有关文献结论的推广.
例 1摇 在(1)式的哈密顿量中,令坐标耦合项系

数 姿2 = 姿3 = 0,易求得 T3 的本征方程 | 撰E - T3 | = 0
的本征根为

撰1 = 1
8 (棕2

1 + 棕2
2) - (棕2

1 - 棕2
2) 2 +

4姿2
1

m1m
{ }

2

,

撰2 = 1
8 (棕2

1 + 棕2
2) - (棕2

1 - 棕2
2) 2 +

4姿2
1

m1m
{ }

2

,

撰3 =
棕2

3

4 .

(39)
此时,(1)式去耦合项后的二次型为

H = 1
2m1

P2
1 + 1

2m2
P2

2 + 1
2m3

P2
3 +

m1 {4 (棕2
1 + 棕2

2)

- (棕2
1 - 棕2

2) 2 +
4姿2

1

m1m }
2

X2
1

+
m1 {4 (棕2

1 + 棕2
2) + (棕2

1 - 棕2
2) 2 +

4姿2
1

m1m }
2

X2
3

+
m3棕2

3

2 X2
3 . (40)

文献[12,13,19]给出在同时性条件下二维形式的

哈密顿量为

H = 1
2m1

p2
1 + 1

2m2
p2
2 +

m1棕2
1

2 x2
1 +

m2棕2
2

2 x2
2

+ 姿x1x2 + 酌p1p2 . (41)
经文献[13]中所述保对易关系的线性变换后,(41)
式可化为文献[13]中的(8)式,并且在条件 酌 = 0
时,令

B2 =
m2

m1
,

A2 =
m1

m2
,

tan2兹 = 2姿
m1m2 (棕2

2 - 棕2
1)

,

(42)

(42)式即为文献[13]中的(12),(13)式,这样就可
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在文献[13]的(8)式中消去坐标耦合项( 酌 = 0 时无

动量耦合项),于是文献[13]的(8)式可化为

H = 1
2 m1m2

P2
1 + 1

2 m1m2

P2
2

+ 1 (4 m1m2 (棕2
1 + 棕2

2)

- m1m2(棕2
1 - 棕2

2) 2 + 4姿 )2 X2
1

+ 1 (4 m1m2 (棕2
1 + 棕2

2)

+ m1m2(棕2
1 - 棕2

2) 2 + 4姿 )2 X2
2 . (43)

利用(42)式中的 A,B 表达式,(43)式可进一步化为

H = 1
2m1

A2P2
1 + 1

2m2
B2P2

2

+
m1 {4 (棕2

1 + 棕2
2) - (棕2

1 - 棕2
2)2 + 4姿2

m1m }
2

B2X2
1

+
m2 {4 (棕2

1 + 棕2
2) + (棕2

1 - 棕2
2)2 + 4姿2

m1m }
2

A2X2
2 .

(44)
(44)式即可视为(40)式的退化情形,两者仅相差一

个保对易的线性变换.
例 2摇 如果在(39)式中进一步令 棕1 = 棕2 = 棕,

m1 = m2 = m, 则

撰1 = 1
4 棕2 -

姿1æ
è
ç

ö
ø
÷

m
,

撰2 = 1
4 棕2 +

姿1æ
è
ç

ö
ø
÷

m
,

撰3 =
棕2

3

4 .

(45)

(39)式退化形式与文献[12]中二维情形哈密顿量

对角化后的形式(即文献[12]中的(5)式或文献

[13]中的(1)式)在 酌 = 0、质量与坐标均不含时时

的系数表达式(6)和(7) (即文献[13]中的(40)和
(41)式)完全一致.

例 3摇 若令

m1 =m3,
姿1 =姿2 = - k,
姿3 =0,

m1棕2
1 =m3棕2

3 = k,

m2棕2
2 =2k,

(46)

则(1)式变为

H = 1
2m1

p2
1 + 1

2m2
p2
2 + 1

2m1
p2
3 + k

2 x2
1

+ kx2
2 + k

2 x2
3 - kx1x2 - kx2x3 . (47)

此即文献[20]中二氧化碳分子的哈密顿量(1)式在

m1 = m3,a = 0 时的表达式.
用本文方法计算相应的特征方程 (22) 的根

可得

撰1 = k
4m1

,

撰2 =
(2m1 + m2)k

4m1m2
,

撰3 =0郾

(48)

从而可解得对应的等效圆频率(33)式为

赘1 =2 撰1 = k
m1

,

赘2 =2 撰2 =
2m1 + m2

m1m2
k ,

赘3 =0 .

(49)

这与文献[20]中的(15)式也完全一致.
由以上各例可知,本文的结果和方法具有更普

遍的意义.

5郾 结 论

本文主要利用高等代数中二次型理论,紧密结

合量子力学共轭力学量间特有的对易关系,通过三

次保对易线性变换(实为辛变换)使三维各向异性

耦合谐振子的哈密顿量有效对角化. 接着,在物理

量实测性要求下,着重利用卡丹理论求解三维各向

异性耦合谐振子坐标系统二次型矩阵 T3 的特征根,
进而由线性方程组理论求出使 T3 对角化的正交矩

阵 Q,并在分别给出对角化哈密顿量的等效圆频率、
保对易线性变换后得出的新旧坐标和新旧动量关

系具体表达式的基础上,顺利确定了三维各向异性

耦合谐振子体系的量子化能谱和精确波函数. 最
后,在退化及特殊情形下验证了本文方法和结果的

正确性. 本文的工作将为其他各种三维耦合谐振子

乃至多维耦合谐振子所组成的量子系统研究打下

坚实的理论基础.

附录摇 方程(22)三个实根的推导

记 T3 的特征方程(即方程(22))为

| 撰E - T3 | = 0, (A1)
即
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撰 -
棕2

1

4 - 1
m1m2

姿1

4 - 1
m1m3

姿3

4

- 1
m2m1

姿1

4 撰 -
棕2

2

4 - 1
m2m3

姿2

4

- 1
m3m1

姿3

4 - 1
m3m2

姿2

4 撰 -
棕2

3

4

= 0 .

(A2)
将(A2)式展开并整理后可化为

撰3 + A撰2 + B撰 + C = 0, (A3)
其中

A = - 1
4 (棕2

1 + 棕2
2 + 棕2

3),

B = 1 æ

è
ç16 棕2

1棕2
2 + 棕2

2棕2
3 + 棕2

3棕2
1

-
姿2

1

m1m2
-

姿2
2

m2m3
-

姿2
3

m3m
ö

ø
÷

1
, (A4)

C = - 1 (64 棕2
1棕2

2棕2
3 -

m1棕2
1姿2

2 + m2棕2
2姿2

3 + m3棕2
3姿2

1

m1m2m3
摇 摇 摇

+
2姿1姿2姿3

m1m2m )
3

.

设 撰 = y - A
3 , 代入(A3)式,消去式中的二次项并整理

后可得

y3 + py + q = 0, (A5)
其中

p = B - A2

3 ,

q = 2A3

27 - AB
3 + C .

摇 摇 方程(A5)可用卡丹公式求解. 记

D = - q
2 ,

驻 = q2

4 + p3

27 ,

U =
3
D + 驻 ,

V =
3
D - 驻 ,

棕 = - 1
2 + i 3

2 .

这里 棕 = - 1
2 + i 3

2 为 1 的虚立方根,故 棕2 = - 1
2 - i 3

2 为

1 的另一个虚立方根. 所以,由卡丹公式立即可知,三次方程

(A5)的三个根为

y1 = U + V,

y2 = 棕U + 棕2V,

y3 = 棕2U + 棕V .

(A6)

从而,三次方程(A3)的三个根为

撰1 = U + V - A
3 ,

撰2 = 棕U + 棕2V - A
3 ,

撰3 = 棕2U + 棕V - A
3 .

(A7)
摇 摇 下面讨论三次方程的实根.

1)当 驻 > 0时,则U3 = D + 驻,V3 = D - 驻 均为实数. 因
y1 = U + V 是(A5)的根,故将其两边三次方后得

y3
1 = U3 + V3 + 3UV(U + V),

即

y3
1 - 3UVy1 - (U3 + V3) = 0.

于是有

p = - 3UV,
q = - (U3 + V3),

所以

U3V3 = - p3

27 ,

U3 + V3 = - q,
即 U3,V3 为一元二次方程

t2 + qt - p3

27 = 0

的两个根,解得

U3 = D + 驻,

V3 = D - 驻 .
U3 和 V3 的三次方根各有三个,且至少各有一个实根,分别记

其中的两个实根为

U =
3
D + 驻 ,

V =
3
D - 驻 ,

则 U3,V3 各自的三个三次方根分别为 U,棕U,棕2U 和 V,棕V,
棕2V.

经检验,只有 U 和 V,棕U 和 棕2V,棕2U 和 棕V 搭配时才满

足 UV = - p
3 的条件,即

UV = - p
3 ,

(棕U)(棕2V) = - p
3 ,

(棕2U)(棕V) = - p
3 .

摇 摇 由于当 驻屹0 时,U3 屹 V3,从而U屹 V. 所以,方程(A5)
的 y1,y2,y3 三个根中,只有 y1 是实数, y2 和 y3 是一对共轭复

数 - 1
2 (U + V) 依 i 3

2 (U - V) .

2)当 驻 = 0 时,U = V = 3 D, 方程(A5)的三个根为

y1 = U + V

= 23 D,
y2 = y3

= 棕U + 棕2V

= (棕 + 棕2)3 D

= - 3 D,

(A8)
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即方程(A5)有三个实根,其中至少有两个是相等的实根.

3)当 驻 < 0时,即驻 = q2

4 + p3

27 < 0,故 p3

27 < - q2

4 臆0. 所

以p < 0, - p3

27 > 0. 因此,U3 = D + 驻,V3 = D - 驻 均为虚

数. 记

U3 = D + i - 驻,

V3 = D - i - 驻,

其中 D 和 - 驻 均为实数. 将上述复数 U3 和 V3 用三角函数

表示为

U3 = D + i - 驻

= - p3

27

D

- p3

27

+ i - 驻

- p3

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

27
= r(cos兹 + i sin兹),

V3 = D - i - 驻

= - p3

27

D

- p3

27

- i - 驻

- p3

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

27
= r(cos兹 - i sin兹),

其中

r = D2 + ( - 驻) 2

= q2

4 - 驻

= - p3

27 ,

兹 = arccos
D

- p3
æ

è

çç

ö

ø

÷÷
27

= arccos - 3q - 3p
2p( )2

,

且 0 < 兹 < 仔. 记

U = 3 r cos 兹
3 + i sin 兹( )3

,

V = 3 r cos 兹
3 - i sin 兹( )3

,

则 U3 和 V3 的三个立方根分别为 U,棕U,棕2U 和 V,棕V,棕2V.
同样,经检验,只有 U和 V,棕U和 棕2V,棕2U和 棕V搭配时

才满足 UV = - p
3 的条件. 由于

棕 = - 1
2 + i 3

2

= cos 2仔3 + i sin 2仔
3 ,

棕2 = - 1
2 - i 3

2

= cos 4仔3 + i sin 4仔
3 ,

故

U = 3 r cos 兹
3 + i sin 兹( )3

,

V = 3 r cos 兹
3 - i sin 兹( )3

;

棕U = 3 r cos 2仔 + 兹
3 + i sin 2仔 + 兹( )3

,

棕2V = 3 r cos 4仔 - 兹
3 + i sin 4仔 - 兹( )3

;

棕2U = 3 r cos 4仔 + 兹
3 + i sin 4仔 + 兹( )3

,

棕V = 3 r cos 2仔 - 兹
3 + i sin 2仔 - 兹( )3

.

因 sin(2仔 - t) = - sint, 故有

U = 3 r cos 兹
3 + i sin 兹( )3

,

V = 3 r cos 兹
3 - i sin 兹( )3

;

棕U = 3 r cos 2仔 + 兹
3 + i sin 2仔 + 兹( )3

,

棕2V = 3 r cos 2仔 + 兹
3 - i sin 2仔 + 兹( )3

;

棕2U = 3 r cos 4仔 + 兹
3 + i sin 4仔 + 兹( )3

,

棕V = 3 r cos 4仔 + 兹
3 - i sin 4仔 + 兹( )3

.

所以方程(5)的三个根为

y1 = 2 3r cos 兹
3 ,

y2 = 2 3r cos 2仔 + 兹
3 ,

y3 = 2 3r cos 4仔 + 兹
3 .

(A9)

它们都是实根.
由于哈密顿量二次型的矩阵为实对称矩阵,由矩阵知识

可知,其特征根均为实数,故(A3)式中三次方程的根必定都

是实数. 因此 驻 > 0 的情形不可能出现.
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Abstract
By the quadratic form theory, we succeed in diagonalizing the Hamiltonian for three鄄dimensional anisotropic coupled

harmonic oscillators, through three symplectic transformations keeping the commutation relations unchanged. The
quantized energy spectrum and the exact wave function of the system are given.
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