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摇 摇 构建了新的包含 2 个子系统的切换四涡卷超混沌系统,2 个子系统之间既相互关联又相互切换. 分析了 2 个子

系统的分岔图、平衡点的稳定性、Lyapunov 指数以及动力学行为的演化过程. 设计了实现切换四涡卷超混沌系统的

电路,系统以时间依赖和状态依赖两种切换律进行任意切换和自主切换,仅用一个电路就能实现 2 个子系统的切

换功能.
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1郾 引 言

由于多涡卷混沌系统具有动力学行为更为复

杂和频谱更宽等特点,多涡卷混沌系统的构建及其

特性研究已成为近年来混沌理论和应用研究领域

广泛关注的热点之一. 文献[1—4]利用光滑的二次

非线性函数混沌系统产生了四涡卷混沌吸引子;能
够产生多方向多涡卷的混沌系统引起研究者的极

大兴趣,文献[5—12]利用多分段线性函数实现了

多方向多涡卷混沌吸引子;文献[13—16]研究了三

次交叉乘积的非线性函数系统产生多涡卷吸引子,
文献[17]对多涡卷混沌系统的产生、电路实现及其

应用做了详细的论述. 多涡卷混沌系统能产生频谱

更宽的吸引子,而超混沌系统拥有两个以上正的

Lyapunov 指数,动力学行为更加复杂,因此,文献

[18]提出了利用系统变量代换的方法,使超混沌系

统成倍产生多涡卷吸引子的方案.
包含多个子系统的切换混沌系统,因产生的混

沌信号具有多样性、选择性和灵活性的特点[19],逐
渐引起人们的研究兴趣[19—26] . 本文利用对原系统实

施线性反馈控制和拓展系统变量方法,构建了拥有

2 个子系统的新的切换四涡卷超混沌系统,对每个

子系统的分岔图、平衡点的稳定性、Lyapunov 指数

和分形维数以及动力学行为的演化过程进行了分

析. 讨论了系统以时间依赖切换和状态依赖切换两

种切换律进行切换的实现问题,设计了实现新的切

换四涡卷超混沌系统的电路,仅用一个电路就能实

现 2 个超混沌子系统的切换功能.

2郾 系统的构成

2003 年,Liu 和 Chen[1]构建了一个能产生 2 个

双涡卷吸引子的新的三维自治混沌系统

x·=ax - yz,

y· = - by + xz,
z·= - cz + xy.

(1)

进一步的研究表明[3],对系统(1)实施线性反馈,破
坏系统的对称性能使系统产生四涡卷奇异吸引子

x·=ax - yz,

y· = - by + xz,
z·= - cz + xy + mx .

(2)

摇 摇 深化系统(2)的构建思想,因系统(1)的变量

x,y 满足对称性,采用线性反馈控制和拓展系统变

量方法[21],对系统(1)实施不同特性的系统变量线

性反馈控制, 破坏其对称性[3],构建 2 个新的四维

混沌系统
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x·= - ax + yz + z,

y· = by - xz,
z·= - cz + xy + w,
w· = x - dw;

(3)

x·= - ax + yz + z,

y· = by - xz,
z·= - cz + xy + w,
w· = y - dw .

(4)

系统(3)和(4)中正常数 a,b,c,d 为系统参数, x,y,
z,w 为系统变量. 为了 2 个子系统之间切换操作能

方便实现,四维混沌系统(3)和(4)需满足以下两个

条件:一是保持系统的参数不变,发生改变的是系

统的变量;二是系统参数的取值要保证所有子系统

皆处于混沌状态. 系统(3)和(4)满足产生超混沌的

条件(系统的维数不小于 4),系统变量的线性反馈

控制破坏了系统(1)的对称性,能使系统产生多涡

卷奇异吸引子.
一般而言,切换系统由 N 个子系统和一组切换

律构成,连续切换系统用一组微分方程描述为[27]

x·= f滓(x), (5)
式中 滓: [0,肄 ) 寅 {1,2,…,N} 为切换信号, {1,
2,…,N} 表示与子系统顺序对应的序号集合. 切换

系统按照切换律的性质一般有两种切换方式. 一种

是时间依赖切换方式,即 N 个子系统在人为控制的

作用下任意地或按照某种规律随时间切换;另一种

是状态依赖切换方式,即子系统的切换信号由系统

的状态变量决定,整个状态空间根据切换面划分为

N 个区域,每个区域与一个子系统对应, N 个子系统

随状态变化自主切换.
下面讨论以系统(3)和(4)为子系统,在时间依

赖切换和状态依赖切换两种切换律作用下,切换四

涡卷超混沌系统的特性和电路实现.

3郾 系统的特性分析

子系统(3)的 Jacobi 矩阵为

J =

- a z y + 1 0
- z b - x 0
y x - c 1
1 0 0

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú- d

. (6)

由系统(3)得到

驻V =坠x
·

坠x + 坠y·
坠y + 坠z·

坠z + 坠w·
坠w

=- a + b - c - d . (7)
摇 摇 当系统参数的取值满足 - a + b - c - d < 0,
即保证系统(3)具有耗散性 . 系统(3 )有 5 个平

衡点,分别为 P0(0, 0, 0, 0),P1(x1, y1, z1, w1),
P2( - x1,y1, - z1, - w1), P3(x2, y2, z2, w2),P4( -
x2, y2, - z2, - w2), 其中

x1 = bc - b c
a ,

x2 = - bc + b c
a ,

y1 =
x1 z1
b ,

y2 =
x2 z2
b ,

z1 = ab - b a
c ,

z2 = ab + b a
c ,

w1 =
x1

d ,

w2 =
x2

d .

摇 摇 当系统(3)的参数取值为 a = 10,b = 2郾 5,c = 4,
d = 1 时,系统在平衡点 P0 处的特征值为 姿1 =
- 9郾 9814,姿2 = 2郾 5,姿3 = - 4郾 0551,姿4 = - 0郾 9636, 4
个特征值皆为实数,其中 3 个小于零,1 个大于零,
因此平衡点 P0 是不稳定的鞍点. 系统的 4 个非零平

衡点恰好分布在 x鄄y 平面的 4 个象限,即平衡点

P1(2郾 9014,5郾 3243,4郾 5877,2郾 9014), 特征值为 姿1

= 0郾 3500 + i5郾 5196,姿2 = 0郾 3500 - i5郾 5196,姿3 =
- 12郾 1013,姿4 = - 1郾 0989; 平衡点 P2( - 2郾 9014,
5郾 3243, - 4郾 5877, - 2郾 9014), 特征值为 姿1 =
- 7郾 9196 + i5郾 8760,姿2 = - 7郾 9196 - i5郾 8760,姿3 =
4郾 2573,姿4 = - 0郾 9192; 平 衡 点 P3( - 3郾 4031,
- 7郾 3243,5郾 3808, - 3郾 4031),特征值为 姿1 = 0郾 5055
+ i7郾 1075,姿2 = 0郾 5055 - i7郾 1075,姿3 = - 12郾 5773,
姿4 = - 0郾 9338; 平 衡 点 P4(3郾 4031, - 7郾 3243,
- 5郾 3808,3郾 4031), 特 征 值 为 姿1 = - 8郾 2923 +
i6郾 8205,姿2 = - 8郾 2923 - i6郾 8205,姿3 = 5郾 1506,姿4

= - 1郾 0660. 非零平衡点 P1 和 P3 的 4 个特征值中有

2 个实部大于零的复特征值,非零平衡点 P2 和 P4 的

4 个特征值中有 1 个特征值为正实数,因而 4 个非

零平 衡 点 都 是 不 稳 定 的 鞍 焦 点. 系 统 ( 3 ) 的

Lyapunov 指数 L1 = 1郾 2340,L2 = 0郾 1577,L3 = 0,L4
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= - 12郾 8402, 有 2 个大于零的 Lyapunov 指数,系统

(3)处于超混沌状态. 由分形维数的计算公式

DL = j + 1
| L( j +1) |

鄱
j

i = 1
Li

得到分形维数为 3郾 1167. 保持系统(3)的参数取值

a = 10,c = 4,d = 1 不变,得到系统变量 y 随参数 b 变

化的分岔图(图 1).

图 1摇 四涡卷超混沌系统(3)的分岔图

系统(3)随参数 b 变化的 Lyapunov 指数谱如图

2 所示. 从图 2 可以看出,当参数 b 沂 (2,3郾 5) 系统

有两个正的 Lyapunov 指数,系统处于超混沌状态.

图 2摇 四涡卷超混沌系统(3)的 Lyapunov 指数谱

用同样的方法可以分析子系统(4) 的特性. 系
统(4) 有 P0(0,0,0,0),P1(x1,y1,z1,w1),P2(x1,y2,
z2,w2),P3(x2,y3,z3,w3),P4(x2,y4,z4,w4)5 个 平 衡

点, 其中

x1 =1 + 1 + 4bcd
2d ,

x2 =1 - 1 + 4bcd
2d ,

y1,2 =
x1 z1,2
b ,

y3,4 =
x2 z3,4
b ,

z1,2 =
b 依 b2 + 4abx2

1

2x1
,

z3,4 =
b 依 b2 + 4abx2

2

2x2
,

w1,2 =
y1,2

d ,

w3,4 =
y3,4

d .

摇 摇 系统(4)在平衡点 P0 处的特征值为 姿1 = - a,姿2

= b,姿3 = - c,姿4 = - d, 4 个特征值皆为实数,其中 3
个小于零,1 个大于零,因此平衡点 P0 是不稳定的

鞍点. 当系统(4)的参数取值为 a = 10,b = 2郾 5,c =
4,d = 1 时,系统 4 个非零平衡点恰好分布在 x鄄y 平

面的 4 个 象 限, 即 平 衡 点 P1(3郾 7016,7郾 0642,
5郾 3491,7郾 0642), 特征值为 姿1 = 1郾 1253 + i5郾 9823,
姿2 = 1郾 1253 - i5郾 9823,姿3 = - 13郾 8772,姿4 = -
0郾 8733;平衡点 P2(3郾 7016, - 6郾 1723,- 4郾 6737, -
6郾 1723), 特征值为 姿1 = 1郾 2346 + i5郾 5770,姿2 =
1郾 2346 - i5郾 5770,姿3 = - 14郾 1105,姿4 = - 0郾 8588;平
衡点 P3( - 2郾 7016, - 4郾 1969,4郾 5587, - 4郾 1969),
特征值为 姿1 = 0郾 4056 + i4郾 3335,姿2 = 0郾 4056 -
i4郾 3335,姿3 = - 12郾 1029,姿4 = - 1郾 2038;平衡点P4( -
2郾 7016,5郾 0489,- 5郾 4841,5郾 0489), 特征值为 姿1 =
0郾 1662 + i4郾 8992,姿2 = 0郾 1662 - i4郾 8992,姿3 = -
11郾 6603,姿4 = - 1郾 1721. 4 个非零平衡点的特征值

中皆有 2 个实部大于零的复特征值,因而 4 个非零

平衡点都是不稳定的鞍焦点. 系统(4)的 Lyapunov
指数 L1 = 1郾 8840,L2 = 0郾 3316,L3 = 0,L4 = -
12郾 8786, 有 2 个大于零的 Lyapunov 指数,系统(4)
同样处于超混沌状态,分形维数为 3郾 1723.

4郾 系统时间依赖切换功能的实现

讨论由子系统(3)和(4)在时间依赖切换律作

用下构成的切换系统的实现和动力学行为的演化

问题. 为了电路实现时满足乘法器和运算放大器对
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电压的限制,对系统(3)和(4)实施系统变量的标度

变换统一表述为

x·= - ax + 10yz + z,

y· =by - 10xz,

z·= - cz + 10xy + w,

w· =f(x,y) - dw .

(8)

系统(8)包含 2 个子系统,当 f(x,y) = x 时,为子系

统 s1;当 f(x,y) = y时,为子系统 s2 . 时间依赖切换律

滓:{( ti,si)}( i = 1,2), 时间段 t1 对应子系统 s1, 时

间段 t2 对应子系统 s2 . 根据系统(8)设计了实现四

涡卷切换混沌系统的实际电路(图 3). 通过对电路

中切换控制器的操作可进行子系统间的切换,人为

操作控制开关 K 选择线性反馈项 x 或 y, 利用图 3
中开关的任意切换,实现切换四涡卷超混沌系统随

时间切换的功能.

图 3摇 切换四涡卷超混沌系统的电路图

摇 摇 利用图 3 所示的电路任意切换,四涡卷超混沌

系统产生的二维相图如图 4 所示,图 4(a)—(f)和
(g)—( l) 分别为子系统 s1 和 s2 产生的 x鄄y,y鄄z,
x鄄w,z鄄w,x鄄z,y鄄w 平面相图.

5郾 系统状态依赖切换功能的实现

切换系统(8)的系统状态依赖切换律为

f(x,y,z) = x 摇 ( z 逸0),
y 摇 ( z < 0){ .

(9)

由(9)式可知,系统切换信号由系统状态变量 z 的演

化决定,状态变量 z 的切换面将状态空间划分为两

个区域,状态变量 z 逸 0 对应子系统 s1, 状态变量 z
< 0 对应子系统 s2 . 图 5 是利用图 3 所示的电路实

现状态依赖切换系统自主切换产生的相图,图中所

示为系统 (8) 状态依赖切换产生的 x鄄y,y鄄z,x鄄w,
z鄄w,x鄄z,y鄄w 平面相图.

由图 4 和图 5 可见,2 个子系统不论在时间依

赖切换还是在状态依赖切换作用下都能实现平滑

切换,系统状态保持稳定,没有出现工程上要求尽

量避免的振颤现象[27] . 系统产生的混沌信号由 2 个

子系统产生的混沌信号组合形成,与单一四涡卷超
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摇 摇 摇

图 4摇 切换四涡卷超混沌系统时间依赖切换的二维相图摇 (a)子系统 s1 的 x鄄y平面相图, (b)子系统 s1 的 y鄄z平面相图 , (c)子系统

s1 的 x鄄w平面相图, (d)子系统 s1 的 z鄄w平面相图, (e)子系统 s1 的 x鄄z平面相图, (f)子系统 s1 的 y鄄w平面相图, (g)子系统 s2 的 x鄄y

平面相图, (h)子系统 s2 的 y鄄z平面相图, (i)子系统 s2 的 x鄄w平面相图, (j)子系统 s2 的 z鄄w平面相图, (k)子系统 s2 的 x鄄z平面相

图, (l)子系统 s2 的 y鄄w 平面相图

混沌系统相比,切换四涡卷超混沌系统(8)和(9)的
动力学行为具有更高的复杂性,系统的组合具有更

强的灵活性,系统动力学行为演化过程具有明显的

多样性和时变性.
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图 5摇 切换四涡卷超混沌系统状态依赖切换的二维相图摇 (a) x鄄y 平面相图, (b) y鄄z 平面相图, (c) x鄄w 平面相图, (d) z鄄w 平面相

图, (e) x鄄z 平面相图, (f) y鄄w 平面相图

6郾 结 论

建构了一类包含 2 个子系统的切换四涡卷超混

沌系统,子系统间的关联性体现在系统有共同的内

核,而子系统间的切换性体现在对原系统实施系统

变量线性反馈的特性不同. 正是由于对原系统实施

了不同特性的系统变量线性反馈,使各子系统表现

出不同的动力学演化行为,且各子系统间具有拓扑

不等价关系. 设计系统切换律,既可以人为控制子

系统随时间任意切换,也可以依赖系统状态变量自

主切换,操作灵活方便,组合方式变化多样,系统产

生的混沌信号具有时变性、多样性和复杂性的特

点. 因此,这类切换超混沌系统具有重要而广泛的

实际应用价值.
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A new switched four鄄scroll hyperchaotic system and
its circuit implementation*
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Abstract
A new switched four鄄scroll hyperchaotic system with two subsystems which are interconnected and can be switched to

each other, is generated. The two subsystems are analyzed in detail by presenting the bifurcation diagram, the feature of
equilibrium, the phase portraits of chaotic attractor, the Lyapunov exponent and the evolution course of the dynamical
action. A practical circuit is designed to conveniently realize two subsystems for the hyperchaotic systems each with only
smooth quadratic nonlinearity. Based on time鄄dependent switching law and state鄄dependent switching law, the two
subsystems can be switched from one to another either randomly or independently, just by using this special circuit.
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