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摇 摇 分析了摩擦力对竖直振动台面上完全非弹性蹦球动力学行为的影响. 当控制参数 祝 由 1 逐渐增大时,作用在

蹦球上的恒定摩擦力不会改变倍周期分岔的序列,但会使倍周期分岔点的数值变大. 与无摩擦力时的情况相比,在
飞行时间的分岔图中也存在倍周期分岔密集区,只是被横向拉伸纵向压缩,且具有不同的分形特性. 与受振颗粒体

系中的倍周期分岔过程做了比较,发现当摩擦力取值为颗粒总重量的 20%—30%时两者符合很好.
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1郾 引 言

一个落在振动台面上的球可以表现出复杂的

运动形式,如由倍周期级联分岔进入混沌等[1—3] . 这
与系统中存在着非弹性碰撞引起的能量耗散有关.
这种能量耗散的极端情况是球与台面之间发生完

全非弹性碰撞,即碰撞后球与台面具有相同的运动

速度(相对台面而言,球失去其全部动能). 这将导

致完全非弹性蹦球的行为与一般的非弹性球有所

不同.
由于碰撞后球与台面的速度相同,在某些时间

段内球可以“粘附冶在台面上并与之一起运动. 只有

当台面向下的加速度大于重力加速度时,球失去台

面的支撑而被甩到空中做抛体运动,之后再次落到

台面上与之碰撞. 如果碰撞时刻台面的加速度小于

重力加速度,球就再次“粘附冶在台面上与之一起运

动. 完全非弹性碰撞的结果是台面振动的相位可以

划分 为 吸 收 区 和 发 射 区. 如 果 台 面 以 x( t) =
Asin(棕t) 的方式运动( A 和 棕 分别为台面的振幅和

角频率),则吸收区和发射区分别对应为 x咬( t) > - g
和 x咬( t) 臆- g, 其中 g 为重力加速度. 由于吸收区的

存在,完全非弹性蹦球的运动不存在混沌[4—8] . 其倍

周期分岔过程仅受一个参量的控制,即台面的约化

振动加速度 祝 = A棕2 / g. 随着 祝 的增大,蹦球先由 1

倍周期运动进入 2 倍周期运动,再由 2 倍周期运动

进入 4 倍周期运动,之后很快进入一个倍周期分岔

密集区[6—8] . 在这个区域内,不同周期长度的倍周期

运动都会出现,且敏感地依赖于 祝. 随着 祝 的进一

步增大,将由密集区突然进入 3 倍周期运动,之后是

6 倍周期运动,密集区,4 倍周期运动,8 倍周期运

动,密集区,……. 最近的分析表明[7],分岔相图内

的每个密集区都存在着分形结构,且有着各自的分

维数.
完全非弹性蹦球问题近年来受到较多的关注,

原因之一是可以将其作为一个简单模型用来解释

受振颗粒体系中的倍周期分岔现象. 对于受振颗粒

体系,颗粒间存在着频繁的非弹性碰撞与摩擦. 通
过这种能量耗散机制体系可以将外界输入的动能

迅速消耗掉,因此,振动过程中颗粒体系与容器底

发生碰撞时,所有颗粒作为整体可以被看做一个完

全非弹性体(球),即将颗粒体系的整体(质心)运动

用一个完全非弹性球来模仿,而忽略颗粒与器壁以

及颗粒与颗粒间相互作用过程的细节. 完全非弹性

蹦球模型已用于解释受振颗粒薄层中的分频表面

驻波[9, 10]及颗粒体系质心的倍周期运动[11—18] 等,
但所得倍周期分岔点的理论值往往小于实验值. 产
生这种偏差的原因是由于颗粒体系脱离台面在空

中做自由飞行的过程中会受到来自器壁的滑动摩

擦力和空气的阻力,而这些阻尼力没有被包含到以
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往的蹦球模型中.
对于静止的颗粒床,可以将其看作多孔介

质 . 当气体从颗粒间的空隙穿过时,颗粒会对气

体产生阻碍 . 气流稳定时,单位长度上的气压降

可表示为 [19, 20]

dP
dx = 150滋(1 - 着) 2

d2着3 U + 1郾 75籽(1 - 着)
d着3 U2, (1)

其中 U 为气流速度, 滋 和 籽 分别为气体的黏度和密

度, d 为颗粒直径, 着 为颗粒堆积的孔隙率. 由颗粒

床两端的气体压强差可以估算出气体作用在所有

颗粒上的阻力. 以 d= 0郾 5 mm 和 d = 1郾 0 mm 钢球所

构成的体系为例,气流速度 U=0郾 078 m / s 时空气阻

力分别为 0郾 1Mg 和 0郾 03Mg, 其中 M 为所有颗粒的

总质量. 由此可知,颗粒尺寸越小产生的空气阻力

越大. 必须注意到,对于静止颗粒床,其堆积结构是

固定的,而受振颗粒体系中情况则不同. 首先,振动

过程中颗粒堆积的孔隙率(或堆积率)是变化的且

上下不均匀,平均孔隙率比未加振动时大,(1)式给

出的阻力值可能偏高. 其次,颗粒体系在做上下往

复的“活塞冶式运动时,气流的速度也在快速变化,
此时,空气阻力如何估算及其在多大程度上影响颗

粒体系的整体(质心)运动,目前尚不十分清楚. 但
空气在受振颗粒体系中的作用是不可忽略的,会影

响颗粒的对流运动及尺寸分离过程[14, 18, 21—26] . 影
响颗粒体系整体运动的另一个因素是飞行过程中

颗粒与器壁之间的滑动摩擦力. 飞行过程中,颗粒

床处于悬空状态,下面并无支撑物. 在这种情况下,
颗粒对器壁的正压力如何产生、器壁摩擦力如何通

过颗粒间的碰撞与摩擦进行传递、器壁摩擦力与速

度有何关系等也不十分清楚. 尽管如此,最简单的

方式就是将空气阻力和器壁摩擦力处理成一个大

小恒定的等效摩擦阻力,然后与实验进行比较并检

验其合理性. 我们首先分析恒定摩擦力对完全非弹

性蹦球的倍周期分岔过程的影响,然后与受振颗粒

床中的实验结果进行对比.

2郾 模 摇 型

摇 摇 对于受振颗粒体系,体系能通过颗粒间的碰撞

与摩擦快速消耗掉由容器底输入的动能,因而可以

将所有颗粒看作一个完全非弹性体(球). 体系离开

台面在空中飞行的过程中还存在着空气阻力和器

壁摩擦力引起的能量损耗,作为初级近似,这部分

能量耗散可以用一个恒定的等效摩擦力来估算. 假

定这个等效摩擦力(与运动方向相反)的大小为

f = 茁mg, (2)
其中 m 为蹦球的质量. 茁 > 0, 相当于等效摩擦系

数,表示摩擦力的强弱; 茁 = 0 时,则表示无摩擦力.
如果 t = 0 时球静止在台面上并随之一起运动,则在

t0 = 1
棕 arcsin 1 + 茁( )祝

时刻球失去台面的支撑而被抛

起,起跳速度即为此刻台面的速度 v0 = x·( t0) = g
棕

祝2 - (1 + 茁) 2 . 球 向 上 运 动 时 其 加 速 度 为

- (1 + 茁)g, 达到最高点后向下运动的加速度变为

- (1 - 茁)g. 球再次与台面碰撞时,如果落在发射区

则立刻被抛起;如果落在吸收区则随台面一起运

动,直到下一个振动周期内起跳条件得到满足时再

次被抛起并重复前面的运动. 第 k 次碰撞的时刻 tk
可由下式确定:

Asin(棕tk-1) +
(A棕cos(棕tk-1)) 2

2(1 + 茁)g

- 1
2 (1 - 茁)g tk - tk-1 -

A棕cos(棕tk-1)
(1 + 茁)

æ
è
ç

ö
ø
÷

g

2

=Asin(棕tk), (3)
其中 tk-1 为前一次碰撞的时刻. 由这一递推关系即

可确定从 t0 起每次碰撞的时刻及球的运动状态.

3郾 结果及讨论

3郾 1郾 与无摩擦力时的比较

摇 摇 图 1 给出了 茁 = 0郾 2 时球的自由飞行时间 tf = tk
- tk-1 随 祝 的变化情况,为了便于比较同时给出 茁 =
0 时的变化曲线,图中已将纵坐标 tf 与振动周期

T(T = 2仔 / 棕) 进行了约化. 无论有无摩擦力,两者的

倍周期分岔序列是相同的,都是先由 1 跳的 1 倍周

期运动进入 2 跳的 2 倍周期运动,然后由 2 跳的 2
倍周期运动进入 1 跳的 2 倍周期运动,再由 1 跳的 2
倍周期运动进入 2 跳的 4 倍周期运动,之后很快进

入倍周期分岔密集区,密集区内各种周期长度的倍

周期运动都会出现. 离开密集区后突然转变为 2 跳

的 3 倍周期运动,然后由 2 跳的 3 倍周期运动进入 1
跳的 3 倍周期运动. 图中用 祝p

q 表示进入经 p 跳完成

q 倍周期运动的分岔点的临界值. 当 茁 = 0 时, 祝2
2 =

3郾 72, 祝1
2 = 4郾 61, 祝2

4 = 6郾 59, 祝2
3 = 7郾 44, 祝1

3 = 7郾 79.
当 茁 = 0郾 2 时,祝2

2 = 4郾 15, 祝1
2 = 5郾 02, 祝2

4 = 7郾 19, 祝2
3
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= 8郾 19, 祝1
3 = 8郾 45. 由此可见,有摩擦阻力时各分岔

点的数值均相应变大.

图 1摇 约化飞行时间 tf / T 随 祝 的变化

图 2 给出了 茁 = 0 和 茁 = 0郾 2 两种情况下密

集区的内部结构 . 两者的分岔序列和总体几何结

构是相同的,只是摩擦力的存在导致后者被横向

拉伸纵向压缩,且密集区内的禁带宽度加宽 . 两
者的密集区内都存在放大不变性,即分形结构. 以
图中带有“吟冶标记的曲线为特征线,其起点和终点

为 祝3
4 和 祝2

3 . 如果将图 2(a)中右侧虚线框包围的部

分放大,所得结构仍与密集区的总体结构相似(见
图 2(b)). 此时,其特征线的起点和终点分别为 祝5

6

和 祝4
5 . 如果将图 2(b)中虚线框包围的部分放大,还

会得到类似的结构. 将这一过程继续下去就可以发

现,如果以特征线的终点与起点之差作为其长短的

测度,则有 驻1 = 祝2
3 - 祝3

4, 驻2 = 祝4
5 - 祝5

6, 驻3 = 祝6
7 -

祝7
8,…,且lim

i寅肄

驻 i +1

驻 i
= 0郾 040364. 这一常数比无摩擦力

时的值[7](0郾 032609)要大一些. 这是因为密集区被

横向拉伸纵向压缩的缘故.
图 3 给出约化着陆速度 u / (gT) 随 祝 的变化情

况. 着陆速度 u 指的是碰撞时球的入射速度与台面

速度之差,为便于分析和讨论,我们已用台面速度

减去球速来计算着陆速度 u 以使其始终取正值. 因
为碰撞后两者速度相同,所以着陆速度将决定碰撞

时球对台面冲击力的大小. 着陆速度的分岔过程与

自由飞行时间的分岔过程完全相同. 有摩擦力时的

密集区同样被横向拉伸,但纵向压缩的程度不十分

明显. 无论有无摩擦力,2 倍周期分岔之后飞行时

间中的第 1 跳处于上支,第 2 跳处于下支(图 1),
而着陆速度刚好与之相反(图 3) . 但是,有摩擦力

时在由 2 跳的倍周期运动向 1 跳的倍周期运动转

变的临界点处(图 1 中标记为 祝1
2 和 祝1

3),tf / T 和

u / (gT) 的第 1 支都会出现一个跳变. 产生跳变的

原因是因摩擦力的作用导致球的飞行轨迹不再是

左右对称的抛物线,进而影响了其与台面碰撞的

时刻.

图 2摇 密集区的内部结构摇 ( a) 茁 = 0, 茁 = 0郾 2 两种情况的比

较,(b)为(a)图中虚线框部分的局部放大

图 3摇 约化着陆速度 u / (gT) 随 祝 的变化
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以 2 跳的 2 倍周期运动转变为 1 跳的 2 倍周期

运动为例( 祝1
2 附近)来讨论蹦球的运动. 无摩擦力

时,球的第 1 跳为抛物线(图 4),落在第 2 个发射区

的末端附近,第 2 跳直接下抛并落在吸收区. 当 祝
逐渐增大时,蹦球的第 1 跳和第 2 跳的落点分别从

两个方向向发射区的末端(水平虚线处)靠近,第 1
跳的飞行时间逐渐增大,着陆速度变小(因为球的

入射速度与台面速度的差别变小),第 2 跳的飞行

时间和着陆速度均变小. 当 祝 = 祝1
2 = 4郾 60 时,落点

刚好在发射区的末端上,且抛物线刚好与正弦线相

切,表明球与台面的速度相等. 此刻,蹦球第 1 跳的

飞行时间为 tf / T = 1郾 43,第2跳的 tf / T = 0,而两跳的

着陆速度均为零 郾 继续增大 祝, 蹦球直接落入吸收

区变为只有 1 跳的 2 倍周期运动,且飞行时间和着

陆速度均随 祝 单调增加(见图 1 和图 3).

图 4摇 临近 祝1
2 时蹦球的运动轨迹摇 水平虚线为 茁 = 0 时吸收区

与发射区的分界线,水平实线为 茁 = 0郾 2 时吸收区与发射区的分

界线

有摩擦力时,蹦球第 1 跳的运动轨迹左右不对称

且飞行高度变低. 逐渐增大 祝 时,两跳的落点也从两

个方向向发射区的末端(图 4 水平实线处)靠近,但是

两跳的落点均不可能与发射区的末端重合,而是在 祝
= 祝1

2 = 5郾 02 时球的轨迹就与台面相切,再增大祝 就

直接变为 1 跳的 2 倍周期运动. 这就导致球的飞行时

间和着陆速度在 祝1
2 = 5郾 02 处有一个跳变,飞行时间

的这一跳变可以认为是禁带的向前延伸.
无论有无摩擦力,在 祝2

2 和 祝2
4 分岔点前都有一

个“平台冶,在“平台冶内球可以做一种永不落入吸收

区的连续蹦跳. 开始时是一高一低的蹦跳,但这种

运动是不稳定的,会逐渐演化为一种蹦跳高度相等

的倍周期运动. 形成这种倍周期运动的条件是某次

碰撞中出现的微小偏差,在随后的碰撞中逐渐变

小,最终被衰减掉,即 dtk
dtk-1

臆1. 利用(3)式,可得

dtk
dtk-1

= - 1 + 祝
1 + 茁sin(棕tk-1)

臆 1, (4)

即

0 臆 祝
1 + 茁sin(棕tk-1) 臆 2 . (5)

摇 摇 考虑到每次碰撞都是落在发射区内的,有

sin(棕tk-1) 逸 sin(棕t0) = 1 + 茁
祝 , (5)式改写为

1 臆 祝
1 + 茁sin(棕tk-1) 臆 2 . (6)

再利用形成稳定运动后飞行时间是振动周期的整

数倍这一条件,即
A棕cos(棕tk-1)

(1 + 茁)g +
A棕cos(棕tk-1)

1 - 茁2 g
= mT

摇 摇 (m = 1,2,3,…), (7)
(6)式最终变为

(1 + 茁) 1 +
2仔m

1 + 1 + 茁
1 - 茁

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2

2

臆祝 臆 (1 + 茁) 4 +
2仔m

1 + 1 + 茁
1 - 茁

æ

è

ç
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ö
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÷
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2

2

. (8)

(8)式给出的就是有摩擦力时的“平台冶宽度 . 在
这个范围内约化飞行时间取整数值 t f / T = m. 简

单推导可以证明,约化着陆速度为 u / ( gT) =

m 1 - 茁2 , 比无摩擦力时要小一些. (8)式右端实

际上给出的就是 祝2
2m 型分岔点的大小.

3郾 2郾 与实验结果的比较

摇 摇 实验中,颗粒体系的整体运动表现在颗粒对容

器底存在着窄脉冲形式的冲击力,这种冲击力的大

小随着 祝 的增加亦表现出倍周期分岔现象. 图 5 给

出了约化着陆速度与冲击力实验值的比较,实验数

据取自文献[17] (所用颗粒为不锈钢珠,粒径为

0郾 50 mm),图中的阴影区(实验中表现为混沌的冲

击力信号)与蹦球的密集区相对应. 由图 5 可以看

出,在 祝2
2 之前两者符合很好,在 祝1

2 和 祝1
3 处亦有相

对应的冲击力跳变,其后的分岔特征基本一致. 但
实验中, 祝2

2 和 祝2
4 之前的“平台冶区较难观察到. 这

是因为受振颗粒系统中存在着难以避免的随机涨

落或“噪声冶,很容易将微小信号或微小特征掩盖

掉. 尽管如此,在蹦球刚进入“平台冶区时,对冲击力
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信号进行快速傅里叶变换,其频谱中偶尔会看到微

弱的不稳定的倍周期特征(分频分立谱),而过了

“平台冶区倍周期特征将十分明显且稳定. 另外,实
验中由 1 跳过渡到 2 跳的这类分岔点(如 祝2

2 和 祝2
4)

相对容易判断和测定,而诸如 祝1
2 和 祝1

3 这类分岔点

较难判定亦较难测准. 这是因为当 祝 接近 祝1
2 和 祝1

3

时,冲击力的下支数值较小,与“噪声冶混合在一起

难以分辨.

图 5摇 倍周期分岔过程与冲击力实验值的比较

除了随机涨落以外,颗粒表面污垢的积累及环

境湿度等因素也对分岔点的大小有所影响,导致分

岔点的实验值有一定程度的离散. 为了便于比较,
我们将分岔点的相关实验值与理论值一起列于表

1,表中的两个 祝2
4 均表示 2 跳的 4 倍周期分岔点,前

者第 1 跳的约化飞行时间略大于 2,第 2 跳略小

摇 摇 摇 摇

于 2,后者第 1 跳的约化飞行时间大于 3,第 2 跳小

于 1. 由表 1 可以看出,考虑了摩擦力后蹦球模型给出

的结果更接近于实验值. 我们也注意到当 祝 较大时,
理论值与实验值仍存在偏差,虽然通过增大 茁 的数值

可以有所改善,但 茁 取值过大将失去其合理性. 如果

以实验中较易测准的 祝2
2 和 祝2

4 为基准, 茁 在 0郾 2 与

0郾 3 之间取值时较合理,也就是颗粒在飞行过程中所

受阻力的大小为其总重量的20%—30% . 这也从一个

侧面说明了为什么只有当振动强度大于临界

值[21, 27, 28]祝c抑1郾 2 时颗粒床中才会出现整体流化及

对流现象. 另外,当 祝 比较大时,气流的速度会变大,
但颗粒堆积的孔隙率也可能同时变大. 这种情况下,
空气的作用是否会进一步增强并对分岔过程能否产

生明显影响还有待进一步研究. 但在我们以往的实验

中,倍周期分岔过程并没有表现出与颗粒的尺寸(不
小于 0郾 50 mm)和材质(合金钢、玻璃、陶瓷)有十分强

烈的关系(见文献[15]中表 1). 这是因为颗粒的尺寸

还不够小,气流对体系质心运动的影响不十分明显.
为进一步研究气流的影响,在实验中我们采用密布通

孔的容器底或者将容器中填充六氟化硫气体(黏度与

空气相近,密度约为空气的 5 倍),结果表明在粒径大

于 0郾 50 mm 的硬质合金钢珠颗粒床中未发现气流对

倍周期分岔过程有明显影响. 如果将颗粒直径减小到

0郾 25 mm 以下,倍周期分岔点的数值均变大,且 4 倍

周期分岔之后都是混沌的冲击力信号,无其他高阶的

倍周期分岔. 有关气流所起的作用及其对分岔过程的

影响等进一步的研究正在进行中.
表 1摇 分岔点 茁 = 0,0郾 2,0郾 3,0郾 4 的理论值与实验值的比较

茁=0 茁=0郾 2 茁=0郾 3 茁=0郾 4 平均实验值 实验值

祝2
2 3郾 72 4郾 15 4郾 33 4郾 47 4郾 3依0郾 5 3郾 7, 3郾 75, 3郾 8, 3郾 9, 4郾 0, 4郾 1, 3郾 8—4郾 4, 4郾 5, 4郾 8

祝1
2 4郾 60 5郾 02 5郾 16 5郾 26 5郾 3依0郾 4 5郾 0, 5郾 15, 5郾 7

祝2
4 6郾 69 7郾 19 7郾 39 7郾 50 7郾 1依0郾 5 6郾 5—7郾 1, 6郾 8, 6郾 9, 7郾 0, 7郾 1, 7郾 5, 7郾 6

祝2
3 7郾 44 8郾 18 8郾 46 8郾 63 8郾 8依0郾 8 8郾 0, 8郾 1, 9郾 0, 9郾 22, 9郾 3, 8郾 4—9郾 2, 9郾 6

祝1
3 7郾 79 8郾 45 8郾 67 8郾 79 9郾 8依0郾 4 9郾 1, 9郾 5, 10郾 5

祝2
6 9郾 63 10郾 45 10郾 69 10郾 81 10郾 6依0郾 8 10郾 1, 10郾 6, 10郾 7, 10郾 9, 9郾 5—11郾 0, 11

祝2
4 10郾 67 11郾 67 11郾 98 12郾 16 13郾 4依1郾 0 12郾 4, 13郾 3, 12郾 6-13郾 4, 14郾 3

祝1
4 10郾 95 11郾 86 12郾 15 12郾 29 13郾 2 13郾 2

祝2
8 12郾 73 13郾 77 14郾 07 14郾 20 14郾 7依0郾 8 14郾 0—14郾 1, 14郾 3, 14郾 4, 15郾 5

摇 摇 注:表中的实验值取自文献[12,15—18,29]. 平均实验值是实验值中最大值与最小值的算术平均值.

摇 摇 最近,Pastor 等[18] 利用高速摄像装置测量了受

振颗粒床质心的自由飞行时间并与蹦球模型的理

论结果进行了对比. 在不考虑摩擦力的情况下,蹦
球模型给出的结果在 祝 < 2郾 7 时与实验结果符合很

好,但之后的偏差较大. 他们假定空气的阻力与气

流速率成正比,所得结果虽有所改善,但偏差仍较

大. 在研究器壁附近颗粒的对流运动时,他们将器

壁摩擦力的作用用等效重力加速度来代替,所得等
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效重力加速度的大小约为 12郾 77 m / s2,这与我们估

计的 茁 取值范围一致. 但使用等效重力加速度在概

念上有不明晰之处,因为飞行过程中器壁摩擦力的

方向是会改变的,而重力加速度的方向始终向下.
通过以上讨论可知,对于颗粒尺寸足够大(粒

径不小于 0郾 5 mm)的体系器壁摩擦力是影响颗粒床

质心运动的主要因素,其大小与速度无关这一假定

基本上是合理的. 器壁摩擦力在引起颗粒对流中的

作用同样是不可忽略的[28, 30] . 我们在文献[26]中

讨论对流的起因及其对尺寸分离过程的影响时,只
考虑了空气阻力的影响,这无疑会使问题的分析过

于简化. 如果将器壁摩擦力包含进来,则分离时间

的公式将变为 子 = K
H0 f 3

g3[祝2 - (1 + 茁) 2] 2 + 着,其中 子

为分离时间, H0 为颗粒床的厚度, f 为振动频率, K
和 着 为可调的经验参数. 有关器壁摩擦力、空气阻

摇 摇 摇 摇

力及颗粒尺寸对颗粒对流运动的影响,我们将另文

讨论.

4郾 结 摇 论

摇 摇 摩擦力对完全非弹性蹦球倍周期分岔过程存

在影响,使得各分岔点的数值变大,同时使得

( tf / T, 祝 )空间中的倍周期分岔密集区被横向拉

伸纵向压缩,并使禁带宽度增大. 密集区仍具有放

大不变性,只是特征比变大. 与受振颗粒体系中倍

周期分岔过程的实验结果进行比较后发现,器壁

摩擦力的大小为颗粒总重量的 20%—30% ,与速

度关系不强,是影响颗粒床整体(质心)运动的主

要因素. 考虑了器壁摩擦力后,完全非弹性蹦球模

型能够对受振颗粒床中的倍周期分岔过程给出更

合理的解释.
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Effect of frictional force on subharmonic bifurcations of
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Abstract
The behavior of a completely inelastic ball bouncing on a vertically vibrating table in the presence of frictional force is

investigated. The frictional force is assumed to be constant. It is found that the sequence of bifurcation, controlled solely
by the normalized vibration acceleration 祝, is the same as that in the absence of frictional force, but the value of each
bifurcation point becomes larger. In the bifurcation diagram of ball flight time, the structure consisting of an infinity of
bifurcation cascades in a narrow range of 祝 is observed. Compared with that of no frictional force, it is longitudinally
compressed and transversely stretched, and has a different fractal property. A comparison with the bifurcations observed in
vertically vibrated granular beds is also made. When the fractional force is set to be 20%—30% of the whole weight of the
particles, the results from the bouncing ball model are in good agreement with experimental observations.

Keywords: bouncing ball, granular matter, period鄄doubling bifurcation, fractal
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