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1 ��

�������������������
������� [1−14]. ����������, �
�
�������������������
���������������	�����
�. �� 20 	��, Sommerfeld 
�������

���, �����������	����
��������������. Sommerfeld �
����, ��	������������	
����
	����	�1) ����2) ���
���3) 
���4) 		���. Wait[3] � 20 	
� 80 ��� Li 
 [4] � 21 	���������
�, ��������
�����, ���	�
�����, ����������	�. ���,

���������������������
�� [9−14].

�������������������
��
�	�����������. �	���
�����������
���������
���������. Sommerfeld, Wait � Li 
�
���������������, ������

�������������������, ��
���, ������
�	�	���. ��	
�������������, ����	���
����� (�	�����
�
) �
���
�������
�.

��
����������������
����, ���������
�������
����������������; �����
����������������, �����
�������������������; ��
�����
���������������

��������.

2 ���������������
�����������

2.1 ������������

��� a � b ������	�, ���	�
����, 		 1. ������	

〈a, b〉 = 〈b, a〉, (1)

* �	�
���� (���: 61001065) ����������
�	�
�

���.

† E-mail: bwei@xidian.edu.cn

c© 2012 ������������������ Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

050301-1



� � � � Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 5 (2012) 050301

�� 〈a, b〉 �	 a �	 b ���, 


〈a, b〉 =
∫∫∫

Va

(Ja · Eb − Ma · Hb) dV, (2)

〈a, b〉 
�	 b ��	 a ���. ���	 a ���
�� Il, ����� 〈a, b〉 = Il · Eb, �� Eb ��
��� Il ����	 b ��. �	 b �	����
���
����, �������	�����
�, 
�������������������
����.

Ja ↪ Ma

a

b

Ea ↪ Ha

Eb ↪ Hb

Jb ↪ Mb

(a)

(b)

	 1 ����	���	
���� (a) 	a
���; (b)

	b
���

2.2 ������������������������������������������������
���������������


�, �����������������
	 O 
, � r̂0 ��, 
 Il = r̂0Il. �������
���� θ0, ϕ0, 		 2(a). ���� θ, ϕ ����
��, 		 2(b). ����	 2(b) � P 	� Eϕ, Eθ ,

��	��	����� ϕ̂Iϕblϕb � θ̂Iθblθb. ��
������� z �, �� ϕ = ��������
� ϕ̂Iϕblϕb � θ̂Iθblθb ����.

���� ϕ̂Iϕblϕb � O 	�������

������. 
	���� Il ��������
����

E = iωμIlr̂ ×
(
l̂ × r̂

) exp (ikr)
4πr

, (3)

��
, � r⊥Il ������

E = iωμIl
exp (ikr)

4πr
, (4)


��������������� Il. ����
�� ϕ̂Iϕblϕb � O 	�����

Eϕb1(O) = +ϕ̂iωμIϕblϕb
exp (ikr)

4πr
. (5)


�������������, ������
� RTE = Er/Ei, ������������

Eϕb2(O) = RTEEϕb1(O); (6)

���������	��

Eϕb(O) =Eϕb1(O) + Eϕb2(O)

=
(
1 +RTE

)
Eϕb1(O)

=ϕ̂
(
1 +RTE

)
iωμIϕblϕb

exp (ikr)
4πr

. (7)

������	

Il · Eϕb(O) =Iϕblϕb · Eϕ (P ) ,

r̂0Il · Eϕb (O) =ϕ̂Iϕblϕb · ϕ̂Eϕ (P )

=IϕblϕbEϕ (P ) . (8)

� (7) ��� (8) ��

IϕblϕbEϕ (P )

=r̂0Il · Eϕb (O)

=Ilr̂0 · ϕ̂
(
1 +RTE

)
iωμIϕblϕb

exp (ikr)
4πr

,

Eϕ (P ) =Ilr̂0 · ϕ̂
(
1 +RTE

)
iωμ

exp (ikr)
4πr

. (9)

ε1, μ1

ε2, μ2
ϕ0

ϕ

θ0

x

y

z

θ r
Eθ

EϕP

x

y

z

O

(a)

(b)

O

	 2 ��������
��������� (a) ���
��� (θ, ϕ0); (b) ��	�� (θ, ϕ)
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(9) ����

����

r̂0 · ϕ̂ =(x̂ sin θ0 cosϕ0 + ŷ sin θ0 sinϕ0 + ẑ cos θ0)

× (−x̂ sinϕ+ ŷ cosϕ)

= sin θ0 sin (ϕ0 − ϕ) , (10)

��,

Eϕ (P ) = − Ilr̂0 · ϕ̂
(
1 +RTE

)
iωμ

exp (ikr)
4πr

=sin θ0 sin (ϕ0 − ϕ)
(
1 +RTE

)

× iωμIl
exp (ikr)

4πr
, (11)

(11) ����������	��������
� ϕ ���
����. ���Eϕ (P ) � θ ��
��������.

�	, ���� θ̂Iθblθb � O 	�����

Eθb1 (O) = + θ̂ iωμIθblθb
exp (ikr)

4πr

=(x̂ cos θ cosϕ+ ŷ cos θ sinϕ− ẑ sin θ)

× iωμIθblθb
exp (ikr)

4πr
. (12)

� � � � � � � � � � � �, � � � � � �
� RTM = Hr/Hi, Hr , Hi ���, �����

 Er

z , Ei
z 
���������� �� ��


 Er
x,y, Ei

x,y �����. ���������
����

Eθb2(O) =RTM(−x̂ cos θ cosϕ− ŷ cos θ sinϕ

− ẑ sin θ)iωμIθblθb
exp (ikr)

4πr
; (13)

���������	��

Eθb (O) =Eθb1 (O) + Eθb2 (O)

=
[ (

1 −RTM
)
(x̂ cos θ cosϕ+ ŷ cos θ sinϕ)

− (
1 +RTM

)
ẑ sin θ

]

× iωμIθblθb
exp (ikr)

4πr
. (14)

�	�������

Il · Eθb (O) =Iθblθb · Eθ (P )

r̂0Il · Eθb (O) =θ̂Iθblθb · θ̂Eθ (P )

=IθblθbEθ (P ) . (15)

� (14) ��� (15) ���

IθblθbEθ (P ) = r̂0Il · Eθb (O) ,

Eθ (P )

=Ilr̂0 · Eθb(O)/(Iθblθb)

=Il (x̂ sin θ0 cosϕ0 + ŷ sin θ0 sinϕ0 + ẑ cos θ0)

×
[ (

1 −RTM
)
(x̂ cos θ cosϕ+ ŷ cos θ sinϕ)

− ẑ
(
1 +RTM

)
sin θ

]
iωμ

exp (ikr)
4πr

=
[ (

1 −RTM
)
sin θ0 cos θ cos (ϕ0 − ϕ)

− (
1 + RTM

)
cos θ0 sin θ

]
iωμIl

exp (ikr)
4πr

, (16)

(16) ����������	��������
� θ ���
����. � (11) � (16) �, ���
������
��� θ0 = 0 
�� θ0 = π/2 �
���������.

2.3 ��������������������������������� h ������������
���������������������������

���������
���� h ���	
�, �������������
���		:

��, ��������	 3 � A 	, 
�� O 	,

���� (8) � (15) ����

Il · Eϕb (A) =Iϕblϕb · Eϕ (P ) ,

r̂0Il · Eϕb (A) =ϕ̂Iϕblϕb · ϕ̂Eϕ (P )

=IϕblϕbEϕ (P ) ,

Il · Eθb (A) =Iθblθb · Eθ (P ) ,

r̂0Il · Eθb (A) = θ̂Iθblθb · θ̂Eθ (P )

=IθblθbEθ (P ) , (17)

��, �� P 	���� Iblb = θ̂Iblb ���� A

	�����
�������, 
�����
����� Δ = AB − AD, 		 3. �	
��,

	� θ > 45◦, 		 3(a), ���� ψ = 90◦ − θ,

ξ = 90◦ − 2ψ, ��

AB =
h

sinψ
=

h

cos θ
, (18)

AD =AB sin ξ =
h

cos θ
sin (90◦ − 2ψ)

=
h cos 2ψ

cos θ
=

−h cos 2θ
cos θ

, (19)

Δ =AB −AD =
h

cos θ
− −h cos 2θ

cos θ

=
h (1 + cos 2θ)

cos θ
. (20)

� 45◦ < θ < 90◦ � cos 2θ < 0, � (20) ��Δ > 0.

	� θ < 45◦, cos 2θ > 0, 		 3(b), ��
	 3(b) ��� ψ = 90◦ − θ, ξ = 90◦ − 2θ, �

AB =
h

sinψ
=

h

cos θ
, (21)

BD =AB sin ξ =
h

cos θ
sin (90◦ − 2θ)
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=
h cos 2θ
cos θ

, (22)

Δ =AB +BD =
h

cos θ
+
h cos 2θ
cos θ

=
h (1 + cos 2θ)

cos θ
, (23)

(21), (22), (23) �� (18), (19), (20) ���.

z

O

P

x

h

A

B

D

ξ

z

θ

θ

ψ

ψ

O

P

x

Il

Il

h

A

B

D

ξ

ε1, μ1

ε2, μ2

ε1, μ1

ε2, μ2

(a)

(b)

	 3 ������h����� (a) θ > 45◦; (b) θ < 45◦

������, 
��������	���
��, ���� exp (i2πΔ/λ) = exp (ikΔ), � (23)

�������������

exp (ikΔ) = exp
[
ik

(
h

cos θ
+
h cos 2θ
cos θ

)]
. (24)

�� A 	�	��, ��� A 	�����

������. ���� ϕ �
, (7) �����

Eϕb (A) =Eϕb1 (A) + Eϕb2 (A)

=
[
1 + exp (ikΔ)RTE

]
Eϕb1 (A)

=ϕ̂
[
1 + exp (ikΔ)RTE

]

× iωμIϕblϕb
exp (ikr)

4πr
, (25)

�� (25) �� r �
�����������	
����
. 	��
���	 O ���	���
�
� r0, 
 r = r0 − r′�		 4 ���, �
�
���	,

r = |r0 − r′| =
√

(r0 − r′)2

�r0 − r′ · r̂0 = r0 − h cos θ′ (26)

�� r′, h� θ′ ���������
�����
�
���� r′ � r0 ���. �� (25) ����
����	 O ���������

exp (ikr)
4πr

≈ exp [ik (r0 − h cos θ)]
4πr0

. (27)

z

O

P

x

A

r ϕ

r ϕ

r0
θ ∋Il

ε1, μ1

ε2, μ2

	 4 ���
����	 O ���	

����� φ �
 Eφ (P ). A 	�	� (25)

������� (17) ������, � (11) ���
�

Eϕ (P ) =Ilr̂0 · Eϕb (A)/(Iϕblϕb)

= − Ilr̂0 · ϕ̂
[
1 + exp (ikΔ)RTE

]

× iωμ
exp (ikr)

4πr

=sin θ0 sin (ϕ0 − ϕ)
[
1 + exp (ikΔ)RTE

]

× iωμIl
exp (ikr)

4πr
, (28)

����������	 (24) �, ������
	 O ������	 (27) �.

����� θ �
 Eθ (P ). A 	�	���
� A 	�����
������, (14) ����
�

Eθb(A) =Eθb1(A) + Eθb2(A)

={[1 − exp(ikΔ)RTM]

× (x̂ cos θ cosϕ+ ŷ cos θ sinϕ)

− [1 + exp(ikΔ)RTM]ẑ sin θ}

× iωμIθblθb
exp(ikr)

4πr
, (29)

������ (17) ������, � (16) ����
���

Eθ (P ) =Ilr̂0 · Eθb (A)/(Iθblθb)

= (x̂ sin θ0 cosϕ0 + ŷ sin θ0 sinϕ0 + ẑ cos θ0)

× { [
1 − exp (ikΔ)RTM

]
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× (x̂ cos θ cosϕ+ ŷ cos θ sinϕ)

− ẑ
[
1 + exp (ikΔ)RTM

]
sin θ

}

× iωμIl
exp (ikr)

4πr

=
{ [

1 − exp (ikΔ)RTM
]
sin θ0 cos θ

× cos (ϕ0 − ϕ)

− [
1 + exp (ikΔ)RTM

]
cos θ0 sin θ

}

× iωμIl
exp (ikr)

4πr
, (30)

����������	 (24) �, ������
	 O ������	 (27) �.

A

h

z

x

干土壤层

湿土壤层

	 5 �����������

	 6 ���������������	��������
���

3 ����

� � � � � � � � � � � � � � � � �
	 	 5 � �, � � � � � � 
 
 � (εr = 4.0,

σ = 10−5(S/m), 
� 1 m) ��

� εr = 10.0,

σ = 10−3(S/m) 
	, �������. ���
������������ h 
, �����
� 6 MHz. ���� Il = 0.002 A·m, ����

��� 0 < θ < 90◦, 0 < ϕ < 360◦ ���
�

√
|Eϕ|2 + |Eθ|2 ��	 (������). 	 6 �

����� (�������������) �

��������������	 (������

�); 	 7 ������ (�����������
��) �
��������������	 (�
������). 	 7(a),(b) ����������
���������. 	 6 �	 7 �������
�	��������
���� 0 m, 40 m 80 m

����. 	 8(a)—(c) ������ 80 m 
�
�����
������ θ0 = π/4, ϕ0 = π/4
��������	.

(a)

(b)

	 7 ���������������	��������
��� (a) �����������; (b) ��������
���

����������, ���������
����	������
����
����
���. ������
������, ����
	�����
��.

4 � �

�������������������
������������������. ���
��� (����	����), ��������
�������	�����, �
������
�������������������. �
��������������������, �
����������� Fresnel �������
�������������
�������
����������������. �����
�������, ��������������
	�����������	. ��������,

����������
����������
����������.
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Calculating far field of an arbitrarily oriented electric
dipole located above layered half space using

reciprocity theorem∗

Ge De-Biao Wei Bing†

( Department of Physics Xidian University, Xi’an 710071 China )

( Received 28 April 2011; revised manuscript received 20 May 2011 )

Abstract

Based on the reciprocity theorem, the far field formulation of an arbitrarily oriented electric dipole located at the interface of the

layered half space is deduced. Then, considering the optical path difference between directed wave and reflected wave, the formula

of the electric dipole located above the interface of the layered half space is discussed. The TE and the TM reflection coefficients of

the layered half space can be calculated by the propagation matrix method or the continued fraction method. The presente method,

in which the deduction process possesses concise physics concept, is suitable for calculating the radiated field of an electric dipole

when the observation point is away from the interface. The numerical results show that using our method the far radiation field of an

arbitrarily oriented electric dipole located above the interface of layered half space can be guickly analyzed.

Keywords: electric dipole, layered half space, reciprocity theorem, far radiated field
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