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1 � �

������������ [1−3]�
��
� [4,5] ����� [6] 	����
����	.

��������	�����������
� [7−11], �	, ���	���
�������
������������� [12−14]. �����
�	�����������. Schreiber[15] �	�
����

�����, ����������
����������, ������� Gauss �
	���	. Yu 	 [16] �
��������
�
� Gauss �

��	
�����, �����
�������

�. ��, Jayawardena 	 [17]

�����
����������, 
����
	�� Gauss ���
��, �������	

��. Urbanowicz 
 Holyst[18,19] �������
�
��

� (coarse-grained correlation entropy)

���������
�����������
������������, ���������
������, ����
��. Strumik 	 [20] �
�

���
��, ������������
��������. ��, Moriya[21] ������

���������������, ������
����������
��.


������������� Lyapunov �
���	, ���	�
����� σ, �	��
����� Lyapunov ������� f(d, σ2). �
	��
�, ��	� f(d, σ2) ��������,

��������������. �����
�
�����	�.

2 ����

� � � � 	 � � � � � � {x(n) : n =
1, 2, · · · , Ns}, Ns ��
���, �
���

� Δt. 
��, ������
�	����

x(n) → x(n)
σx

, (1)

��, σx ������ {x(n)} ����. ����
��	�� y(n)�

y(n) = x(n) + e(n), (2)

��, e(n) ��	��. ��, 	������
� σe = 0.05, ������� 5%.
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	� Takens �������� [22], 
 x(n) 	

�����, 
:

x(n) = [x(n), x(n + τ), · · · , x(n + (d − 1)τ)], (3)

��, τ 
 d �������
����, {x(n) :
n = 1, 2, · · · , N} ���	��, �� N = Ns −
(d− 1)τ . ���
 y(n) = [y(n), y(n + τ), · · · , y(n
+(d − 1)τ)], e(n) = [e(n), e(n + τ), · · · , e(n + (d
−1)τ)].

��
���� {x(n)} ������ x(n),
xri

(n) 
 xsi
(n) ��� x(n) �� ri 
 si ���,

�� ri �= si, �� xsi
(n) � xri

(n) 
����,

x(n), xri
(n) 
 xsi

(n) ��� t = TΔt ����

� x(n, T ), xri

(n, T ) 
 xsi
(n, T ). 
������

������
	� [12,23,24], 


|xri
(n, T ) − xsi

(n, T )|
= |xri

(n) − xsi
(n)| eλ1TΔt, (4)

��, |··| �� Euler ��, λ1��� Lyapunov ��.


������������������

�� [24,25], 

 (4) ��


ln h(T ) = 2λ1TΔt + ln h(0), (5)

��, h(T ) =
〈
|xri

(n, T ) − xsi
(n, T )|2

〉
, h(0) =〈

|xri
(n) − xsi

(n)|2
〉
, ��, 〈··〉 ������ i �

��
, �,
〈
|xri

(n, T ) − xsi
(n, T )|2

〉

=
1

Np

Np∑
i=1

|xri
(n, T ) − xsi

(n, T )|2,
〈
|xri

(n) − xsi
(n)|2

〉

=
1

Np

Np∑
i=1

|xri
(n) − xsi

(n)|2,

Np �� � � � � � � � �. 
��, � � �
� i �= j, � ri �= rj , si �= sj �� ri �= sj .

� � � � � � � � 	 � �, 
 � yri
(n) =

xri
(n) + eri

(n), 

〈
|yri

(n, T ) − ysi
(n, T )|2

〉

=A + B − C − D + E + F − G + H, (6)

��,

A =
d−1∑
l=0

〈
(xri

(n + lτ, T ) − xsi
(n + lτ, T ))2

〉
,

B =
d−1∑
l=0

〈2xri
(n + lτ, T )eri

(n + lτ, T )〉,

C =
d−1∑
l=0

〈2xri
(n + lτ, T )esi

(n + lτ, T )〉,

D =
d−1∑
l=0

〈2xsi
(n + lτ, T )eri

(n + lτ, T )〉,

E =
d−1∑
l=0

〈2xsi
(n + lτ, T )esi

(n + lτ, T )〉,

F =
d−1∑
l=0

e2
ri

(n + lτ, T ),

G =
d−1∑
l=0

〈2eri
(n + lτ, T )esi

(n + lτ, T )〉,

H =
d−1∑
l=0

〈
e2

si
(n + lτ, T )

〉
.

������� (IID) ��	��, � Np → ∞
�, � A = h(T ), B = C = D = E = G = 0,

F = H = dσ2
e , 


hn(T ) = h(T ) + 2dσ2
e , (7)

��, hn(T ) =
〈
|yri

(n, T ) − ysi
(n, T )|2

〉
. 
 (7) �

�� (5) �, � T1 �= T2 �, �

λ1 =
ln(hn(T2) − 2dσ2

e ) − ln(hn(T1) − 2dσ2
e )

2Δt(T2 − T1)
.

(8)

�	����

f(d, σ2) =
ln(hn(T2) − 2dσ2) − ln(hn(T1) − 2dσ2)

2Δt(T2 − T1)
,

(9)


�, � σ2 = σ2
e �, f(d, σ2) = λ1 ����
�

���� d. (7) ��� (9) ��, 
 f(d, σ2) � d �
��, 


∂f(d, σ2)
∂(d)

=
(σ2 − σ2

e ) (h(T2) − h(T1))
Δt(T2 − T1) (h(T1) + 2dσ2

e − 2dσ2)

× 1
(h(T2) + 2dσ2

e − 2dσ2)
. (10)

� � � � � �, λ1 > 0, 
 (5) �



h(T2) − h(T1)

T2 − T1
> 0, 
�		�	:

(i) � σ2 < σ2
e �,

∂f(d, σ2)
∂(d)

< 0, �� f(d, σ2)

�����	
	��;

(ii) � σ2 = σ2
e �,

∂f(d, σ2)
∂(d)

= 0, �� f(d, σ2)

�������	��;
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(iii) � σ2
e < σ2 < σ2

e +
min (h(T1), h(T2))

2d
�,

∂f(d, σ2)
∂(d)

> 0, �� f(d, σ2) �����	
		

�.

��, ��	� f(d, σ2) ��������, �
������. ����, ����	�	���
�:

1) 
������� d����;

2) �������� y(n), �� ε- ����
����, 	������������ NT(�
�	�, �
 dNT ≈ 200 � NT ����
�
�����), ��
���������, ��
��������σ, ��� ln

(
hn(T ) − 2dσ2

)
,

T = 0, 1, 2, · · · , �
, 
����, ����	�
�;

3) � Nc �����	����, ���

S(T ) =
1

Nc

∑
ln

(
hn(T ) − 2dσ2

)
; (11)

4) �� S(T ) ���
����, ����
	
��������, �
������	
� f(d, σ2) ��;

5) 
���������������, �	
����������� d 	� f(d, σ2);

6) ������ σ, �	���������
��� f(d, σ2) ����� d ����� Sf(σ), �
��	��	����, �����
 Sf(σ) = 0
� σ 	��������� σest.

3 ����

3.1 ������������

� Hénon �� [26] 
�	 Hénon �� [27](

� �) ��, � � � � � 
 � �� Ns = 50000

 Ns = 150000, 
������	 0% � 10%,

�	
���	
����. � 1 �������

�����
��. ����������
� 1,



	�	�, 
����
� IID Gauss ��. �
����
���
�� x �	�������
���.


 1 Hénon ���������� (a) f(d, σ2) � d ���
��; (b) Sf (σ) � σ �����

3.2 ���������������������������������������

� � Hénon � � � � � �, 
 � 5% � �
�, �	
�����
�� f(d, σ2) � Sf(σ)
	 
 1 � �, � � � � � 
 Sf(σ) = 0 � σ,

� 
 σest = 0.05037. 
 2 �� 	 Hénon � �
� � � � 
 � 7% � � � � � � � �, � � �

 σest = 0.06962. �
�
�����	
 3

��. ����, ������
	 7% �, ���
������������

�, 	�����

� 10% �, 
��� 15% �
��.

� 1 �������
��

���� �� �� λ1

Hénon
xi+1 = 1 − ax2

i + yi

yi+1 = bxi

a = 1.4, b = 0.3 0.4169[12]

�	 Hénon

xi+1 = a − y2
i − bzi

yi+1 = xi

zi+1 = yi

a = 1.76, b = 0.1
λ1 = 0.225 [24],

λ2 = 0.187 [24]
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 2 �	 Hénon ���������� (a) f(d, σ2) � d

�����; (b) Sf (σ) � σ �����

e


 3 ��������������

3.3 ���������������������

������, 
����
� IID Gauss �

�, ����
��������������
�. �������	��, �	�������
� IID Gauss ��.

���	������� IID ����
��
��: Gauss ��, 
���, ���
�� 50% �

���. � Hénon ����, 
������
	 0% � 10%, ����	
 4 ��. ����, �
�����������
. ���������
���, ������������������
�����.


 4 Hénon ��
�������������

4 � �

���	���������������
���, 	����������������.


�	�	����������� Lyapunov �
���������������������.

� Hénon ��
�	 Hénon ����
���	

���	
����, ����, ������

	 7% �, ���������
��; ����
�
� 10% �, ������ 15% �
��. 
�
������������, ��	�����	
�����������	��.
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Abstract

A novel method of estimating the noise level from a noisy chaotic time series based on the invariant of the largest Lyapunov

exponent is presented in this paper. The influence of noise on the distance between two points in an embedding phase space is

considered, and then based on the invariant of the largest Lyapunov exponent in a different dimensional embedding phase space, the

algorithm is proposed to estimate the noise level. Simulation results show that the estimated values of noise level agree well with the

true values when the noise level is less than 10%. And this method is not sensitive to the distribution of noise. Therefore, the method

is useful for estimating the noise level of noisy chaotic time series.
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