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1 � �

�� 1952 � Wardrop ������� (user

equilibrium, UE) ��
� [1], ���	�����
��
	 [2]. ���
���
	����: ��
� UE ��, �����
��	�������
	���. �����, Daganzo � Sheffi �	��
�	�����	�, �������	����
����� (stochastic user equilibrium, SUE)[3]. UE

��� SUE ����������������
���, ����������	�������
����
	 [4−6], �������������
��,��������������
.

�
	���������
	�����

�����, �		������������
����
. ���, 	������	����
���������������	��, �	

	���������������. ��, 	�
�
���		���: �����������
�	��,������	����?

������� 2 �
���	
	���
�. 
��
���������, ������
�

, �	����������������
�	���, ������	��
	
�
��

�. ���������������, ����
������	
������, �����	�
������. 	

	��
� Agent�

�
��, Nakayama � [7−9], Klügl � Bazzan[10−12], �
������ [13,14], Kim � [15] �����	��
��. 	�
	�����	��������	
��	, ��, ��
	�
�����
��, �

	���������
.

	��
����	
����, ����
��������, 
	����������
�. 	��������
	�
������,

������� 2 
: �����������
����. ��������	�������
������, � Smith[16], Friesz � [17], Zhang

� Nagurney[18,19], Watling[20], Cho � Hwang[21],

Mounce[22], �
����� [23] �����
	.

��������	������������
�, 
�, 	��	�����. ��������
����
� Horowitz �� [24], �
	�� 2 �
����
��, 
	�
	�: �������

���������
������
���
��, �����	���. Cantarella � Cascetta

�������������, ��������
�������������� [25,26]. Watling �
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�������������, �������
����, ����������������
� [20]. Watling � Hazelton 	���������
����, ���
�������������
��� [27]. Bie � Lo 	�����������
�
�����
	, ��������
���
����� [28]. Nakayama 	���������
���� 2 �������
�����
	, �
������
�

�����, ������
���� [29]. 	���������	�	��
��������
, ��, Nakayama 
	���
�������
���, ����������
��.

����
�����, ��������
��������
	�����������
����������, 	���������
���	�������. ���������
�: ��������������������
� [30−34]. 
�, 
��
����������,

�	����
�	���. Nakayama ����
������	�	� [29]. ��, 	����	
�������
�: ������������
�, ����	����������?����
��������
�? �������	?

��� 2 �������
���	�, ��
�����������, 
	��������
������������������, ���
��������������������, �
����������	��.

2 � �

�� 1 ��, ������� 2 �����,

OD ���d. 	 f
(n)
1 � f

(n)
2 ��	�
n��

� 1 ��� 2 ���, C̄
(n)
1 � C̄

(n)
2 ��	�
n�

�� 1 ��� 2 �������, �		���
��������������, ������
� C̄

(n)
1 = g1(f

(n)
1 ) � C̄

(n)
2 = g2(f

(n)
2 ).

�� SUE ����	, ���	�����
	�, 	
n���r(r =1, 2) ��������
� Ĉ

(n)
r = C

(n)
r + ξr , C

(n)
r ��
���, ξr ��

��
�, �	 ξ1 � ξ2 �����
���� 0

� Gumbel ��. 
n��� 1 ��� 2 �	�
�
���

p
(n)
1 =P (C(n)

1 + ξ1 � C
(n)
2 + ξ2)

=
1

1 + eθ(C
(n)
1 −C

(n)
2 )

, (1)

p
(n)
2 =1 − p

(n)
1 =

1

1 + e−θ(C
(n)
1 −C

(n)
2 )

, (2)

��� θ �����
����
�, � θ > 0, �
������	������, θ ��, �����
	��������, 	��������, �
,

θ ��, �����	��������, 	���
������. �� SUE ��, ����� [2]

f
(n)
1 = dp

(n)
1 , (3)

f
(n)
2 = dp

(n)
2 . (4)


 n ����������
n − 1����
������������, ��	������
�� [26]

C(n)
r = φC(n−1)

r + (1 − φ)C̄(n−1)
r , r = 1, 2, (5)

��� φ �����
����
�, � 0 � φ <

1, ����	���	��������
��
�, φ ��, 
�����, �
, φ ��, 
���
��.

� 1 �����

����������������

C
(n)
1 = φC

(n−1)
1 + (1 − φ)g1(f

(n−1)
1 ), (6)

C
(n)
2 = φC

(n−1)
2 + (1 − φ)g2(f

(n−1)
2 ). (7)

������

f
(n)
1 =

d

1 + eθ(C
(n)
1 −C

(n)
2 )

, (8)

f
(n)
2 =

d

1 + e−θ(C
(n)
1 −C

(n)
2 )

. (9)




p(C(n)
1 , C

(n)
2 ) =

1

1 + eθ(C
(n)
1 −C

(n)
2 )

. (10)

����������

C
(n)
1 =φC

(n−1)
1 + (1−φ)g1

(
dp(C(n−1)

1 , C
(n−1)
2 )

)
,

(11)
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C
(n)
2 =φC

(n−1)
2 + (1−φ)g2

(
d − dp(C(n−!1)

1 , C
(n−1)
2 )

)
.

(12)

3 ���������������

�� ����������������
����, ���
���.

�� 1 ���� (11), (12) ������
��.

�
 [26] ����� 1 ������
��,

�������������.

�� 	���� (11), (12) ����� C∗
1 ,

C∗
2 , �

C∗
1 = g1(dp(C∗

1 , C∗
2 )), (13)

C∗
2 = g2(d − dp(C∗

1 , C∗
2 )). (14)

	��������� f∗
1 , f∗

2 , �

f∗
1 =

d

1 + eθ(C∗
1−C∗

2 )
, (15)

f∗
2 =

d

1 + e−θ(C∗
1−C∗

2 )
, (16)

C∗
1 = g1(f∗

1 ), (17)

C∗
2 = g2(f∗

2 ). (18)

� �, � � � � � � (11),(12) � � �
� C∗

1 , C∗
2 � � � �. � � � � � � 	 F =

{(f1, f2) |f1 � 0, f2 � 0, f1+f2 = d} ��
���
�	, 	��������	� X , ������
��������������, �� (6) �� (7)

���: ����������� C
(0)
1 � C

(0)
2 , 	

� X ���
����	. ��, ���� (11),

(12) ��
����	 X ������	�, �
� Brouwer �����, ��� (13), (14) ���
����, ����� (11), (12) ������
���.

��, ���������� (11), (12) ��
� C∗

1 , C∗
2 ����. �	���� (11), (12) �

� 2 ���� C∗1
1 , C∗1

2 � C∗2
1 , C∗2

2 , 
 1 ���
�	
�������� f∗1

1 , f∗1
2 , 
 2 ���

�	
������ f∗2
1 , f∗2

2 . � C∗1
1 � C∗2

1 �
�� 3 ��
��. �
 1: � C∗1

1 < C∗2
1 , ��

�����������
���� (17) ��
� f∗1

1 < f∗2
1 , �� (15) ���	� C∗1

2 < C∗2
2 , �

������������
���� (18) ��
� f∗1

2 < f∗2
2 , �� f∗1

1 + f∗1
2 < f∗2

1 + f∗2
2 , 	��

����	�. �
 2: � C∗1
1 > C∗2

1 , ��, ���
� f∗1

1 + f∗1
2 > f∗2

1 + f∗2
2 , 	�������	�.

�
 3: � C∗1
1 = C∗2

1 , �����������
��
���� (17) ��� f∗1

1 = f∗2
1 , �� (15)

���	� C∗1
2 = C∗2

2 , 	� C∗1
1 , C∗1

2 � C∗2
1 , C∗2

2

� 2 ����	�. ��, ���� (11), (12) ��
���.

� (15)—(18) ���, ��� C∗
1 , C∗

2 	
��
� f∗

1 , f∗
2 �� SUE �, ������
����.

�����, C
(n)
1 = C∗

1 , C
(n)
2 = C∗

2 , f
(n)
1 =

f∗
1 , f

(n)
2 = f∗

2 , 	

p′1 = − ∂p
(n)
1

∂C
(n)
1

∣∣∣∣∣
(C∗

1 ,C∗
2 )

,

g′1 =
dg1(f1)

df1

∣∣∣∣
f∗
1

, g′2 =
dg2(f2)

df2

∣∣∣∣
f∗
2

.

���� (11), (12) � Jacobian ���

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂C
(n)
1

∂C
(n−1)
1

∂C
(n)
1

∂C
(n−1)
2

∂C
(n)
2

∂C
(n−1)
1

∂C
(n)
2

∂C
(n−1)
2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (19)

�����, �� J �
��� λ1 = φ, λ2 =
φ − (1 − φ)dp′1(g

′
1 + g′2), ��� p′1 > 0, g′1 > 0,

g′2 > 0, ��������������, ����
�� 2.

�� 2 ������
��������
�������������

φ − (1 − φ)dp′1(g
′
1 + g′2) > −1. (20)

��� 2 ����: ����	���
��
�
���������	�
�	�����
�����������	���������,

�������������������.

��, ����	� 1.

�� 1 � dp′1(g
′
1 + g′2) < 1, ��
� φ

� [0,1) ����, 2 �����
������
��������������.

	� 1 	�������

����, ��
������	�
�	����������
������	���������, �����
	���
�����, �����������
����������.

����, ���������������
�� SUE �, ������������� (�
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� 2), ����������, ��������
���������.

4 ����

	��������������
� BPR

�� t = t0[1 + 0.15(f/Q)4)], �� t0 �����
������, f �����, Q ������
�. �� 1 �������� t10 = 22 min, �
��� Q1 = 1500 �/h, �� 2 �������
� t20 = 25 min, ���� Q2 = 2000 �/h. OD

�� d = 1500 �/h. �����������.

� OD ��������� 1 ��, �����
������� 25.3 min � 25 min, � OD ��
������� 2 ��, �����������
� 22 min � 26.2 min.

� (11),(12) �,���������

C
(n)
1 =φC

(n−1)
1 + (1 − φ)t10

[
1 + 0.15

×
(

d(
1 + eθ(C

(n−1)
1 −C

(n−1)
2 )

)
Q1

)4
]
, (21)

C
(n)
2 =φC

(n−1)
2 + (1 − φ)t20

[
1 + 0.15

×
(

d(
1+ e−θ(C

(n−1)
1 −C

(n−1)
2 )

)
Q2

)4
]
. (22)

����� (8), (9) �����.

4.1 ������������

�������, 
� θ � φ ����
��
�, �������
���
�� (
� φ � θ

����), ���������.

��	� 1, � dp′1(g
′
1 + g′2) = 1 �, ����

�������
, ��
�� θ = 0.923.

�� 1 θ < 0.923
� θ < 0.923 �, ��
� φ � [0,1) ����,

�������. � θ = 0.8, φ = 0.1��, �� 1

������� 2 ��, ����������,

��������, 	�����

 (20) �.

�� 2 θ > 0.923
� θ > 0.923 �, ������������

�. � 3 �� 5 ��� θ = 5, θ = 6, θ = 6.7 ��
� 1 �����
� φ ����. �� 3����

�����	��, �� θ = 5, �� φ ���� 0

��� 0.001 ������ 0.999, 	���� φ,

���� (21) � (22) ���� C
(0)
1 � (22, 25.3)

�����, C
(0)
2 � (25, 26.2) �����, ���

�� 5000, ������ 5000 �, �� (21),(22) �
��
�� 5000 ��������, ��� (8),(9)

�
������� 5000 ������, ���
���������
�
���, �� 1000 �
����	, � φ������� 1 ������
�, ����	� θ = 5 �����.

� 2 θ = 0.8, φ = 0.1 ��������

� 3 θ = 5 ����� φ ������

�� 4 �� 5 ����, �	 φ ������,

������ — ����� — �������
��, ��� 2 ����, ����������
�������	��� [35−39],�
 [40—42] �
	������
�� (period bubbling). �� 4 �
� 5 �����, �	 θ ���, ��
����.

� 6 � θ = 7 ��� 1 �����
� φ ��
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��. ����	��������, �	 φ ��
����, ������ — ����� — �� —

�����������, ��� 2 ����.

� 4 θ = 6 ����� φ ������

� 5 θ = 6.7 ����� φ ������

� 6 θ = 7 ����� φ ������

�������������������
�
, ����
���������	, ���

����������, ������� Lyapunov

��, �
 Lyapunov ���� 0, ������.


 C̃(n) = C
(n)
1 − C

(n)
2 , � (21) � (22) ���

��

C̃(n) =φC̃(n−1) + (1 − φ)t10

×
[
1 + 0.15

(
d(

1 + eθC̃(n−1)
)
Q1

)4]

− (1 − φ)t20

×
[
1 + 0.15

(
d(

1 + e−θC̃(n−1)
)
Q2

)4 ]
.

(23)

�


G(x) =φx + (1 − φ)t10

×
[
1 + 0.15

(
d(

1 + eθx
)
Q1

)4]

− (1 − φ)t20

×
[
1 + 0.15

(
d

(1 + e−θx) Q2

)4 ]
. (24)

������� (21),(22) ��������
������

C̃(n) = G(C̃(n−1)). (25)

Lyapunov ��
��� [30]

L = lim
n→∞

1
n

n∑
i=0

ln |G′(xi)|. (26)

��������, � θ > 6.983 �, ��
� Lyapunov ������� 0 ��	, ����
������. � 7 �� 11 ��� θ = 7.2, θ = 8,

θ = 9, θ = 12, θ = 22 ��� 1 �����
� φ

�������� Lyapunov ��.

�� 6 �� 11 �������������
	���
�. �� 6 �� 7 ��, �����,

� θ 
��, ����������, �	 θ ��
�, ����������; ��������

�, ���������� 3��� 5 �
���
��

 (��� 10 ����� φ = 0.4 
��
� 2 ����, ���� 3 ��, ���� 2 ��
�����, � 11 ��
���	), ������
����, ����� 3 ��	���
� [43]; �
� 10 �� 11 ��, �����, � θ 
��, 
�
��


�, ����������.
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� 7 θ = 7.2 ����� φ ���������� Lyapunov �� (a) ���; (b)Lyapunov ���

� 8 θ = 8 ����� φ ���������� Lyapunov �� (a) ���; (b)Lyapunov ���

� 9 θ = 9 ����� φ ���������� Lyapunov �� (a) ���; (b) Lyapunov ���

� 10 θ = 12 ����� φ ���������� Lyapunov �� (a) ���; (b)Lyapunov ���
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� 11 θ = 22 ����� φ ���������� Lyapunov �� (a) ���; (b) Lyapunov ���

4.2 ������������

������, ����
� (�
� θ � φ

�	�) 

�����, ���������, �
��������������, 		�����
������,���	��, ��������
������ OD ��d��	��, �����
������ OD ��d��	��.

� θ = 8, φ = 0.3 ��, �� 8 ����, �
����������, ��
� θ = 8, φ = 0.3
��, ����d, ������d������ 12

��.

� 12 θ = 8, φ = 0.3 �����d ������

�� 12, ���	���, ��������
����d��, �����d�	� 1400 �, �
����������, ����������
�, �������������, �����
� OGY ���������. OGY ������

�������	
������������
��	� [44,45], �������	������
�. �
 [44] �������	�� OGY ���
	�, ���	���������� OGY ��
�	�.

	���� (24) ����� (C̃∗, G(C̃∗, d)),
����	
��d, ������

ĠC̃∗ =
∂G

∂C̃

∣∣∣∣
(C̃∗,d)

, Ġd =
∂G

∂d

∣∣∣∣
(C̃∗,d)

.

	 C̃(n+1) = G(C̃(n), d(n)) ������

C̃(n+1)−C̃∗ = ĠC̃∗(C̃(n)−c̃∗)+Ġd(d(n)−d). (27)



ΔC̃(n) = C̃(n) − C̃∗, (28)

Δd(n) = d(n) − d. (29)

�����

ΔC̃(n+1) = ĠC̃∗ · ΔC̃(n) + Ġd · Δd(n). (30)

����	����, 


ΔC̃(n+1) = 0. (31)

��, ����d�����

Δd(n) = −ĠC̃∗ · ΔC̃(n)

Ġd

. (32)

	��d�������� δ, �∣∣∣Δd(n)
∣∣∣ < δ. (33)

� (32) �� (33) ������	�����∣∣∣ΔC̃(n)
∣∣∣ <

∣∣∣∣∣ Ġd

ĠC̃∗

∣∣∣∣∣ · δ. (34)
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�����d������� δ �, �� (34)

���
��	������	, ����d��
��� (32) �
���. ��������, ��
�� (32) � (34) 	������������.

��� δ = 10 � δ = 1, ������	��
�� 13 �� 14 ��. � δ = 10 �, ���
 5 �
�����	, � δ = 1 �, ���
 62 ����
�	, � 61 ��������. ����, ���
� δ ��, ���	�����. 
����, ��
����
��, ����������� δ 
�
�����	���.

� 13 δ = 10 �����	��

� 14 δ = 1 �����	��

5 � �

�� 2 �������
����, ����
����������, ������, ����
����
����
� θ � φ ���, ����
�����, 
	��:

1. �����������������, �
���������, ���������

�
���� (�� 2).

2. � 0.923 < θ < 6.983 ���������
���. �	 φ ������, ������ — �
���� — ���������, ��� 2 ��
��.

3. � θ > 6.983 ������������.

���, �	 φ ������, ������ — �
���� — ���������, ��� 2 ��
��; ���������, � θ 
��, ���
�������, �	 θ ���, �������
���; ����������
�����


, ����������; ���������,

� θ 
��, 
���


�, �������
���.

4. ���������������, 	��
����	��, �����
	�, �����
���, ������d���	��, �����
���, ���	�����.

	����������. 
�, � θ < 0.923
�, ���������, ��������	�
��������, ������, �����

����; � θ > 0.923 �, ����������
�	, ������	������
��, ��
����. ����, �
�������	��
���		
��������� “�” ��. 

�, ������ 2 �����
��, ����
���������, 	������� (���
��), �	�����������������
�, ��������
���, ���	���
���������������, ������
��������, 	�����
	�����.
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Chaotic behavior in the dynamical evolution of
network traffic flow and its control∗
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Abstract

This paper presents the day-to-day dynamic evolution of network traffic flow in a simple two-route network. Firstly, a day-to-day

dynamical assignment model is formulated, which can depict the evolution of network traffic flow. We have proved that the fixed

point of the dynamical system, which is the stochastic user equilibrium solution, exists and is unique. Secondly, based on nonlinear

dynamics theory, an equilibrium stability condition for the network is derived. Moreover, the evolution of network traffic flow is

investigated through numerical experiments. Meanwhile, periodic and chaotic flows are discovered under certain conditions. Finally, a

chaotic control method is derived considering OD demand as control variable.
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