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基于大量静止颗粒堆积而成的物体属于非线性弹性体的观点,计算了其弹性势能的声速表达式 (考虑圆柱对称

和沿主应力方向传播的平面波情形). 通过与已报道的一些实验数据的对比,认为精密的声学方法能够测定势能中的

所有材料参数,因此是研究这类材料非线性弹性行为细节的一个重要观测手段,但需要对样品的所有应力、密度和

均匀程度进行全面仔细的监控.
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1 引 言

大量无黏性颗粒构成的堆积物体 (如谷物、

沙子等, 又称颗粒物质) 具有非线性、耗散、塑

性变形、类固-液-气转换等一系列复杂的动力学

行为, 是当前软凝聚态物理领域的一个重要研究

对象 [1−3]. 虽然人们对这样的颗粒物质并不陌

生, 它的物理基础却一直未被彻底认识和澄清. de

Gennes[1] 在 1999年的一篇文章里曾提到现代人们

对颗粒物质的认识水平就像百多年前对固体晶体

的了解程度那样落后. 实际上这应该还是一个比较

乐观的看法,因为百多年前晶体的弹性力学和声波

理论已经存在,而描述颗粒物质宏观动力学和声波

的理论方程, 至今仍在研究和争论中. 由于可能对

诸如土建安全、地质灾害等许多工程领域的发展

产生影响和促进,有关颗粒物质的基础研究工作也

引起了一些工程学者的关注 [3,4]. 目前颗粒物质的

一些声波测量技术已经相当成熟,报道了许多甚至

包括复杂的表面波和带有神秘色彩的鸣沙现象在

内的测量结果 [5−14], 但对系统全面的宏观声波理

论仍未达成共识.

颗粒固体的声波行为一般有相干运动 (coher-

ent propagation)和多重散射 (multiple scattering)两

部分 [5]. 前者属于长程关联形式的宏观动力学现

象, 可用连续介质方程分析, 其波长和实验观测它

们的探头尺寸都必须远大于颗粒粒径. 多重散射

涉及颗粒邻近间距尺度上细观动力学行为,通常用

数值模拟方法分析计算 (例如离散元方法 [3]), 需

要用直径为几个粒径以下的小探头观测. 本文将

仅限于考虑宏观的相干波动运动,主要考虑它们与

近年来报道的颗粒固体流体动力学 (granular solid

hydrodynamics, GSH)理论方程的一些关系.概括地

讲, GSH 是将普适的能量、动量守恒原理和 On-

sager非平衡热力学应用于高密度的类固态颗粒物

质后得到的理论 (详细可见文献 [3]第一章).原则

上讲,用这种称作 “流体动力学”的方法可以建立任

何材料的低频长波动力学方程,例如牛顿流体动力

学、液晶流体动力学、弹性力学等 [15]. 从这个角

度看, GSH应该是一个一般性的颗粒宏观理论,能

统一描述这类材料的包括相干声波在内的所有宏

观性质 [16]. 对足够弱的声波扰动,实验显示颗粒物

质的平面声波传播速度 c与它的密度 ρ和应力 σij

有关. 在 GSH理论中这个关系将完全由一个弹性

势能函数来确定和表征. 本文将计算该势能给出的

沿着主应力方向传播的这些声速关系的解析公式.
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我们的目的主要有下面几点: 首先提供一个统一解

释和拟合不同状态 (即密度和应力)下测量的声速

数据的公式;然后利用它们总结出一条声学测定弹

性势能中出现的参数值的具体方案;并通过这些理

论-实验的对照,研判和检验该势能的合理性和适用

条件、精准程度等. 从与文献报道的一些数据的讨

论结果看,理论的确能很好地描述包括剪切应力和

中间主应力导致的横波简并劈裂在内的许多声速

细节. 当然这还只是一个比较初步的结论.目前的

数据在样品密度、受力情况、声速模式等方面测

控的都不尽全面,需要有更加系统和精密的进一步

实验工作后, 才能深入研究 GSH 与声学性质的关

系. 另外作为复杂的非线性强耗散材料, 颗粒物质

除上述最简单的、线性近似下的平面声波外,还具

有诸如高次谐波、波幅的耗散衰减、应力不均匀

导致的波导效应等一系列复杂的非线性声学问题,

它们都可用 GSH 方程计算分析. 本文讨论的线性

近似和用声速测定弹性参数值的方法等,将是进一

步研究这些复杂问题的基础.

2 颗粒固体的弹性势能

具体地讲, GSH 是一组由偏微分方程和代数

关系构成的完备方程组, 其中含有一个热力学特

征势函数和一系列的迁移系数公式,分别表征颗粒

材料的平衡态热力学性质和各种耗散迁移性质 [3].

这些公式的具体形式和其中的参数值都与材料有

关, 因此被称作材料关系, 具体表达式需要用合适

的实验来论证和测量. 为避免来自迁移过程的干

扰和影响,热力学势函数中弹性势能部分的测定应

该尽量利用可忽略耗散的准静态过程来完成. 但

值得注意的是, 颗粒固体属于迁移过程种类多、

耗散很容易被激发的材料, 一些常规的力学测量,

如应力 - 应变测量, 往往都伴随有不可忽略的迁

移现象 (如塑性等), 很难直接用于弹性势能函数

的实验研究. 对这类具有强耗散行为的复杂固体,

力学扰动极小的声学测量在避免迁移过程的干扰

上有着独特的优越性. 另外由于非线性, 颗粒固体

的不同声波模式的性质会随传播方向、应力和密

度的变化而变化, 测量数据因此特别丰富, 能够从

不同角度来全面细致地研究和测定弹性势的细节

行为.

本文将限于讨论圆柱对称、密度和应力均匀

样品中传播方向平行于和垂直于对称轴的波速性

质, 并认为声波足够地弱, 可忽略耗散对波速的影

响.这时可略去 GSH中的各种复杂迁移过程,理论

简化为非线性弹性体的动力学方程,在线性扰动近

似下的声波速度 ci 将完全被一个弹性势能 w随弹

性应变张量 uij 变化的函数 w(uij)所确定. 近年的

一些研究表明 [3,17−19],对无黏性颗粒固体,可初步

地将这个势能函数取为

w = B∆a

(
2

5
∆2 +

u2
s

ξ
− ξ1

u3
III

∆

)
, (1)

这里用记号 ∆ 表示弹性应变张量的迹取负:

∆ ≡ −ull (脚标 i, j, k, l 等表示直角坐标 x, y,

z, 文中将采用重复脚标自动求和的约定), u2
s, u

3
III

分别是偏应变 u∗
ij ≡ uij − ullδij/3 (即应变的无迹

部分)的平方和立方,又称第二和第三应变不变量:

u2
s ≡ u∗

iju
∗
ij , u3

III ≡ u∗
iju

∗
jku

∗
ki,字母 a, ξ, ξ1, B 是这

个势能模型的参数, 一般与材料有关. 由于疏密程

度不同的颗粒物质的软硬情况不同, 参数 B 将是

密度的函数,其他三个参数可初步认为与密度无关.

(1) 式是在赫兹接触理论提示下, 进一步考虑关于

应变有齐次幂律关系引入剪切后得到的模型,其适

用性取决于与实验测量的符合情况. 式中第一项反

映体积变形对颗粒系统弹性势能的影响,第二项和

第三项描述剪切的影响. 当指数 a 取 0.5 时, 势能

与应变之间有赫兹接触给出的 2.5次幂律关系.另

外值得指出的是, (1)式的 ξ1 = 0情况最早来自文

献 [17], 与第三不变量有关的 ξ1 修正项最早由文

献 [18] 的作者 Humrickhouse 建议, 但有趣的是他

只注意到了 ξ1 < 0的情况,发现它给出的一些修正

不符合颗粒物质的某些力学性质,并由此不倾向支

持其合理性. 可是如果仔细研究 ξ1 > 0的情况 [19],

不难发现该修正项除了能改善 Humrickhouse在文

献 [18]中提到的那些问题外,还能解释三轴力学装

置观察到的轴向压缩和拉伸屈服线不对称现象,以

及 Lade-Duncan 提出的应力屈服面形状等有关颗

粒物质弹性与屈服的细节特性,显然是一个合理正

确的修正. 本文将系统总结势能 (1)式给出的一些

基本声速特性, 特别是与第三不变量有关的效应,

即参数 ξ1 值的声波测量途径, 以期方便今后的实

验研判. 注意除波速外, 声波在颗粒物质中的振幅

衰减 (即吸收)也是值得关注的研究课题之一,但由

于与迁移系数等复杂因素有关,不在本文内容的考

虑范围.
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3 颗粒固体的平面弹性波波速公式

根据弹性理论 [20], 作为线性扰动近似下的弹

性平面波的波速 c与弹性势能函数 w(uij)之间有

下列方程给出的关系.首先将弹性势能对应变微分,

得应力

σij = − ∂w

∂uij
, (2)

将应力对应变微分,得四阶刚度张量

Mijlk =
∂σij

∂ulk
= − ∂2w

∂uij∂ulk
. (3)

再按下式定义 3× 3声波张量

Sij = −kmkn
2ρk2

(Mimnj +Mimjn), (4)

它的本征值的平方根就是波矢量为 km 的弹性波

动模式的相速度,而本征矢给出相应模式的极化方

向.将颗粒物质的势能模型 (1)代入 (2), (3), (4)式,

可得到应力和声波张量随应变变化的表达式,即

σij = σij(umn)和 Sij = Sij(umn). (5)

如果消去其中的应变,可将声波张量写成应力的函

数 Sij = Sij(σmn),求它的本征值即得声速随应力

和密度变化的函数: c = c(ρ, σmn). 对每一个波矢

量有三个平面波动模式, 波速一般不等, 除非有简

并发生. 注意对势能与应变之间满足二次多项式关

系的所谓线性弹性材料, 刚度张量Mijlk 是常数,

声速因此与应力无关.势能 (1)式不是应变的二次

多项式, 所描述的颗粒物质的弹性是非线性的, 声

速将与应力有关.

如果考虑圆柱对称情形, 主应力方向沿着对

称轴, 在图 1 插图所示的直角坐标系下, 应变张

量将取对角形式, 有 i ̸= j 时弹性应变 uij = 0,

并且 uxx = uyy. 另外应力 (5) 式也是对角的, 即

当 i ̸= j时 σij = 0. 将 (1)式代入 (2)式可得该情形

的主应力为

σxx =σyy =
B∆a+1

45

[
10(1− a)ξ1u

3

+ 15

(
2a

ξ
− ξ1

)
u2 +

30

ξ
u+ 18a+ 36

]
, (6)

σzz =
2B∆a+1

45

[
5(1− a)ξ1u

3 + 15

(
a

ξ
+ ξ1

)
u2

− 30

ξ
u+ 9a+ 18

]
, (7)

其中 u ≡ (uzz − uxx)/∆. 径向应力 (6)式又称围压,

轴向应力 (7)式又称轴压.除围压和轴压外,人们还

常用压强 P ≡ σkk/3,即

P =
2B∆a+1

45

[
5(1−a)ξ1u

3+
15a

ξ
u2+9a+18

]
(8)

和所谓的偏应力 q ≡ σzz − σxx,或它与围压的比值

q

σxx
=

45u(ξ1u− 2ξ−1)

10(1− a)ξ1u3 + 15(2aξ−1 − ξ1)u2 + 30ξ−1u+ 18a+ 36
(9)

来分别描述样品的受压和剪切程度.

现在考虑上述圆柱对称样品中的声波. 如

果波沿着对称轴方向传播, 有波矢量的 x, y 分

量 kx = ky = 0, 轴向分量 kz = k. 对这种情形,

直接计算可得声波张量 (4)式是对角的 (即 Sxy =

Sxz = Syz = 0),并且

S轴向xx =S轴向yy =
B∆a

2ρ

(
2

ξ
− ξ1u

)
, (10)

S轴向zz =
2B∆a

45ρ

[
5ξ1(3a− a2 − 2)u3 + 15(a− 1)

×
(
a

ξ
+ 2ξ1

)
u2 − 30

(
ξ1 +

2a

ξ

)
u

+ 9a2 + 27a+
30

ξ
+ 18

]
, (11)

上脚标表示声波沿着轴向传播. 因此该情形有

一个纵波和一个二度简并的横波, 声速分别

是 c轴向L =
√
S轴向zz 和 c轴向T =

√
S轴向xx . 对波矢量沿

着半径方向 (与 x轴平行)传播的声波,有 kx = k,

ky = kz = 0,相应的声波张量也是对角的,并且

S径向xx =
2B∆a

45ρ

[
5ξ1(3a− a2 − 2)u3 + 15(a− 1)

×
(
a

ξ
− ξ1

)
u2 + 15

(
ξ1 +

2a

ξ

)
u

+ 9a2 + 27a+
30

ξ
+ 18

]
, (12)

S径向yy =
B∆a

ρ

(
1

ξ
+ ξ1u

)
, (13)

S径向zz =
B∆a

2ρ

(
2

ξ
− ξ1u

)
, (14)

上脚标表示声波沿着径向 x 坐标轴传播. 由此

得纵波速度 c径向L =
√
S径向xx , 以及极化方向与对

称轴垂直和平行的两个横波速度 c径向Ty =
√
S径向yy
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和 c径向Tz =
√
S径向zz . 注意当 ξ1 = 0时, 由 (13), (14)

式给出的两个径向横波是简并的. 但如果 ξ1 ̸= 0,

剪切力会导致这两个横波波速不等,也就是说这个

横波简并将被劈裂.另外如果 u = 0没有剪切力,轴

向和径向之间没有区别,有波速 c轴向L = c径向L = cL0

和 c轴向T = c径向Ty = c径向Tz = cT0 (下脚标 0表示没有

剪切).

弹性势能 (1) 式给出的声速公式 (6)—(11) 式

具有下面一些性质. 首先当没有剪切 u = 0, 即

样品应力状态呈各向同性时, 横波波速为 cT0 =√
B∆a/ξρ. 用 (8) 式将其写成压强 P 的函

数,有

cT0 = c0

(
P

P0

) a
2a+2

, (15)

其中 P0 = 0.1013 MPa是标准大气压,符号

c0 =

√
B

ρξ

[
5P0

2(a+ 2)B

] a
2a+2

(16)

是密度为 ρ的均匀样品在标准大气压下的横波声

速.当 a = 1/2时,有 cT0 ∼ P 1/6,对应于赫兹接触

模型情况的声速-压强关系 [17].

没有剪切时的纵波波速与横波波速 (15)式相

差一个比例因子 g0,即

cL0 = g0cT0, (17)

g0 =

√
(6a2 + 18a+ 12)ξ + 20

15
, (18)

因子 g0 只是材料参数 a 和 ξ 的函数, 与 ξ1 和

应力无关, 意味着没有剪切力时的横波-纵波波

速比值 cT0/cL0 = g−1
0 是个材料特性, 并且在 0

到
√
3/4 范围取值, 见图 1. 值得指出的是, 这

个取值范围远比一些细观理论计算所给出的

大, 例如文献 [21] 报道的有效介质近似 (effec-

tive medium approximation, EMA) 模型. 对泊松

比为 υ 的球形颗粒, EMA 理论分析给出的这个

波速比值为 cT0/cL0 =
√
(3υ − 4)/(5υ − 8). 由

于泊松比 υ 的取值范围是从 0 到 0.5, 有 EMA

的 cT0/cL0 = 0.674—0.707,即图 1阴影部分所示的

很小范围.这个分歧可能是因为 EMA考虑的仅仅

是等半径的球形颗粒情形, 而势能 (1)式对颗粒的

形状和大小没有限制,因此允许 cT0/cL0 有大的取

值范围.注意一些实验,例如文献 [6]观测到的这个

波速比值是 cT0/cL0 = 0.54—0.6 (体积分数 0.60—

0.64), 明显低于 EMA 的预期范围, 但没有超出势

能 (1)式给出的范围.

图 1 各项同性压缩下,不同指数 a时的弹性势能 (1)式给
出的横波-纵波波速比值随参数 ξ 的变化,插图是圆柱对称
情形坐标系的取法

图 1可以用来测量参数 ξ 的值.除可以用横波

和纵波的速度比测定外, 参数 ξ 还与颗粒材料的

屈服性质有密切关系,例如对库仑屈服角约为 28◦

的天然干燥砂砾可考虑取 ξ ∼ 1. 当 ξ1 = 0 时,

势能模型 (1)式的屈服条件是 σs 6
√
2/ξP [17],其

中 σ2
s ≡ σ∗

ijσ
∗
ij ,偏应力 σ∗

ij ≡ σij − σllδij/3. 这意味

着在给定的压强 P 下, ξ 越大,所对应的颗粒材料

能承受的静态剪切力越小. 值得注意的是 ξ 显然是

纯宏观参数,它与材料的细观情况如单个颗粒的形

状和表面光滑度、摩擦行为等,不一定有确切的定

量关系.

当有剪切力, 即 u ̸= 0 时, 声速一般与传播

方向有关. 如果波矢量与 z 轴平行, 由 (10) 式

可得

c轴向T =

√
B∆a

ρξ

√
1− ξξ1

2
u. (19)

利用 (8)和 (16)式,可以证明:√
B∆a

ρξ
= c0

(
P

P0

) a
2a+2

g1, (20)

其中 c0由 (16)式给出,因子

g1 =

[
9(a+ 2)

5(1− a)ξ1u3 + 15aξ−1u2 + 9a+ 18

] a
2a+2

.

(21)

将 (20)式代入 (19)式,有

c轴向T = c0g
轴向
T

(
P

P0

)a/(2a+2)

, (22)
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其中

g轴向T = g1

√
1− ξξ1

2
u (23)

是只与样品剪切力程度有关的因子. 利用 (9) 式

可消去剪切因子 (23) 式中的 u, 将其转换成应力

比 q/σxx 的函数. (22)式意味着我们能对声速的压

强效应和剪切效应进行因式分解, 这显然是因为

势能 (1)式是应变的齐次函数的缘故. 另外剪切因

子 (23)式与 (1)式中的第三不变量项有关,表示原

则上可通过测量声速的剪切效应获得参数 ξ1的值.

类似地,可得沿着轴向传播的纵声波的波速为

c轴向L = c0g0g
轴向
L

(
P

P0

)a/(2a+2)

, (24)

和沿着径向传播的三个波速:

c径向Ty,Tz = c0g
径向
Ty,Tz

(
P

P0

)a/(2a+2)

, (25)

c径向L = c0g0g
径向
L

(
P

P0

)a/(2a+2)

, (26)

其中的剪切因子分别是

g轴向L = g1

√
1 +

5ξ1(3a− a2 − 2)u3 + 15(a− 1)(aξ−1 + 2ξ1)u2 − 30(ξ1 + 2aξ−1)u

9a2 + 27a+ 30ξ−1 + 18
, (27)

g径向L = g1

√
1 +

5ξ1(3a− a2 − 2)u3 + 15(a− 1)(aξ−1 − ξ1)u2 + 15(ξ1 + 2aξ−1)u

9a2 + 27a+ 30ξ−1 + 18
, (28)

g径向Ty = g1
√
1 + ξξ1u, (29)

g径向Tz = g1

√
1− ξξ1

2
u = g轴向T , (30)

这里的 g0由 (18)式, g1由 (21)式给出.注意所有的

剪切因子在 u = 0时都为 1. 另外纵波的 (24), (26)

式比横波的 (23), (25) 式多出一个比例因子 g0, 并

且轴向传播的横波与径向传播轴向极化的横波有

相同的速度.

上面的计算表明,均匀圆柱对称样品沿着轴向

和径向传播的声速有 4 个不同的剪切因子. 图 2

是 a = 0.5, ξ = 1和三个不同 ξ1 值时它们随剪切

应力比 q/σxx 变化的曲线.注意由于屈服, q/σxx 只

能在一定范围取值 (大约为 −1到 2.5之间,确切范

围与势能的参数值有关). 由于这些剪切效应多少

与 ξ1有关,我们原则上可以用从声速随剪切力变化

图 2 剪切因子随应力比的变化
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的实验数据来分析它的值.另外尽管这里只考虑了

圆柱对称情形,对一般的非圆柱对称情形也可以类

似地计算出沿着主应力方向传播的声速公式.

4 讨 论

从上节的计算可得, 如果弹性势能 (1) 式中

的参数 a, ξ, ξ1 与密度无关, 它给出的声速随密

度 ρ, 剪切程度 q/σxx、压强 P 的变化可因式分

解为 c = c0g(P/P0)
a/(2a+2) 的形式,其中 c0 只是 ρ

的函数, g 只是 q/σxx 的函数. 利用这个性质,我们

原则上可按照下列步骤来获取势能 (1) 式中的参

数值. 首先测量不同密度时, 各向同性压力下 (即

没有剪切)的横波和纵波声速随压强 P 的变化,从

它们在对数坐标里给出的直线得到指数 a 后, 再

利用横波和纵波声速比和 (17), (18) 式确定 ξ. 将

得到的 a, ξ 和标准大气压下测量的不同密度的声

速值代入 (16) 式, 可得弹性模量参数随密度的变

化 B(ρ). 最后再利用剪切效应来确定参数 ξ1.

由于对一种给定的颗粒样品目前还未有上述

步骤的系统测量,我们只能利用一些数据不全面的

文献报道来简单讨论本文的理论声速公式与实验

的对照情况. 图 3是文献 [13, 14]报道的各向同性

压缩时的声波波速, 都很好地满足 (15) 和 (17) 式

所示的幂率关系,并且横 -纵波速比值也基本与压

强无关 (见插图). 拟合显示幂率在 0.23—0.24之间,

波速比是 0.65—0.6, 大气压下的波速 c0 约 240—

260 m/s, 对应的 GSH 弹性势能 (1) 式的参数大约

为 a ∼ 0.89, ξ ∼ 0.56, 和 B ∼ 15.5 GPa (取密

度 ρ ∼ 1500 kg/m3). 注意这个 a 值明显偏离了赫

兹点接触模型的 0.5, 可能是压强很大 (几十到百

多兆帕), 颗粒之间接触面过大的缘故. 球形颗粒

物质是否遵守赫兹点接触模型是一个长期争论的

问题 [22],好像至今仍未有确切答案.有声波实验工

作显示 [23,24], 如果压强小于 10 MPa, 对一维颗粒

链和二维颗粒系统, 赫兹模型的确成立, 但如果二

维系统的围压力特别小时会出现偏离,作者猜测是

无序导致的. 弹性势能 (1)式显然可以描述偏离赫

兹 (即 a偏离 0.5)的情况,但必须注意实验在这个

问题上还存在分歧.另外文献 [14]虽然也报道了一

些有剪切力时的声速数据,但由于不清楚实验时样

品的应力情况 (如径向与轴向的应力比等),难以用

来定量考察剪切因子和参数 ξ1的情况.

图 3 文献 [13, 14]测量的声速和声速比 (插图)随压强的
变化 (直线是拟合结果,利用 (15)—(18)式可得与它们对应
的弹性势能参数 a, ξ, B,详见正文

文献 [6]系统测量了沿着轴向和径向传播的声

速, 同时还给出了样品密度、轴向和径向应力值,

因此比较适合用来考察剪切因子和参数 ξ1 的情况.

但遗憾的是没有各向同性情况时声速随压强变化

的数据, 我们无法预先判断出样品的 a值.作为一

个简单讨论,我们假设有赫兹接触模型 a = 0.5. 利

用测量的波速及其比值 cT0/cL0 ∼ 0.6, 可估算得

到 ξ ∼ 1, B ∼ 7 GPa. 这时,参数 ξ1 ∼ 0.25给出的

剪切效应与实验数据符合很好,特别是随 q/σxx 的

变化趋势和径向横波的劈裂都与实验符合,见图 4.

这个结果与文献 [19]给出的力学分析,均支持颗粒

固体的弹性与第三应变不变量 uIII 有一定的关系,

并且 ξ1 > 0. 注意图 4的应力水平只有零点几兆帕,

远低于图 3的几十到百多兆帕 (声速因此相应地慢

了许多),考虑赫兹接触应该是比较合理的. 另外文

献 [16]也曾用 ξ = 3/4, ξ1 = 0的弹性能 (1)式分析

了图 4的实验数据. 我们这里的结果主要是: 如果

计入第三不变量的影响,弹性能 (1)式与这些声速

测量的符合程度能得到进一步的改善.

尽管本文和文献 [8—11, 16] 等用 (1) 式分析

声波实验都给出了相当良好的结果, 许多问题仍

有待更加全面和精准的实验来进一步澄清. 例如

除文献 [8—10]的表面波分析外, 其他理论计算均

假设了样品的密度和应力均匀, 而实际实验中它

们多少会有空间不均匀性出现, 其对声速的影响

情况目前还无法知晓. 不少实验没有完整地监测

样品的密度或所受的应力, 从而给理论分析带来

了相应的不确定性. 严格判定模型 (1)式给出的声

速公式是否合理, 显然需要在实验上精确地控制

和测量密度和所有应力分量. 另外偏离圆柱对称
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或主应力方向传播的声速也是一件值得测量研究

的事情.原则上讲耗散多少也会影响声速 (类似电

导会影响介质的电磁波速,见文献 [11]),其程度还

有待研究. 除声速外, 弹性能 (1) 式还必须描述颗

粒物质的其他静力学行为,诸如静力屈服条件以及

近年来岩土力学领域里特别关注的极小应力 - 应

变增量测试,等等. 仔细考察这些力学和声学实验

结果能否统一合理地用 (1)式 (或辅助以适当的修

正)来表征, 将是颗粒静力学研究领域的一个重要

课题.

图 4 理论给出的剪切效应 (实线)与文献 [6]的测量值 (符号)对照 (实心符号是经过松化处理的低密度样品,空心符号是落雨
方式制备的高密度样品)

最后值得提到的是, GSH认为除密度和应力外

不再有其他状态变量, 声速因此只是它们的函数.

近十多年来, 不少基于细观的研究工作 (模拟计算

或 EMA)倾向认为声速还与配位数 Z 有关. 例如没

有剪切力时, EMA 给出的球形颗粒物质的横波声

速为 [14]

cEMA
T0 =

√
Cn

20πρ
(ϕZ)1/3

(
6πP

Cn

)1/6

, (31)

其中 ϕ 是体积分数, Cn 是颗粒的弹性模量. 这个

细观结论与 GSH的主要概念的分歧是: 配位数是

否是独立状态变量. 如果 Z 是独立的状态量, (31)

式意味着可以将一种颗粒材料制备成两个压强和

密度相同的均匀样品, 但它们的声速不同 (因为配

位数不同). 由于未见可靠的声速实验证据支持这

个观点, 其是否正确目前还无法肯定. 另外有学者

认为配位数 Z 和体积分数 ϕ之间存在一定的关系,

例如 ϕ = Z/(Z + 2
√
3)[25,26]. 如果是这样,我们可

将 (31) 式看作指数 a 取赫兹接触值的 (15) 式, 并

且 c0与密度的变化关系为

cEMA
0 ∼

(
ϕ1/2

1− ϕ

)1/3

, (32)

这时 GSH与 EMA之间将没有概念分歧,而 (32)式

可看作是从 Hertz-Mindlin颗粒接触力出发用平均

场近似计算的 c0 表达式. 但它们在定量上还是有

差别的. 颗粒固体的密度在最松和最密无规堆积

分数 ϕlp 和 ϕcp 之间, 典型值为 0.55和 0.65. 在这

个区间, (32)式给出的基本上是一个线性变化关系,

见图 5的虚线.与之对照,由 GSH的 (16)式有

c0 ∼ B1/3/ϕ1/2. (33)

如果考虑下面的幂率形式 B(ρ)模型 (详见文献 [3]

第一章)

B ∼
(

ϕ− ϕ1

ϕcp − ϕ

)b

, (34a)

ϕ1 =
6ϕlp − (2b+ 3)ϕcp

3− 2b
, (34b)

可得图 5实线所示的密度效应曲线.它们与 EMA

的主要差别是 GSH模型 (34)式在接近最密无规堆

图 5 EMA ((32)式, 虚线)和 GSH ((33), (34)式, 实线)给
出的声速密度效应对照
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积时会急剧增大.所有这些与密度或配位数有关的

问题目前都尚未解决,显然值得在严密监控样品密

度和应力的前提下,用精密声速实验来加以澄清.

5 结 论

对圆柱对称、沿着主应力方向 (即平行和垂直

对称轴方向)传播的平面声波,本文给出了颗粒固

体弹性势能 (1)式的声速表达式. 它们能很好地符

合目前报道的各种声速实验特性,可用于统一处理

声速测量数据,进而获得势能 (1)式中的材料参数

值. 特别是利用文中建议的测量步骤, 在样品的密

度和应力得到全面监测的前提下,我们可用测量声

速的实验手段研究与第三应力不变量有关的非线

性弹性行为细节. 这些结果将有助于今后进一步研

究考察声学数据与力学增量测试和屈服现象的关

系、澄清密度与配位数之间是否存在联系等一系

列有关颗粒物质宏观静力学的基本问题.
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Abstract

According to the point of view that static dense granular matter is a nonlinear elastic body, we derive an analytic sound speed

expression given by its elastic potential, for the case of samples with cylindrical symmetry and sound waves propagating in the di-

rections along and perpendicular to the symmetry axis. By a detailed comparison of the expressions with experiments reported in the

literature, we conclude that the acoustic method can determine all material parameters appearing in the elastic potential accurately,

which provides us with an important way of studying detailed nonlinear elasticity behaviors of granular materials, if stresses, density,

and their uniformity of samples are thoroughly controlled and measured.
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