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构造 Birkhoff函数 (组)的待定张量法*
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研究力学系统 Birkhoff 函数 (组) 的构造方法. 基于自伴随条件和线性偏微分方程组的可积性条件给出构

造 Birkhoff函数 (组)的待定张量法. 举例说明结果的应用.
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1 引 言

Birkhoff 力 学 以 Pfaff-Birkhoff 变 分 原 理

和 Birkhoff 方程为基础 [1,2], 经过近 40 年的发

展取得了一系列研究成果. 主要包括 Birkhoff 函

数 (组) 的构造方法 [2−7]、Birkhoff 系统的对称

性与守恒量问题 [8−14]、Birkhoff 系统的几何理

论 [5−19]、Birkhoff 系统的数值计算方法 [20,21] 以

及广义 Birkhoff系统 [22−25]等方面的研究.
作为 Hamilton系统的自然推广, Birkhoff系统

是更为一般的动力学系统.它既适用于保守系统也

适用于非保守系统.在 Lagrange体系和Hamilton体

系,非保守力破坏了完整系统运动微分方程的自伴

随性以及系统的辛结构和泊松结构, 而在 Birkhoff

动力学体系, 系统的运动微分方程可以表现为自

伴随形式, 非保守力只改变辛结构的简单性, 使

之成为一般辛结构 [4,5]. 可以看出, 将问题纳入

到 Birkhoff力学框架来考虑,对于研究系统的解析

性和代数、几何结构之间的关系有许多方便之处.

因此,考虑如何将给定系统 Birkhoff化成为一个重

要问题.解决这一问题的关键在于寻求适当的方法

来构造 Birkhoff函数 (组). 目前已有三种普适的构

造方法能将给定系统的运动微分方程化为 Birkhoff

方程的形式,分别是 Hojman方法 [2]、Santilli第一

方法 [3] 和 Santilli 第二方法 [4]. 但在实际应用中,

三种方法均会遇到技术性困难: Hojman 方法的困

难在于要求出系统的全部第一积分; Santilli第一方

法的困难在于对 Cauchy-Kovalevski方程组的求解;

Santilli第二方法的困难在于要先将给定系统自伴

随化. 因而, 研究如何简化 Birkhoff函数 (组)的构

造方法仍是一个重要问题. 为此, 本文提出待定张

量法. 该方法不仅可以用来构造 2n维动力学空间

中一般 Birkhoff系统的 Birkhoff函数 (组), 而且还

适用于 n 维动力学空间中广义 Birkhoff 系统的广

义 Birkhoff函数 (组)的构造.

2 Birkhoff方程及其自伴随条件

一般形式的 Birkhoff方程如下 [2]:(
∂Rν(t, a)

∂aµ
− ∂Rµ(t, a)

∂aν

)
ȧν

−
(
∂B(t, a)

∂aµ
+

∂Rµ(t, a)

∂t

)
=0, (µ = 1, · · · , 2n). (1)
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其中 aµ 为变量, t 为时间, B 为 Birkhoff 函数, Rµ

为 Birkhoff函数组. 式中对重复指标求和 (下同).

在方程 (1) 中, 如果函数 Rµ 不显含时间 t,

则 Birkhoff方程称为半自治的,如果 B 和 Rµ 都不

显含时间 t,则 Birkhoff方程称为自治的,有形式

Ωµν(a)ȧ
ν − ∂B(a)

∂aµ
= 0, (µ = 1, · · · , 2n). (2)

其中

Ωµν =
∂Rν

∂aµ
− ∂Rµ

∂aν
(3)

称为 Birkhoff张量. 借助 Birkhoff张量可将非自治

形式的 Birkhoff方程 (1)写为

Ωµν(t, a)ȧ
ν −

(
∂B(t, a)

∂aµ
+

∂Rµ(t, a)

∂t

)
=0, (µ = 1, · · · , 2n). (4)

此外, Birkhoff方程总是自伴随的,即满足条件

Ωµν +Ωνµ = 0, (5a)

∂Ωµν

∂aτ
+

∂Ωντ

∂aµ
+

∂Ωτµ

∂aν
= 0, (5b)

∂Ωµν

∂t
=

∂

∂aµ

(
∂B

∂aν
+

∂Rν

∂t

)

− ∂

∂aν

(
∂B

∂aµ
+

∂Rµ

∂t

)
. (5c)

其中 (5a), (5b)式分别说明 Birkhoff张量 Ωµν 是反

对称的和满足 Jacobi恒等式的.

为下文叙述方便, 先给出一阶线性偏微分方

程组的可积条件 [26]: n 个自变量、一个未知函

数 z = z(r)的一阶线性偏微分方程组有如下形式:

∂z

∂aν
= fν(r), (ν = 1, · · · , n). (6)

其中向量 r = (a1, · · · , an). 若 (6) 式可积, 则函

数 fν 在所考虑的星形区域内连续可微且满足

∂fµ
∂aν

=
∂fν
∂aµ

, (µ, ν = 1, · · · , n). (7)

3 待定张量法

假设给定系统的运动微分方程已化为标准一

阶形式

ȧµ −Ξµ(t, a) = 0, (µ = 1, · · · , 2n). (8)

将 (8) 式 Birkhoff 化, 实际上是要构造适当的函

数 B 和 Rµ 使得由 Birkhoff方程 (1)导出的一阶自

伴随方程与 (8)式等价. 若还要求 Birkhoff方程 (1)

可写为逆变形式

ȧµ = Ωµν

[
∂B(t, a)

∂aν
+

∂Rν(t, a)

∂t

]
, (9)

其中 Ωµν = Ω−1
µν ,则正规性条件是必须的,即要求

det(Ωµν) ̸= 0. (10)

由于 Birkhoff张量是反对称的,故正规 Birkhoff系

统的变量 aµ 的个数只能为偶数. 对于 aµ 的个

数为奇数的退化系统, 可归为广义 Birkhoff 系统

来研究 [5].

将 (8)式代入 Birkhoff方程 (4)有

ΩµνΞ
ν −

(
∂B(t, a)

∂aµ
+

∂Rµ(t, a)

∂t

)
=0. (µ = 1, · · · , 2n). (11)

此时 Birkhoff 张量 Ωµν、函数 B 和 Rµ 都是未知

的.用待定张量法来构造 Birkhoff函数 (组)B和Rµ

的基本思路是: 先确定出 Birkhoff 张量 Ωµν , 再利

用 Santilli 第二方法 [2,3] 给出的公式得到函数 B

和 Rµ,即

Rµ(t, a) =

[ ∫ 1

0

τΩνµ(t, τa)dτ

]
aν . (12)

B(t, a) = −
[ ∫ 1

0

(
Γµ +

∂Rµ

∂t

)
(t, τa)dτ

]
aµ. (13)

其中
[
ΩµνΞ

ν + Γµ

]
SA

= 0, SA表示自伴随.显然,

考虑如何确定 Birkhoff张量 Ωµν 成为问题的关键.

注意到 Birkhoff张量 Ωµν 是反对称的,故要完全确

定 Ωµν 只需确定 µ < ν 或 µ > ν(µ, ν = 1, · · · , 2n)
时的m个协变分量即可.以下采用通过确定 µ < ν

的 m个协变分量来确定 Ωµν 的方法,并称此 m个

未知协变分量 Ωµν(µ < ν;µ, ν = 1, · · · , 2n) 为待
定分量. 下面导出具体确定m个待定分量的方程.

将 (11)式写为

∂B(t, a)

∂aµ
= ΩµνΞ

ν − ∂Rµ(t, a)

∂t
≡ fµ. (14)

若要实现系统的 Birkhoff表示, Birkhoff函数 B 必

须存在, 这要求函数 fµ 必须满足可积性条件 (7).

具体地,将

fµ = ΩµνΞ
ν − ∂Rµ(t, a)

∂t
. (15)

代入条件 (7)有

∂Ωµρ

∂aν
Ξρ +Ωµρ

∂Ξρ

∂aν
− ∂2Rµ

∂t∂aν
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=
∂Ωνρ

∂aµ
Ξρ +Ωνρ

∂Ξρ

∂aµ

− ∂2Rν

∂t∂aµ
, (µ, ν, ρ = 1, · · · , 2n). (16)

整理得

∂Ωµν

∂t
+

(
∂Ωµρ

∂aν
− ∂Ωνρ

∂aµ

)
Ξρ

+

(
Ωµρ

∂Ξρ

∂aν
−Ωνρ

∂Ξρ

∂aµ

)
=0, (µ, ν, ρ = 1, · · · , 2n). (17)

再次注意到 Ωµν 的反对称性, 则 (17) 式只给出 m

个有效方程. 取 µ < ν 时的 m个方程, 并利用 Ja-

cobi恒等式 (5b)将其化简得

∂Ωµν

∂t
+

∂Ωµν

∂aρ
Ξρ +

(
Ωµρ

∂Ξρ

∂aν
−Ωνρ

∂Ξρ

∂aµ

)
=0, (µ < ν;µ, ν, ρ = 1, · · · , 2n). (18)

容易看出, 上式是以 m 个待定分量 Ωµν(µ <

ν;µ, ν = 1, · · · , 2n) 为未知函数的 m 个一阶线

性偏微分方程. 由此解出一组满足正规性条件的

协变分量 Ωµν(µ < ν;µ, ν = 1, · · · , 2n),则 Birkhoff

张量Ωµν 得以确定.随后 Birkhoff函数B可通过分

别积分 (14)式中的 m个一阶线性偏微分方程并适

当组合得到,而 Birkhoff函数组 Rµ 可利用 Santilli

第二方法得出,也可将已求得的张量 Ωµν 和函数 B

代入 Birkhoff方程得到关于 Rµ 的偏微分方程组并

求解得到. 对某些特殊系统,还可构造出更直接的

方法得到函数组 Rµ. 于是,构造力学系统 Birkhoff

函数 (组)B 和 Rµ 的问题转化为对一阶线性正定偏

微分方程组 (18)的求解问题.

对某些特殊系统,待定分量所满足的方程还可

简化. 为此,将 (18)式改写为

d̄Ωµν(t, a)

dt
+ fµν(t, a,Ω)

=0, (µ < ν;µ, ν = 1, · · · , 2n). (19)

其中

d̄

dt
=

∂

∂t
+Ξρ ∂

∂aρ
,

fµν(t, a,Ω) ≡ Ωµρ
∂Ξρ

∂aν
−Ωνρ

∂Ξρ

∂aµ
, (20)

Ω = (Ω12, · · · , Ωµν), (µ < ν;µ, ν = 1, · · · , 2n).

对 (19)式作如下讨论:

1)若由代数方程

fµν(t, a,Ω) = 0, (µ < ν;µ, ν = 1, · · · , 2n). (21)

解得满足正规性条件的 m 个协变分量 Ωµν(µ <

ν;µ, ν = 1, · · · , 2n) 全是常数, 则此组分量也一定

满足 (19)式. 此时 Birkhoff函数组 Rµ 可按如下方

法构造:

Rµ ≡rµνa
ν

=

−Ωµνa
ν , µ < ν,

0, µ > ν,

(µ, ν = 1, · · · , 2n). (22)

其中 rµν = rµν(Ω). 容易验证,所得的常数协变分

量及按 (22)式构造的 Rµ 能够使得方程 (3), (5)成

立,即 (22)式的取法是可行的. 显然,此种情况将给

出系统的自治 Birkhoff表示.

2) 对于给定的系统, 若将具体的 Ξρ 代入函

数 fµν(t, a,Ω)的表达式后,得到的是不含变量 a的

函数 fµν(t, Ω),则 (19)式可按常微分方程组来求解

fµ = ΩµνΞ
ν − ∂Rµ(t, a)

∂t
. (23)

此时 Birkhoff 函数组 Rµ 仍可按 (22) 式构造

且 rµν = rµν(Ω(t)). 此种情况将给出系统的非

自治 Birkhoff 表示. 特别地, 将上述诸方程作相应

简化就可以得到分别适用于自治和半自治 Birkhoff

表示的待定张量法. 此外, 将偶数维的动力学空间

推广为正整数维并去掉正规性条件的限定,则待定

张量法可用于广义 Birkhoff系统的广义 Birkhoff函

数 (组)的构造.

4 算 例

例 1 用 待 定 张 量 法 构 造 Hojman-

Urrutia方程 [2,3]

ẍ+ ẏ = 0, ÿ + y = 0 (24)

的 Birkhoff函数 (组)B 和 Rµ.

令

a1 = x, a2 = y, a3 = ẋ, a4 = ẏ. (25)

则系统 (24)可表为标准一阶形式

ȧ1 = a3, ȧ2 = a4, ȧ3 = −a4, ȧ4 = −a2. (26)
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设系统对应的 Birkhoff张量 Ωµν 为

Ωµν =


0 Ω12 Ω13 Ω14

−Ω12 0 Ω23 Ω24

−Ω13 −Ω23 0 Ω34

−Ω14 −Ω24 −Ω34 0

 , (27)

其中协变分量 Ωµν(µ < ν;µ, ν = 1, 2, 3, 4)为待定

分量.
首先, 按情况 1) 求系统的自治 Birkhoff 表示.

由 (21)式列写代数方程得

−Ω14 = 0,

Ω12 −Ω13 = 0,

−Ω12 +Ω34 = 0,

Ω23 = 0,

−Ω23 +Ω14 = 0. (28)

可取

Ω12 = Ω13 = Ω34 = −1,

Ω14 = Ω23 = Ω24 = 0. (29)

则 Birkhoff张量为

Ωµν =


0 −1 −1 0

1 0 0 0

1 0 0 −1

0 0 1 0

 , (30)

Birkhoff函数组 Rµ按 (22)式构造得
R1

R2

R3

R4

 =


0 −Ω12 −Ω13 −Ω14

0 0 −Ω23 −Ω24

0 0 0 −Ω34

0 0 0 0




a1

a2

a3

a4



=


a2 + a3

0

a4

0

 . (31)

即

R1 = a2 + a3, R2 = 0,

R3 = a4, R4 = 0. (32)

将 (30), (32)式代入 (14)式整理得

∂B

∂a1
= 0,

∂B

∂a2
= a3,

∂B

∂a3
= a2 + a3,

∂B

∂a4
= −a4. (33)

分别积分四个一阶偏微分方程, 将所得结果相

加 (相同项取一次)并略去任意函数项可得

B =
1

2
[(a3)2 − (a4)2] + a2a3. (34)

容易验证此组 B 和 Rµ 满足自伴随条件 (5)且正规

性条件 (10)成立. 于是系统对应的自治 Birkhoff方

程为

Ωµν(a)ȧ
ν − ∂B(a)

∂aµ
= 0, (µ = 1, 2, 3, 4). (35)

其中 B和 Rµ由 (34)式和 (32)式给出.

其次, 按情况 2) 求系统的非自治 Birkhoff 表

示. 利用 (23)式列写常微分方程组得

d

Ω′
12

dt = Ω′
14,

dΩ′
13

dt
= 0,

dΩ′
14

dt
= Ω′

13 −Ω′
12,

dΩ′
23

dt
= Ω′

12 −Ω′
34,

dΩ′
24

dt
= Ω′

23,
dΩ′

34

dt
= Ω′

23 −Ω′
14. (36)

其中 Ω′
µν(µ < ν;µ, ν = 1, 2, 3, 4) 为待定分量.

解 (36)式得

Ω′
12 = sin t, Ω′

13 = 0,

Ω′
14 = cos t, Ω′

23 = t sin t,

Ω′
24 = sin t− t cos t, Ω′

34 = sin t. (37)

则 Birkhoff张量为

Ω′
µν =


0 sin t 0 cos t

− sin t 0 t sin t sin t− t cos t

0 −t sin t 0 −t cos t

− cos t t cos t− sin t t cos t 0

 , (38)
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Birkhoff函数组 R′
µ按 (22)式构造得

R′
1

R′
2

R′
3

R′
4

 =


0 − sin t 0 − cos t

0 0 −t sin t t cos t− sin t

0 0 0 t cos t

0 0 0 0




a1

a2

a3

a4

 , (39)

即

R′
1 = −a2 sin t− a4 cos t,

R′
2 = a4(t cos t− sin t)− ta3 sin t,

R′
3 = ta4 cos t,

R′
4 = 0. (40)

将 (38), (40)式代入 (14)式整理得

B′ =
1

2
[(a2)2(t cos t− sin t)− (a4)2 sin t]

+ a3 cos t(ta2 − a4). (41)

容易验证此组B′和R′
µ满足自伴随条件 (5)且正规

性条件 (10)成立. 于是系统对应的非自治 Birkhoff

方程为

Ω′
µν(t, a)ȧ

ν −
(
∂B′(t, a)

∂aµ
+

∂R′
µ(t, a)

∂t

)
=0, (µ = 1, 2, 3, 4). (42)

其中 B′和 R′
µ由 (32)式和 (34)式给出.

在本例中, 我们用待定张量法构造了两组在

规范变换 [2,3] 下等价的 Birkhoff函数 (组) (Rµ, B)

和 (R′
µ, B

′), 并由此得到了 Hojman-Urrutia 方程的

自治和非自治Birkhoff方程.这表明,同一个动力学

系统可以用多组不同的函数B′和R′
µ将其 Birkhoff

化,而相应的 Birkhoff方程在规范变换意义下是等

价的.

例 2 已知某广义 Birkhoff系统的一阶运动微

分方程组为

ȧ1 = a2,

ȧ2 =
−t

1 + t2
,

ȧ3 = a1 − ta2 − t. (43)

试用待定张量法构造该系统的广义 Birkhoff 函

数 (组)B 和 Rµ.

设 Birkhoff张量 Ωµν 为

Ωµν =


0 Ω12 Ω13

−Ω12 0 Ω23

−Ω13 −Ω23 0

 , (44)

其中 Ω12, Ω13, Ω23 是待定分量. 利用 (23) 式列写

待定分量应满足的常微分方程为

dΩ12

dt
−Ω13t−Ω14 = 0,

dΩ13

dt
= 0,

dΩ14

dt
+Ω13 = 0. (45)

一组解是

Ω12 = 0, Ω13 = 1, Ω14 = −t. (46)

则 Birkhoff张量为

Ωµν =


0 0 1

0 0 −t

−1 t 0

 , (47)

广义 Birkhoff函数组 Rµ为
R1

R2

R3

 =


0 −Ω12 −Ω13

0 0 −Ω23

0 0 0




a1

a2

a3



=


−a3

ta3

0

 . (48)

即

R1 = −a3, R2 = ta3, R3 = 0. (49)

将 (47), (49)式代入 (14)式整理得

∂B

∂a1
= a1 − ta2 − t,

∂B

∂a2
= −ta1 + t2a2 − a3 + t2,

∂B

∂a3
= −a2 − t2

1 + t2
. (50)
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分别积分 (50)式并适当组合得

B =
1

2

[
(a1)2 + t2(a2)2

]
− t2a3

1 + t2

− ta1a2 − a2a3 − ta1 + t2a2. (51)

容易验证此组函数 B 和 Rµ 满足自伴随条件 (5),

但正规性条件 (10)不满足,故得到的是破坏了正规

性条件的广义 Birkhoff方程

Ωµν(t, a)ȧ
ν −

(
∂B(t, a)

∂aµ
+

∂Rµ(t, a)

∂t

)
=0, (µ = 1, 2, 3). (52)

其中 B和 Rµ由 (51)式和 (49)式给出.

5 结 论

待定张量法将 Birkhoff函数 (组)的构造问题,

转化为一阶线性偏微分方程组的求解问题.对某些

系统, 该方法还可做进一步简化, 并得到形如 (22)

式的构造的简单方法. 考虑如何给出构造 Rµ 的普

适简单方法, 仍是一个有待进一步研究的问题. 目

前,有望进一步解决 Birkhoff函数构造问题的理论

之一是文献 [5]提出的参数调节法. 本文作为对参

数调节法的初步讨论,将为该方法的深入研究提供

有益的帮助.
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Abstract

The method of constructing Birkhoffian and Birkhoffian funcations of mechanical system is studied. Based on the conditions of

self-adjointness and integrability conditions of linear partial differential equations, a method of undetermined tensor for constructing

Birkhoffian and Birkhoffian funcations of mechanical systems is given. Two examples are given to illustrate the application of the

results.
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