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各向异性介质中的椭圆空间光孤子特性*
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对矩形铅玻璃中椭圆孤子的形成进行了理论研究,在理论模型中引入各向异性衍射效应.采用变分法,得到了

强非局域线性各向异性椭圆孤子的变分解. 结果表明,各向异性衍射效应对椭圆孤子的形成有很大的影响.为了验

证变分解的正确性,采用牛顿迭代法算出强非局域线性各向异性椭圆孤子的数值解,变分解和数值解符合得很好.

关键词: 强非局域性,线性各向异性,变分法

PACS: 42.25.Bs, 42.65.–k, 42.65.Tg DOI: 10.7498/aps.62.024202

1 引 言

空间光束在非线性介质中传输时,一方面会由
于衍射而展宽,另一方面又会因为非线性效应而压
缩. 当衍射和非线性效应达到平衡时, 光束就能形
成空间光孤子在非线性介质中传播.空间光孤子的
种类很多,目前已经发现并得到实验验证的空间光
孤子有: Kerr孤子 [1]、光折变孤子 [2]、光致异构孤

子 [3]、非局域孤子 [4]、表面波孤子 [5]等. 介质中空
间某点的折射率的非线性部分不仅与该点的光场

有关, 而且与介质中其他点的光场有关, 此种介质
称为非局域介质,在非局域介质中传输的孤子称为
非局域孤子. 1997年,空间光孤子的研究有了突破
性进展, Snyder和Mithchell[4]提出了非局域空间光
孤子的概念以及强非局域非线性介质中的空间光

孤子的线性模型,他们的工作大大促进了人们对非
局域空间光孤子的研究. 近年来, 人们已经证明了
非局域性在非线性光学中有很多新的有意义的物

理效应:能够抑制光束的坍塌 [6]; 能够使暗孤子相
互吸引 [7];使在局域介质里不稳定的孤子比如涡旋
孤子 [8],在非局域介质里变得稳定. 根据介质响应
函数的特征宽度与光束束宽大小的比较,可将非局
域程度分为 [9] 局域、弱非局域、一般非局域和强

非局域等. Assanto等人 [10] 用理论和实验证明了向

列相液晶是强非局域介质,并求出向列相液晶中的
孤子解. Segev等 [8] 发现铅玻璃也是一种强非局域

非线性材料,并首次在实验中观察到了椭圆孤子和
涡旋孤子. 文献 [11]对 2003年底前的非局域空间
光孤子的研究状况进行了总结. 理论和实验的研究
结果表明非局域空间光孤子在实现全光开关、全

光信息处理等领域具有巨大的潜力. 目前非局域性
材料主要有液晶、铅玻璃、原子气体、光折变材

料等.
在单轴晶体中传输的具有单一极化方向和

单一光载波频率的非线性 e 光光束由以下方
程描述 [12]:(

αX
∂ 2A
∂X2 +αY

∂ 2A
∂Y 2

)
+2ik

∂A
∂Z

+2k2 ∆n
n0

A = 0, (1)

其中, A 为光束函数, Z 为传输方向坐标, X 和
Y 是垂直于传输方向的横截面坐标, k 为线
性介质的波数 (k = 2πn0/λ , λ 是真空中的波
长 ), I(=| A |2) 为光强. 对不同的非线性机理,
∆n 具有不同的表达方式. 对于非局域非线性
(非局域孤子), 非线性折射率是光强的积分函数
∆n =

∫ ∫
R(X −X ′,Y −Y ′)I(X ′,Y ′)dX ′dY ′, R(X ,Y )

是非局域非线性材料的响应函数. αX 和 αY 来源

于介质材料的线性各向异性 [12], 又称为各向异
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性衍射效应 [13]. 如果介质材料是线性各向同性
的, 或者其各向异性衍射效应可以忽略不计, 则有
αX = αY = 1,否则, αX ̸= αY . 目前几乎所有的空间
光孤子的研究都局限于 αX = αY = 1的情况,比如
Kerr 孤子和所有类型的光折变孤子研究, 涉及到
αX ̸= αY 的工作只有文献 [12—14]等. 文献 [12]讨
论了具有各向异性衍射效应的非线性体材料中的

光束自聚焦效应.文献 [13]证明了二次非线性效应
和各项异性衍射效应能够产生稳定传输的椭圆孤

子. 文献 [14] 证明了线性各向异性的向列相液晶
中椭圆孤子的产生. 这些工作表明各向异性衍射效
应在非线性光束传播过程中扮演着较为重要的角

色. 2005年 Segev等人在矩形铅玻璃中观测到了相
干椭圆孤子 [8],可是因为没有考虑热应力引起的双
折射效应, 也就是各向异性衍射效应, 所以其理论
结果与实验结果只能定性的一致,不能定量的一致.
本文所使用的理论模型中非线性和线性都是各向

异性的,采用变分法求出了各向异性椭圆强非局域
空间光孤子的变分解. 为了验证变分解的正确性,
采用牛顿迭代法算出数值解,算出的变分解与数值
解结果相一致. 计算结果表明, 各向异性衍射效应
对椭圆孤子的形成有很大的影响.

2 线性各向异性非局域非线性薛定谔
方程的变分问题

当激光在铅玻璃中传输时,光束被轻微吸收而
成为热源, 热量要往光弱的低温处扩散, 从而形成
了一定温度梯度分布的场. 傍轴条件下, 温度变化
∆T 满足泊松方程 [8,15]

κ∇2
⊥T (X ,Y ) =−αI(X ,Y ), (2)

T (X ,Y ) |boundary= T0, (3)

其中 α 为热吸收系数, κ 为热传导系数, T (X ,Y )为

温度分布, I(X ,Y ) =| A(X ,Y ) |2 为傍轴光束的光强
分布, A(X ,Y )为慢变包络,非线性折射率取决于温
度分布,即 ∆n = β∆T = β (T −T0), β 为非线性热系
数, T0为边界的温度.铅玻璃样品的尺寸为 a×b,如
图 1所示.
对方程 (1) 和方程 (2) 无量纲化 x = X/b, y =

Y/b, z = Z/(kb2), ψ = A/A0, A2
0 = (n0κ)/(αβk2b4),

G = k2b2∆n/n0,可得

i
∂ψ
∂ z

+
1
2

(
αx

∂ 2ψ
∂x2 +αy

∂ 2ψ
∂y2

)
+Gψ = 0; (4)

∇2
xyG =−|ψ|2. (5)

x的范围是 −d/2到 d/2,其中 d = a/b, y的范围是

−1/2到 1/2 . 采用格林函数法可以得到方程 (5)的
一般解为 [16]

G =
∫ 1/2

−1/2

∫ d/2

−d/2
R(x,y,x0,y0)

×|ψ(x0,y0)|2 dx0dy0, (6)

其中 R(x,y,x0,y0) 是矩形铅玻璃的响应函数, 可以
用保角变换法求解响应函数. 其形式为 [16]

R(x,y,x0,y0)

=
1

4π
ln

(u−u0)
2 +(v+ v0)

2

(u−u0)2 +(v− v0)2 , (7)

其中,

u = [sn(2Kx/d,k)dn(2K(y−1/2)/d,k′)]

/[1−dn2(2Kx/d,k)sn2(2K(y−1/2)/d,k′)],

v = [cn(2Kx/d,k)dn(2Kx/d,k)sn(2K(y−1/2)/d,k′)

× cn(2K(y−1/2)/d,k′)]

/[1−dn2(2Kx/d,k)

× sn2(2K(y−1/2)/d,k′)],

sn, dn, cn均为雅氏椭圆函数 [17]. d = 2K/K′, K和K′

分别是 k和 k′的第一类完全椭圆积分, k2 + k′2 = 1.

图 1 铅玻璃样品 (长边长度为 a,短边长度为 b)

将方程 (6)代入方程 (4)可得到

i
∂ψ
∂ z

+
1
2

(
αx

∂ 2ψ
∂x2 +αy

∂ 2ψ
∂y2

)
+ψ

∫ 1/2

−1/2

∫ d/2

−d/2
R(x,y,x0,y0)

×|ψ(x0,y0)|2 dx0dy0 = 0. (8)
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根据变分法 [18],方程 (8)是泛函

J =
∫ ∞

−∞

∫ 1/2

−1/2

∫ d/2

−d/2
ℓ

(
ψ ,ψ∗,

∂ψ
∂x

,
∂ψ∗

∂x
,

∂ψ
∂y

,
∂ψ∗

∂y
,

∂ψ
∂ z

,
∂ψ∗

∂ z

)
dxddydz (9)

的变分问题的欧拉 -拉格朗日方程. 变分方程为

δJ =
∫ ∞

−∞

∫ 1/2

−1/2

∫ d/2

−d/2
ℓ

(
ψ,ψ∗,

∂ψ
∂x

,
∂ψ∗

∂x
,

∂ψ
∂y

,
∂ψ∗

∂y
,

∂ψ
∂ z

,
∂ψ∗

∂ z

)
dxdydz

= 0, (10)

式中拉格朗日密度为

ℓ= ℓl + ℓn. (11)

其中 ℓl = i [ψ∗∂ψ/∂ z−ψ∂ψ∗/∂ z]/2−αx |∂ψ/∂x|2 /2−
αy |∂ψ/∂y|2 /2,是 ℓ的线性部分; ℓn = |ψ|2 G/2,是 ℓ

的非线性部分.
我们假设方程 (8)的试探解为

ψ(x,y,z) =U(z)exp [iθ(z)]

× exp
[
− x2

2wx(z)2 −
y2

2wy(z)2

]
× exp

[
icx(z)x2 + icy(z)y2] , (12)

其中 U(z)是复振幅的大小, θ(z)是复振幅的相位,
wx(z), wy(z), cx(z), cy(z)分别是横向 x,y方向的束宽

和波前曲率系数. 将试探解 (12) 式代入变分方程
(10)中我们可得到平均变分问题,即

δ
∫ ∞

−∞
⟨ℓ⟩dz = 0, (13)

式中 ⟨ℓ⟩是平均拉格朗日函数.

⟨ℓ⟩ ≈
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ℓldxdy

+
∫ 1/2

−1/2

∫ d/2

−d/2
ℓndxdy. (14)

因为光束的尺寸远远小于铅玻璃样品的尺寸,所以
ℓl 的积分上下限可近似为 −∞到 +∞. 将 (12)式代
入 (11)式计算后得到

ℓl =−U2 exp

[
− x2

w2
x
− y2

w2
y

]{
x2
[

2αxc2
x +

∂cx

∂ z
+

αx

2w4
x

]

+y2

[
2αyc2

y +
∂cy

∂ z
+

αy

2w4
y

]
+

∂θ
∂ z

}
, (15)

ℓn = 1/2U4 exp

[
− x2

w2
x
− y2

w2
y

]

×
∫ 1/2

−1/2

∫ d/2

−d/2
R(x,y,x0,y0)

× exp

[
−

x2
0

w2
x
−

y2
0

w2
y

]
dx0dy0. (16)

3 试探解参量的演化方程

将 (7)式代入变分方程 (14)中,整理后可以得
到平均拉格朗日函数

⟨ℓ⟩=− πU(z)2

4wx(z)wy(z)
×
[
αxwy(z)2 +αywx(z)2

+4αxcx(z)2wx(z)4wy(z)2 +4αycy(z)2wx(z)2wy(z)4

+2wx(z)4wy(z)2c′x(z)+2wx(z)2wy(z)4c′y(z)

+4wx(z)2wy(z)2θ ′(z)
]
+

U(z)4

2
F [wx(z),wy(z)],

(17)

其中

F [wx(z),wy(z)]

=
∫ 1/2

−1/2

∫ d/2

−d/2
exp

[
− x2

wx(z)2 −
y2

wy(z)2

]
×

∫ 1/2

−1/2

∫ d/2

−d/2

1
4π

ln
(u−u0)

2 +(v+ v0)
2

(u−u0)2 +(v− v0)2

× exp
[
−

x2
0

wx(z)2 −
y2

0
wy(z)2

]
dx0dy0dxdy. (18)

根据平均变分方程 (13)的要求,我们可以得到
δ ⟨ℓ⟩

δU(z)
=

∂ ⟨ℓ⟩
∂U(z)

− d
dz

∂ ⟨ℓ⟩
∂ dU(z)

dz

= 0, (19)

以及

δ ⟨ℓ⟩
δwx(z)

= 0, (20)

δ ⟨ℓ⟩
δwy(z)

= 0, (21)

δ ⟨ℓ⟩
δcx(z)

= 0, (22)

δ ⟨ℓ⟩
δcy(z)

= 0, (23)

δ ⟨ℓ⟩
δθ(z)

= 0, (24)

其中由方程 (24)可以得到

d[πU(z)2wx(z)wy(z)]
dz

= 0, (25)

方程 (25) 说明 πU(z)2wx(z)wy(z) 等于一个常数.
功率

P =
∫ +∞

−∞

∫ ∞

−∞
| ψ(x,y,z) |2 dxdy = πU(z)2wx(z)wy(z)
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可知,在 z = 0处的入射功率 P0 = πU2
0 wx0wy0,其中

U0 =U(z) |z=0, wi0 = wi(z) |z=0. 所以方程 (25)实际

上代表的是光束在传输过程中功率守恒,因此我们

可以得到

U(z)2 =
P0

πwx(z)wy(z)
. (26)

利用 (26), 整理方程 (19), (20), (21), (22), (23)可得

到下列试探解参数演化方程

dθ(z)
dz

+
αx

2wx(z)2 +
αy

2wy(z)2

+
2P0Q

π2wx(z)2wy(z)2 −
P0Q2

4π2wx(z)2wy(z)

− P0Q1

4π2wx(z)wy(z)2 = 0, (27)

dcx(z)
dz

+2cx(z)2αx −
αx

2wx(z)4

+
P0Q

π2wx(z)4wy(z)2 −
P0Q1

2π2wx(z)3wy(z)2 = 0, (28)

dcy(z)
dz

+2cy(z)2αy −
αy

2wy(z)4

+
P0Q

π2wx(z)2wy(z)4 −
P0Q2

2π2wx(z)2wy(z)3 = 0, (29)

dwx(z)
dz

−2wx(z)cx(z)αx = 0, (30)

dwy(z)
dz

−2αywy(z)cy(z) = 0, (31)

其中

Q = F [wx(z),wy(z)], Q1 = ∂Q/∂wx(z),

Q2 = ∂Q/∂wy(z).

图 2 孤子光强分布图 (a) αx = 1, αy = 1; (b) αx = 1.5, αy = 1; (c) αx = 2, αy = 1; (d) αx = 4, αy = 1

对方程 (30), (31) 求导, 并结合方程 (28), (29)

可得

1
αx

d2wx(z)
dz2 =

αx

wx(z)3 +
P0Q1

π2wx(z)2wy(z)2

− 2P0Q
π2wx(z)3wy(z)2 , (32)

1
αy

d2wy(z)
dz2 =

αy

wy(z)3 +
P0Q2

π2wx(z)2wy(z)2

− 2P0Q
π2wx(z)2wy(z)3 . (33)

将方程 (32), (33) 与一维情况下经典力学中

的牛顿第二定律 F = ma 比较, wi(z) (i = x,y)

等效为空间坐标, z 等效为时间, 1/αi 是等效粒

子的质量,

Fx = αx/wx(z)3 +P0Q1/[π
2wx(z)2wy(z)2]

−2P0Q/[π2wx(z)3wy(z)2],
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Fy = αy/wy(z)3 +P0Q2/[π
2wx(z)2wy(z)2]

−2P0Q/[π2wx(z)2wy(z)3]

是等效力. Fi 的前两项使等效粒子加速 (相当于衍
射效应使光束展宽), Fi的最后一项使等效粒子减速

(相当于非线性效应使得光束压缩). 如果 Fi = 0,那
么初速度为零的等效粒子将保持静止,这就是空间
孤子状态. 由此我们可以得到

αx

wx(z)3 +
P0Q1

π2wx(z)2wy(z)2

− 2P0Q
π2wx(z)3wy(z)2 = 0, (34)

αy

wy(z)3 +
P0Q2

π2wx(z)2wy(z)2

− 2P0Q
π2wx(z)2wy(z)3 = 0, (35)

由方程 (34)和 (35)可以求出 x, y方向满足光束的
衍射展宽与非线性压缩相互平衡的方程

Pcx =
π2w2

yαx

2Q−Q1wx
, (36)

Pcy =
π2w2

xαy

2Q−Q2wy
, (37)

Pcx 表示 x 方向满足光束的衍射展宽与非线性
压缩相互平衡时的功率, Pcy 表示 y 方向满足
光束的衍射展宽与非线性压缩相互平衡时的功

率.当 P0 = Pcx = Pcy 时, 则从束腰入射的椭圆高斯
光束两横向的衍射展宽与非线性压缩同时达到平

衡, 椭圆高斯光束的初始束宽保持不变, 形成稳
定传输的椭圆空间光孤子. 我们称满足此条件的
输入功率为临界功率, 用 Pc 表示, 因此我们可以
得到

Pc =
π2w2

yαx

2Q−Q1wx
, (38)

w2
yαx

2Q−Q1wx
=

w2
xαy

2Q−Q2wy
. (39)

从方程 (38)和 (39)可以看出,临界功率 Pc 既

跟光束的束宽 wx, wy 有关,又跟各向异性衍射效应
αx, αy 有关. 当各向异性衍射效应 αx 或者 αy 越大

时, 临界功率 Pc 也越大. αx 或者 αy 越大会使得光

束的衍射效应越强, 临界功率 Pc 越大会使得光束

的非线性效应越强. 当光束的衍射效应引起的展宽
跟非线性效应引起的压缩达到平衡时,就能够形成
空间光孤子. Pc, αx, αy, wx, wy 这五个参量中, αx, αy

是由介质材料的性质决定的,对于特定的材料来说
αx, αy 是给定的,对于不同的材料 αx, αy 则不一样.

当知道特定材料的 αx, αy 时,我们只需给定 Pc, wx,

wy 中的一个参量, 就可以从方程 (38), (39)数值地

求出另外两个参量,进而可以求出U , cx, cy, θ ,然后

将解代入试探解 (12)式即得到在线性各向异性强

非局域非线性介质中传输的孤子变分解,其满足初

始条件 (在 z = 0处)

ψ(x,y) =

√
P0

πwx0wy0
exp

[
− x2

2w2
x0

− y2

2w2
y0

]
. (40)

图 3 孤子椭圆度与各向异性衍射效应的关系图 (虚线为 3
√

αx/αy

与 M的关系,实线为椭圆度 wx/wy 与 M的关系)

一般情况下, 对于铅玻璃中的响应函数

R(x,y,x0,y0), 解析求出 ℓn 是困难的, 我们只能求

其数值积分. 方程 (38)和 (39)的部分计算结果如表

1所示.

表 1中对应的孤子光强分布图如图 2所示. 窗

口大小均为 0.2×0.2 (归一化后数值),横轴为 x,纵

轴为 y. 从图中可以看到当 αy = 1, 随着 αx 的不

断增大,孤子的椭圆度 wx/wy 也在增大,当 αx = 4,

αy = 1时孤子的椭圆度达到了 1.6.

表 1 计算结果

αx αy wx wy Pc

(a) 1 1 0.048 0.048 5499.83

(b) 1.5 1 0.048 0.042 7714.16

(c) 2 1 0.048 0.038 9833.62

(d) 4 1 0.048 0.03 17824.8

计算出的椭圆度 wx/wy 与各向异性衍射效

应 αx, αy 的关系如图 3 所示, 横坐标为 M =

(αx −αy)/αx, 虚线纵坐标为 3
√

αx/αy, 实线纵坐标
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为椭圆度 wx/wy. 从图中可以看到, 实线和虚线符

合的很好,我们可得到经验公式

wx

wy
≈ 3

√
αx

αy
. (41)

由经验公式可以看出, 衍射系数越大, 对应的束宽

越大.在物理上可以解释为:衍射系数越大,那么在

那个方向上光束的衍射也就越强,因此形成孤子时

那个方向的束宽也就越大.

图 4 图中为不同衍射效应下变分解的 ∆n 的比较, (虚线: αx = 1, αy = 1; 点虚线: αx = 1.5, αy = 1; 双点虚线: αx = 2, αy = 1; 实线:

αx = 4, αy = 1) (a) x方向 ∆n的分布; (b) y方向 ∆n的分布

当 αx, αy 取不同值时, 铅玻璃中心位置的 ∆n

的值也有明显不同.

由图 4可见,当 αx = 1, αy = 1时,铅玻璃中心

位置的 ∆n的值为 0.84×10−5.随着αx的增大,铅玻

璃中心位置的 ∆n的值也在增加. 当 αx = 4, αy = 1

时,铅玻璃中心位置的 ∆n的值达到了 2.92×10−5,

是线性各向同性 (即 αx = 1, αy = 1)时的 3.5倍. 此

时的 wx 为 0.048, wy 为 0.03, wx 是 wy 的 1.6倍,椭

圆度与文献 [8]中实验观察到的椭圆孤子的椭圆度

一样. 而文献 [8] 中提到铅玻璃中心位置的 ∆n 的

测量值为 5×10−5,而他们的理论值 (其理论模型是

线性各向同性) 只有 2× 10−5, 测量值是理论值的

2.5倍. 可见各向异性衍射效应 αx, αy,对椭圆孤子

的形成有很重要的影响.线性各向同性 (即 αx = 1,

αy = 1)时, 本文计算得到的铅玻璃中心位置的 ∆n

的值与文献 [8]得到的计算值不一样, 是因为文献

[8]的理论计算所用的样品尺寸远远小于实验的样

品尺寸,而我们的铅玻璃模型尺寸是跟文献 [8]的

实验样品尺寸完全一样的. 当边界温度一样时, 尺

寸越大的铅玻璃温度梯度越小, 从而导致铅玻璃

中心位置的 ∆n 的值越小, 所以我们计算得到的

铅玻璃中心位置的 ∆n的值比文献 [8]得到的计算

值小.

图 5 临界功率 Pc 与 M的关系 (虚线为数值解的临界功率 Pc,实线

为变分解的临界功率 Pc)

4 变分解与数值解的比较

为了验证变分解的正确性,将变分解的临界功
率 Pc 与数值解的临界功率 Pc 比较如图 5所示. 图
中横坐标为 M = (αx −αy)/αx, 纵坐标为临界功率
Pc, 虚线为数值解的临界功率 Pc, 实线为变分解的
临界功率 Pc,变分解与数值解符合得很好.
变分解的光场 ψ 分布与数值解的光场 ψ 分布

相比较,比较结果如图 6所示.
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图 6 不同各向异性衍射效应下,变分解的光场 ψ 分布与数值解的光场 ψ 分布比较 (虚线为数值解的光场 ψ 分布,实线为变分解的光

场 ψ 分布) (a) αx = 1, αy = 1; (b) αx = 1.5, αy = 1; (c) αx = 2, αy = 1; (d) αx = 4, αy = 1

由图 6 可见, 变分解与数值解基本符合, 从而

证明变分解的正确性.

5 结 论

在非局域非线性薛定谔方程的基础上引入各

向异性衍射效应,从而得到线性各向异性非局域非

线性薛定谔方程. 采用变分法研究光束在矩形铅

玻璃中传输的演化规律, 得到椭圆孤子的变分解.
我们的计算结果表明, 各向异性衍射效应 (即 αx,
αy)对矩形铅玻璃椭圆孤子的形成有很重要的影响.
椭圆孤子的椭圆度与各向异性衍射效应的关系为

wx/wy ≈ 3
√

αx/αy. 为了验证变分解的正确性,我们
又采用牛顿迭代法求线性各向异性非局域非线性

薛定谔方程的数值解,将变分解和数值解相互比较,
结果表明我们的变分解是正确的.
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Abstract

Formation of elliptical optical soliton in rectangular lead glass is theoretically investigated, and an anisotropic diffraction effect

is introduced into our theoretical model. Using the variational approach, we obtain an analytic elliptic soliton solution in a strongly

nonlocal medium with anisotropy, which demonstrates that anisotropic diffraction effect has a great influence on the formation of the

elliptical optical soliton. To confirm the analytic solution, we work out the numerical solution by the Newton iterative method. And

the analytic solution accords with the numerical solution very well.
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