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圆柱热尾流中温度的概率密度函数
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本文通过实验研究圆柱热尾流中温度的概率密度函数在不同雷诺数下沿中心线的演变以及其与湍流混合程度

的关系.实验中雷诺数的取值范围是 1200—8600,温度是由直径为 0.63 µm的冷线探针测量的. 实验结果表明,温度

概率密度函数在尾流中场区随空间位置变化显著.雷诺数的增加加快了这个变化过程,特别加速了尾流中心线温度

的概率密度函数从非高斯向近似高斯分布的演变.
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1 引 言

早在 60多年前 Hawthorne等 [1] 就提出概率密

度函数 (PDF) 方法对研究化学反应参与的湍流流
动具有优势的见解.自此以后, PDF方法获得了发
展、应用 [2,3]和推广 [4,5]. 不仅如此,速度 (矢量)和
温度 (标量 θ )的 PDF本身也获得了大量的实验研
究 [6−10] 和数值模拟 [11−13]. 过去的研究表明,标量
θ 的 PDF (表达为 p(θ))一般呈非高斯分布,即偏离
高斯分布

p(θ ∗) = exp(−1
2

θ ∗2)/
√

2π, (1)

这里 θ ∗ = θ/⟨θ 2⟩1/2; 方括弧 ⟨·⟩ 表示统计平均值,
(下同),而且偏离程度与主流和环境流之间的混合
程度相关:混合越充分,偏离程度越小. Mi[14] 早在

2006年将 p(θ)偏离高斯分布的程度跟标量耗散率
εθ (描述小尺度湍流) 与 θ 本身 (描述大尺度湍流)
的相关程度关联起来, 在实验结果的引导下, 从定
量的角度提出了下面的关系式:

⟨θ 2εθ ⟩
⟨θ 2⟩⟨εθ ⟩

=C(|Sθ |+ |Fθ −3)+1, (2)

其 中 Sθ ≡ ⟨θ 3⟩/⟨θ 2⟩3/2 为 偏 斜 因 子 和 Fθ ≡
⟨θ 4⟩/⟨θ 2⟩2 为平坦因子, 二者用于描述 p(θ) 的形
状; C为一实验常数. 根据 (2)式我们可以总结以下
两条:

1) 若 p(θ) 为高斯分布, 则其偏斜和平坦二

因子必然是 Sθ = 0 和 Fθ = 3; 显然, 这时 (2)

式右边的相关系数 ⟨θ 2εθ ⟩
(
⟨θ 2⟩⟨εθ ⟩

)−1
= 1, 或者

⟨θ 2εθ ⟩= ⟨θ 2⟩⟨εθ ⟩,即 εθ 和 θ 2(或 θ )在统计上是独

立的; 毫无疑问, 这表明小尺度湍流的混合已经十

分充分,使得其造成的耗散在统计上与大尺度流动

已无关联.

2) 若 p(θ) 为非高斯分布, 则二因子 Sθ 和

Fθ 必然分别偏离 0 和 3; 如果此时我们以 δ =

|Sθ |+ |Fθ − 3| 将二因子合二为一, 即如 (2) 式所

表达的那样, 则相关量 ⟨θ 2εθ ⟩ 与 δ 成正比, 即

⟨θ 2εθ ⟩
(
⟨θ 2⟩⟨εθ ⟩

)−1
= Cδ + 1. 于是, 湍流的小尺

度混合越不充分,代表大、小尺度相互依赖程度的

相关量 ⟨θ 2εθ ⟩则越大,定量描述偏离高斯分布程度

的参数 δ 也越大.

然而, 上述观点以及 (2)式还需要足够的实验

数据加以检验. 为此, 本文选择长期倍受关注的圆

柱尾流为对象,通过研究被加热的圆柱尾流温度的

PDF与湍流混合在不同雷诺数下的关系.这里还特

别需要提及文献 [15]对圆柱尾流中心线上温度概

率密度函数演变的研究.其作者 Sreenivasan定义了

一个特别的位置 x = xs,该空间点上对应的 p(θ)是
对称的 (或 Sθ = 0 但不一定是高斯分布). 他认为,

x < xs 的范围对应的是卡门涡街, 而 x > xs 对应的
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是不同于原始卡门涡的次级大尺度涡的重构区域.
文献 [16]后来提供了更多的实验室获得的证据支
持 Sreenivasan的观点,而且发现: 随雷诺数增加,位
置 xs 向上游移动.

本文选择实验研究不同雷诺数下圆柱尾流温

度的 PDF 与湍流混合的关系. 涉及的尾流流场范
围包括卡门涡起主导作用的中场区域和重构大尺

度次级涡的下游区域; 研究中使用冷线探头测量
加热的圆柱后的尾流温度场,实验的雷诺数范围是
Re = 1200—8600, 这里 Re ≡ U∞d/ν(其中 U∞ 为来

流速度, d 为柱体直径和 ν 为流体黏度).

2 实验详情

对风洞中圆柱 (加热)尾流的温度场进行测量
和对采集的温度信号进行统计计算是本文中实验

的主要内容.圆柱安放在一个低湍流的循环型风洞
中,该风洞的工作段长 2.4 m、横截面的尺寸为 0.35
m×0.35 m,为了实现流向压力梯度为零,其底壁略
倾斜. 实验使用了两个直径 (d = 2.67 mm 和 12.7
mm)不同的圆柱体,目的是为了使雷诺数的取值在
Re = 1200和 Re = 8600之间. 圆柱被安装在中间平
面并且圆柱长度为风洞工作区的整个宽度,距离收
缩段的出口平面为 0.2 m; 对应于 2.67 mm 和 12.7
mm柱体的长宽比和堵塞率分别为约 0.8%和 131
及 3.6%和 27.6. 为了获得不同的雷诺数,除了使用
两个柱体外, 实验中也选取了多个介于 3.6 m/s 和
10.2 m/s之间的不同的 ‘自由来流’速度 (U∞). 本实
验风洞产生的 ‘自由来流’的纵向和横向湍流度分
别为 0.05%和 0.08%.

为了能使尾流温度可做被动标量来处理, 实
验时将圆柱微加热, 使绕流圆柱的流体温度比约
23 ◦C 的环境流温度仅仅高出 ∼ 30 ◦C; 在这种条
件下, 最大温差不超过 30 ◦C, 温差引起的浮力对
流动的影响应该可以忽略不计. 这一点可进一步
证明如下: 温差浮力的影响一般可通过计算格拉
晓夫数 Gr(≡ gβ∆T L3/v2, 其中 g是重力加速度, β
是体积热膨胀系数, ∆T 是温差, L 特征尺度以及

v 为流体黏度) 与雷诺数 Re 平方之比来判别; 当
Gr/Re2 > 1.0时,温差浮力对流动影响较大;若此比
值较小, 浮力的影响则可不予考虑. 本实验涉及的
Gr/Re2 ≈ 5.26×10−3 << 1.

冷线探针用于测量瞬时温度 Θ (=⟨Θ⟩+ θ , 其
中 ⟨Θ⟩是均值, θ 是脉动值).冷线用沃拉斯顿 (Pt–

10%Rh) 线, 探针有效段直径为 0.63 µm、长度约

0.7 mm;故其长径比 (= 0.7×1000/0.63 ≈ 1111)足

够大 (> 1000),使用它时其输出的低频信号衰减会

非常小 [17]. 冷线在恒定低电流 (= 0.1 mA)电路中

操作;在这个电流下, 冷线对速度波动的敏感性很

小;冷线的频率响应 (−3 dB下的频率估计在 5 m/s

时为 4.5 kHz)也足以避免均方值 ⟨θ 2⟩的高频衰减.

电路输出的信号放大后使用一个 12位的 A/D板来

数字化;对所有测试的雷诺数,输出信号都采用 1.6

kHz的低通过滤,然后使用 3.2 kHz的采样频率;采

用记录的时间为 61 s,这样可以获得足够大的信号

数据, 使后续的对温度脉动信号的统计计算, 特别

是高阶矩 (最高到 8阶)的计算,可以获得比较准确

结果.

3 结果和讨论

图 1显示了温度脉动 θ 的概率密度函数 p(θ)
在 Re = 8600 时沿中心线的变化. 这里 p(θ) 的定
义是:

∫ ∞
0 θ n p(θ)dθ = ⟨θ n⟩,其中 n是整数. 图 1中

使用了半对数坐标, 其目的是突出 θ 在最大脉动
发生时的概率. 显然, 这里的 p(θ) 与高斯分布 (1)

差别较大: 例如, 后者对称, 而前者明显为非对称.

在 x/d 6 20 的近场区, 在中心线上温度脉动 θ 的
左侧 (θ < 0)p(θ) 被 ‘截断’, 说明环境温度出现在

尾流中心的概率很高,这反映了未被混合的环境流

体被卷入中心位置的时间多. 这也是 “热”涡流 (其

温度总是变化)和 “冷”环境流 (温度比较单一)之

间存在混合交接面所造成的. 当测量位置向下游

移动时,获得的 p(θ)逐步向高斯分布接近,反映了

中心线上流体的湍流混合程度随 x 增大而不断提

高这一事实. 有趣的是, 在 20 6 x/d 6 40 区域, 当

θ > 2.0⟨θ 2⟩1/2 时, PDF的右端似乎呈指数分布,即

p–θ n, 见图 1 和图 2. 这反映了在卡门涡与周围自

由流的相互作用下形成的强烈的大尺度混合.在更

远的下游,大量的卡门涡在与周围流体的相互作用

下破粹、尾流混合更充分,在中心位置上的混合程

度逐渐达到平衡,使 p(θ)几乎不随 x而变化;例如,

在 x/d = 50和 70两个中心位置上, p(θ)在温度脉
动 θ >−3⟨θ 2⟩1/2 时没有区别 (参见图 1),都达到了

近似高斯分布.然而,最 “冷”端 (如 θ <−3⟨θ 2⟩1/2)

的 PDF分布在整个尾流区似乎都保持着非高斯性.
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图 1 尾流标量概率密度函数 p(θ)在 Re = 8600时沿中心线
的变化

图 2 尾流在 x/d = 30处标量概率密度函数 p(θ)受雷诺数的
影响

图 3 尾流在 x/d = 70处标量概率密度函数 p(θ)受雷诺数的
影响

概率密度函数 p(θ)除了随空间位置发生显著
变化外, 也明显受雷诺数的影响.图 2 和图 3 分别

给出了在 x/d = 30和 70中心点位置不同雷诺数下

的 p(θ)分布曲线.显然, 随雷诺数增加, p(θ)往左
的扩展增大, 但其右端的分布变化较小, 而且与下

游距离 x无多大关系.

为了具体量化 p(θ) 对 x 和 Re 的依赖, 描述
p(θ)形状的偏斜因子 Sθ 和平坦因子 Fθ 应该予以

考察. 图 4显示了在本研究中采用的所有雷诺数下
获得的 Sθ 和 Fθ 沿中心线的变化. 对于 Re = 1200,
在 x/d > 20时,偏斜因子从 Sθ > 1.0开始单调递减
到它的渐进值 S∗θ , 而平坦因子从 Fθ ≈ 3 开始增加
到最大值 (> 4.5),然后逐渐降低到渐近值 Fθ = F∗

θ .
随 Re 增加, Sθ 和 Fθ 略有减小, 即对所有的 x 位

置, ∂Sθ/∂Re < 0, ∂Fθ/∂Re < 0. 此外, |∂Sθ/∂Re|和
—∂Fθ/∂Re|都随 x增加而减少,故可推断: 对所有
的雷诺数, Sθ 和 Fθ 各自都应该有相同的渐近值 S∗θ
和 F∗

θ . 不过, 这一推论无法被本文的数据直接证
实,原因如下: 在工作段长度为 2.4 m的 (截面 0.35
m×0.35 m)风洞进行实验时,使用 12.7 mm柱体产
生尾流, 测量的雷诺数的范围是 Re > 3200; 在这
种情况下, 为了确保尾流的二维性, 测量范围仅限
于 x/d 6 80,这比使用 2.67 mm的圆柱、雷诺数为
Re = 1200 时的 x/d 范围 (6 500) 小得多. 但如果
把 Re = 1200的数据和文献 [18]提供的 Re = 2800
的数据进行比较, 上述推论似乎就可以得到证实.
如图 4 所示, Re = 1200 时, Sθ 和 Fθ 在 x/d = 400
处达到各自的渐近值 S∗θ ≈ −0.35 和 F∗

θ ≈ 3.1. 这
些值和文献 [18] 中在 x/d = 400 和 500 处得到的
Sθ 和 Fθ 几乎相同.此外,虽然 Re > 3200的数据只
在 x/d 6 80获得了测量, 没有延伸到 x/d > 80, 但
从图中的变化趋势来看, 随着 Re 增加, 达到这两
个渐进值的位置似乎向上游方向移动. 举例说明,
当 Re = 3200时, 在 x/d = 70的位置, Sθ ≈ 0.21且
Fθ ≈ 3.05;相比之下,当 Re = 1200时,相同的 Sθ 和

Fθ 值大约要到 x/d = 200的位置才能达到.

为了更简明而又定量地描述中心平面 (通过圆
柱轴线和 x轴)上的 p(θ)偏离高斯分布 (1)的偏离
度,参数 δ = |Sθ |+ |Fθ − 3|在不同雷诺数下随 x/d

的变化被展示在图 5. 仔细分析发现, 参数 δ 的变
化比较准确地反映了尾流流体沿中心线的小尺度

混合状况;即,在紧邻热柱体的下游,由于回流区的
存在, 那里的流体获得了非常好的小尺度混合, 故
δ 的值比较小; 随着离开柱体的距离 x 增大, 回流
区热流体卷席形成的展向涡 (即卡门涡)、然后脱
落往下游运动、卷席周围的冷流体并进行热交换,
结果热流体 (卡门涡)和冷流体在中心线上间歇出
现,使得中心线位置上的小尺度湍流混合随 x增大

不断减弱 (故 δ 增大);大约到了 x/d = 15—20的下
游,流动达到了小尺度混合最差、大尺度混合最强
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图 4 在不同雷诺数下偏斜因子 Sθ (≡ ⟨θ 3⟩/⟨θ 2⟩3/2)和平坦因

子 Fθ (≡ ⟨θ 4⟩/⟨θ 2⟩2)沿中心线的变化

图 5 中心线上参数 δ = |Sθ |+ |Fθ −3|在不同雷诺数下随 x/d

的变化

的状态 (此时 δ 达最大); 之后, 卡门涡在强度上的

弱化及结构上的破碎使得中心线位置上的大尺度

的混合越来越弱、小尺度混合变得越来越强 (故 δ
减小), 直至卡门涡街的终结点. 有意思的是, 再往

下游, 沿中心线上的 δ 开始略有回升, 直到自相似

区后不再变化. 这一发现与文献 [15,16] 给出的建

议和论点是一致的,但可能更有力地说明了如下的

事实: 即在 x > xs 后,卡门涡街虽然消失了,但在自

相似区形成之前的过渡区,新的拟序结构又在逐渐

形成, 或者次级大尺度涡在重构, 使得对应于中心

线上的流动又逐渐出现了大尺度的混合运动.另外,

图 5 还显示了: 随着雷诺数的增大, δ 总体是减小
的;这与随雷诺数增大湍流小尺度混合增强这一基

本常识是一致的,说明用参数 δ = |Sθ |+ |Fθ −3|的

大小来描述湍流小尺度混合强度是正确的选择.

为了考察卡门涡街的终结点随雷诺数的变化,

我们特别关注了 Sθ 从正变为负 (即 Sθ = 0)的位置

x = xs. 图 4中的插图清楚地显示了这一位置随雷

诺数的增加在向上游移动 (即 xs 在减小). 图 6 中

更清楚地展示了雷诺数对 xs 的影响,其中 xs 是由

对图 4 所有数据多项式拟合的插值来确定的. 同

时,图 6中给出了 δ 的最小值对应的位置 x = xδ 随

雷诺数的变化. 显然, 两个位置并非完全重合, 说

明中心线上的 p(θ) 即使在 Sθ = 0 时也非完全高

斯分布.图中也显示本文得出的 Re = 1200的 xs 值

接近文献 [15]报道的对应 Re = 1160的结果.为了

更好地表示 xs 随 Re的变化, 本文在 Re = 1200至

8600获得的数据点使用了多项式最佳拟合曲线.在

Re < 5500 时, 随 Re 的增加, xs 和 xδ 都迅速减小.

然而, 当 Re > 5500, xs 和 xδ 减小的幅度逐渐下降

到几乎为零; 可以肯定, Re > 8000时, xs ≈ 45 d 和

xδ ≈ 44 d. 从这个趋势推断,在 Re > 8000时, xs 和

xδ 都将近似独立于雷诺数. 这是与 Zhou等 [19] 的

发现大致是一致的;他们的结果是,当 Re > 10,000

时, 远场区的雷诺应力等变成几乎独立于雷诺数.

此外,文献 [15, 16]的结果表明,卡门涡控制的区域

在 x ≈ xs 附近结束. 据此和图 6,预计雷诺数的增加

引起卡门涡街的结束点向上游移动,即卡门涡街在

离圆柱更近处结束; 继而推测: 湍流尾流的自相似

状态也应该在离圆柱更近的区域内建立.

图 6 中心线上零偏斜因子位置受雷诺数的影响

4 结 论

本文通过实验研究了圆柱热尾流中温度的概

率密度函数在不同雷诺数下沿中心线的演变以及
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其与湍流混合程度的关系. 具体而言, 可以得出以
下结论:

1. 温度概率密度函数在尾流中场区随空间变
化显著. 雷诺数的增加加快了这个变化过程, 特别
加速了尾流中心线温度的概率密度函数从非高斯

向近似高斯分布的演变.
2. 偏斜因子 Sθ 零值和参数 δ = |Sθ |+ |Fθ −3|

对应的中心线上的位置 xs 和 xδ 随着雷诺数的增大

而向上游移动,直到 Re > 5500(或者更大的值).卡
门涡控制的区域在 x ≈ xs 附近结束,故雷诺数的增

加使卡门涡街的结束点向上游移动,也同时使尾流

的自相似区离圆柱更近.

3. 在尾流自相似性建立之前,中心线上温度的

偏斜因子 Sθ 和平坦因子 Fθ 的绝对值随着雷诺数

的增加而下降,但下降率却随离开圆柱的距离增加

而减小. 因此,在不同雷诺数下, Sθ 和 Fθ 在自相似

区的渐近值保持一致.

4. 本文的实验结果表明,参数 δ = |Sθ |+ |Fθ −
3|的大小可以用来描述湍流小尺度的混合强度.
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Abstract
In this article, we report on an experimental research on the probability density function (PDF) of temperature measured in the

wake of a circular cylinder slightly heated and its relationships with the turbulent mixedness under different Reynolds numbers (1200–

8600). The temperature is measured by a probe of cold-wire with 0.63-µm in diameter. Results show that the temperature PDF varies
significantly with location in the wake. An increase in Reynolds number speeds up this variation, particularly accelerates the evolution

from totally non-Gaussianity to near-Gaussianity along the wake centreline.
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