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Born-Oppenheimer近似下谐振子场驱动电磁模

系统的 Berry相和 Hannay角*
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研究了 Born-Oppenheimer近似下谐振子场驱动电磁模系统的 Berry相和 Hannay角,通过理论计算得到了其表

达式,并讨论了这二者之间的半经典关系.结果表明,这一量子 Born-Oppenheimer复合系统的 Berry相包含两部分:

第一部分与通常几何相的定义相同,另一项则是由耦合造成的有效规范式引入的. 这一量子修正可以被看作一个等

效的 Aharonov-Bohm效应.不仅如此,其对应经典系统的 Hannay角的定义中也存在类似的现象.由此可见,这一复

合系统的 Berry相与 Hannay角之间也存在半经典关系,并与文献 [16]中通常情况下的半经典关系相同.此外,上述

理论也可以运用于解决产生中性原子的人造规范势等物理问题.
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1 引 言

众所周知, 量子态在绝热循环演化过程中会
获得一个附加几何相位 [1]. 这一被称作 Berry 相
的相位如今已经成为量子力学中的一个重要概

念 [3−5],并广泛应用于从凝聚态物理到化学等众多
领域之中 [6−12]. 在 Berry相位发现后不久,又发现
这一相位可以看作微分几何中一个 Hermitian线丛
中的 holonomy效应 [13]. 不仅如此, Hannay发现经
典可积系统 [14] 的角变量也会在系统于相空间绝热

演化时获得一个附加的角度 [15]. 随后 Berry证明了
这一 Hannay角与 Berry相在半经典近似下存在一
个天然的联系 [16]. 自然而然地,这一量子 -经典对
应引发了许多令人印象深刻的工作 [17−21].
在 Berry和 Hannay的文章中,绝热演化参数被

看作与它们所驱动的系统无关. 然而实际上, 这些
参数本身也是其他一些系统的动力学量并会受到

被驱动系统的反作用. 这种驱动子系统要远比被
驱动子系统 “重”和 “慢”的复合系统通常可以采用

Born-Oppenheimer (BO)近似来处理 (这里我们称其
为 BO复合系统). BO近似广泛应用于物理和化学
等领域并成为其中的一个基本工具 [6,23]. 利用这一
近似,可以先将慢变量看作参数解决快子系统哈密
顿量的本征问题,然后将含有慢变量的本征值带入
到慢系统中以此得到一个有效哈密顿量. 特别是如
果快子系统存在一个 Berry联络,那么有效哈密顿
量中会包含一个有效规范势 [22]. 这一效应对 BO复
合系统动力学的影响也在一些有趣的工作中被详

细地进行了讨论 [24−29]. 然而对于 BO复合系统中
有效本征函数的绝热演化得到的 Berry相却尚未得
到研究. 并且在文献 [16]中, Berry 相和 Hannay角
之间建立起了一个半经典关系.所以 BO复合系统
中的 Berry相是否与其经典对应的 Hannay角存在
相同的关系也是一个值得探讨的问题.这些都有待
于进一步的研究,并且会加深人们对 Berry相及其
与 Hannay角之间关系的认识.
本文对 Born-Oppenheimer 近似下谐振子场驱

动电磁模系统的 Berry相和 Hannay角进行了系统
的研究.理论推导表明子系统间相互作用带来的有

*国家重点基础研究发展计划 (批准号: 2011CB921503)和国家自然科学基金 (批准号: 11075020, 91021021, 11274051)资助的课题.

†通讯作者. E-mail: liu haodi@iapcm.ac.cn

c⃝ 2013 中中中国国国物物物理理理学学学会会会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

100302-1



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 10 (2013) 100302

效规范势会通过一个等效的 Aharonov-Bohm (AB)
效应诱导出一个等效联络, 从而影响整个系统的
Berry相.并且,相应经典 BO复合系统中的 Hannay
角的定义中也存在类似效应.此外, Berry相和 Han-
nay角被证明可以通过一个微分表达式与 Berry相
联系起来,这与文献 [16]的结果是一致的. 这表明
量子 -经典对应在某些近似下仍然是起作用的.

2 量子谐振子驱动电磁模的 Berry相

考虑一个谐振子势场驱动的电磁模,其中谐振
子的频率远小于电磁模的频率.这一 BO复合系统
的哈密顿量可写为

H =h̄ω
(

â†â+
1
2

)
+

1
2

h̄X1Q̂(â† + â)

+
1
2

ih̄Y1Q̂(â† − â)

+
1
2
[
X2Q̂2 +Y2(P̂Q̂+ Q̂P̂)+Z2P̂2] , (1)

其中X1 = (X1,Y1)和X2 = (X2,Y2,Z2)分别是两个

子系统的缓变参数. 则快子系统的哈密顿量为

Ĥ1 = h̄ω
(

â†â+
1
2

)
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1
2
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+
1
2

ih̄Y1Q̂(â† − â), (2)

其中包含了快系统的自由哈密顿量和子系统间的

耦合. 按照 BO 近似, 我们可以首先将 Q̂ 看作与

X1 类似的参数来求解 Ĥ1 的本征问题. 考虑到含

质量参数 µ 的正则变换 â =
1√

2µ h̄ω
(µω q̂+ i p̂),

â† =
1√

2µ h̄ω
(µω q̂− i p̂)其本征函数 ψn(q;Q,X1)

和本征值 En(Q,X1)为

En =

(
n+
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h̄ω − µ(X2

1 +Y 2
1 )Q

2

4α2 ,
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√

αχn

(
α
(
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2αω

))
× exp

[
−iαY1Q√

2ω

]
, (3)

其中 α =
√

µω/h̄, χn(ξ )为归一化的 Hermite多项
式. 然后将得到的能量本征值 En 作为一个附加势

加入到 Ĥ2 之中, 于是慢子系统的有效哈密顿量可
表示为

Ĥeff
n =

1
2

{
X2Q2 +Y2

[
(P̂′− h̄Aeff)Q+Q(P̂′− h̄Aeff)

]
+Z2(P̂′− h̄Aeff)2

}
+En(Q,X1), (4)

其中

Aeff(n;Q,X1)

≡ i
∫

dqψ∗
n (q;Q,X1)

∂ψn(q;Q,X1)

∂Q

=− X1Y1Q
2ω2 (5)

是 由 Mead 提 出 的 有 效 规 范 势 [22]. 由 于

Aeff(n;Q,X1) 不显含时间, 则由此会产生一个类
似于分子系统 [22] 中的等效 Aharonov-Bohm 效
应 [30]. 相应地, 如果对 Ĥeff

n 的本征函数 φn
m 做如

下的规范变换:

φn
m(Q;X)→ φ̃n

m(Q;X) = e−iΦ φn
m(Q;X), (6)

其中Φ(n;Q,X1)≡
∫ C(Q)

Aeff(n;Q,X1) · dQ,线积

分可沿任意路径C(Q)进行,以及X ≡X1⊗X2.那
么规范势Aeff可以通过这一变换从哈密顿量 (4)的
表达式中消除. 因此变换后的本征函数 φ̃n

m(Q;X)

满足 {1
2
[
X2Q̂2 +Y2(P̂Q̂+ Q̂P̂)+Z2P̂2]

+En(Q,X1)
}

φ̃n
m = Eeff

mn(X)φ̃n
m. (7)

由此,有效哈密顿量 (4)的本征值和本征函数为

Eeff
mn(X) =

(
m+

1
2

)
h̄Ω +

(
n+

1
2

)
h̄ω ,

φm(Q;X) =φ̃(Q;X)e iΦ

=
√

α ′χm(α ′Q)

× exp
[
−i

(
Y2

2Z2h̄
+

X1Y1

4ω2

)
Q2

]
, (8)

其中 Ω =
[(4α2X2 −µX2

1 −µY 2
1 )Z2

4α2 −Y 2
2

]1/2
, α ′ =√

Ω
Z2h̄

. 通过以上处理, Ĥeff
n 的本征值 Eeff

mn(X)可以

本看作总哈密顿量 Ĥ 的本征值,而 Ĥ 的本征函数
可以定义为 φn

m 与快系统本征函数 ψn 的乘积:

Ψ tot
mn (q,Q;X1,X2)

≈φm(Q;X1,X2)ψn(q;Q,X1). (9)

因此, 整个系统的 Berry 相可以直接通过计算
得到 [2]

γmn =
∮ ∫∫

dqdQψ∗
n (q;Q,X1)φ∗

m(Q;X)

× dX [φm(Q;X)ψn(q;Q,X1)]

=
∮

(2m+1)Z2

4Ω

[
µY 2

1
2α2ω

d
(

X1

Y1

)
+ d

(
Y2

Z2

)]
,

(10)
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其中注意到,方程 (10)的第二行第一项是由有效规
范势引入的 (5),而这一有效规范势又是由慢变量 Q
和快变量之间的相互作用带来的. 因此这一项可以
看作一个等效 AB效应的结果,这是与通常量子系
统中的几何相所不同的.

3 经典 Hannay角

由量子经典对应理论, Hannay角是量子 Berry
相的经典类比 [16,29]. 于是,考虑上述 Berry相的经
典对应也是十分有趣的. 哈密顿量 (1)的经典版本
可写为

H = H1(X1)+H2(X2), (11)

其中X1 = (X1,Y1, · · ·)为快子系统的含时演化参数,
其哈密顿量为

H1 =
p2

2µ
+

µY1 pQ√
2α

+
1
2

µω2
(

q+
X1Q√
2αω

)2

− µ(X2
1 +Y 2

1 )Q
2

4α2 ,

而 H2 =
1
2
(X2Q2 + 2Y2PQ+Z2P2) 则描述被含时参

数X2 = (X2,Y2, · · ·)驱动的慢子系统.与量子 BO复
合系统的处理相类似,将 Q看作快子系统参数做正
则变换 (q,p)→ (θ,I)

q =

√
2I
µω

cosθ− X1Q√
2αω

,

p=−
√

2Iµω sinθ− µY1Q√
2α

. (12)

并对所有 θ 求平均 [29], 然后将 P 变换为 P ′ =

P +Aeff(I;Q,X1)
[28],慢系统的有效哈密顿量可写

为

Heff =
1
2
[X2Q2 +2Y2(P

′−Aeff)Q+Z2(P
′−Aeff)2]

+ Iω − µ(X2
1 +Y 2

1 )Q
2

4α2 +
A1

dt
, (13)

其中 A1 =
µY1Q2

2α2ω
dX1 是由含时正则变换引

入的一形式联络 [16]. 函数 Aeff(I;Q,X1) ≡⟨
∑

i
pi

∂qi

∂X1

⟩
θ

=
µX1Y1Q
2α2ω

则可看作一个有效势. 由

于作用量 I 是不变量, 可以看作常数, 则有效哈密
顿量 (13)当中只含有慢子系统的变量. 通过正则变
换 (Q,P )→ (ϕ,J):

Q=

(
2Z2J

Ω

)1/2

cosϕ ,

P =−
(

2Z2J

Ω

)1/2(Y2

Z2
cosϕ +

Ω
Z2

sinϕ
)

+Aeff, (14)

并将方程 (14)代入方程 (13)同时对 ϕ 取平均,整个
系统的哈密顿量变为

⟨Hav⟩= Iω +JΩ +
⟨A1⟩ϕ +A2

dt
, (15)

其中

⟨A1⟩ϕ =
µY1Z2J

2α2ωΩ
dX1,

A2 =

[
−Y2J

2Z2
+

µX1Y1J

2α2ω

]
d
(

Z2

Ω

)
. (16)

分别是快、慢子系统的经典一形式联络, ⟨· · · ⟩ϕ

表示对 ϕ 求平均. 将 A2 与角度一形式的通常定

义 [16] 相对比可以看出,有效矢势 Aeff 中为其带来

了一个附加项
µX1Y1J

2α2ω
d
(

Z2

Ω

)
. 由此可得整个系统

的 Hannay角为

∆θ =0,

∆ϕ =−
∮ Z2

2Ω

[
d
(

Y2

Z2

)
+

µY 2
1

4α2ω
d
(

X1

Y1

)]
. (17)

与方程 (10) 相比可得, 量子 BO 复合系统的 Berry
相和经典 BO复合系统的 Hannay角之间的关系式
为

∆θ =−∂γmn/∂n,

∆ϕ =−∂γmn/∂m, (18)

这与文献 [16] 中的结果相符合, 由此可见这一对
BO 复合系统中的 Berry 相和 Hannay 角具有与一
般系统中相同的半经典关系. 并且方程 (17) 中由
Aeff 带来的 ∆ϕ 的第二项与 Aeff 对方程 (10) 的贡
献也满足这一关系.

4 总 结

本文分别研究了量子和经典 BO 复合系统中
的 Berry 相和 Hannay 角. 所得的 Berry 相由两部
分定义: 慢一形式联络和快一形式在慢子系统中
的平均值.有趣的是, 与没有 BO近似的系统相比,
Berry相被快慢变量间相互作用引起的有效规范势
所修正, 这一修正可以看作一个等效的 AB 效应.
因此这一机制也可以用来产生中性原子的人造规

范势 [31],这一应用我们将在另一篇文章中讨论.进
一步,在这一 Berry相的经典对应 Hannay角中也发
现了相类似的效应. 利用半经典理论, 我们证明了
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这个 Hannay角在半经典情况下与 Berry相存在一
个微分关系式,并与一般系统中 Berry相和 Hannay

角满足的关系式相同 [16]. 这说明量子经典对应在
特定近似下仍然是存在的.
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Abstract
In this paper, we investigate the Berry phase and Hannay’s angle of an electromagnetic mode system driven by harmonic field with

Born-Oppenheimer approximation and obtain their algebraic expressions by theoretical calculation. The semiclassical relation between
Berry phase and Hannay’s angle is discussed. We find that besides the usual connection term, the Berry phase of BO hybrid system
contains a novel term brought forth by the coupling induced effective gauge potential. This quantum modification can be viewed as an
effective Aharonov-Bohm effect. Moreover, a similar phenomenon is founded in the Hannay’s angle of classical BO hybrid system,
which indicates that the Berry phase and Hannay’s angle possess the same relation as the usual one. Besides, our theory can also be
used to generate Artificial gauge potentials for neutral atoms.
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