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连续时间系统同宿轨的搜索算法及其应用*
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同宿轨的求解是非线性系统领域的核心问题之一,特别是对动力系统分岔与混沌的研究有重要意义.根据同

宿轨的几何特点,采用轨线逼近的方式,通过定义逼近轨线与鞍点的距离,将同宿轨的求解转化为求距离最小值的

无约束非线性优化问题. 为了提高优化结果的完整性, 还提出了基于区间细分的搜索算法和实现方法, 并找出了

Lorenz系统, Shimizu-Morioka系统和超混沌 Lorenz系统等的多个同宿轨道和对应参数,验证了本文方法的有效性.
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1 引 言

同宿轨是从一个鞍点到其本身的轨线,是研究
系统状态结构和稳定性的基础,与非线性动力系统
的分岔和混沌有着密切关系,在 Hamilton力学 [1]、

非线性震荡 [2−4]、混沌信号产生器设计 [5,6]中有重

要应用. 同宿轨常常是混沌运动的组织中心, 同宿
分岔和同宿相交又往往是动力系统产生混沌的源

泉. 借助于同宿轨,人们可以利用 Silnikov定理 [7]、

Smale-Birkhoff定理 [8,9]、Melnikov方法 [10−12]、拓

扑马蹄理论 [13−15] 来判定混沌行为,分析混沌产生
的内在机制. 因此, 同宿轨的寻找一直是非线性系
统研究的核心问题之一,有着重要的研究价值.
关于同宿轨道的寻找问题, 国内外的研究成

果主要有解析方法和数值方法. 解析方法主要有
Melnikov方法 [10]、级数待定系数法 [16] 以及它们

的改进与应用等 [17,18]. 此外, 一些特定系统同宿
轨的存在性上, 也有若干理论推导工作 [19,20]. 这
些方法的优点是具有严格数学理论,可以方便地对
动力系统做定性和定量分析.缺点是只能用于光滑
系统的案例分析,并且分析过程在一定程度上需要
近似处理,对于非线性项比较复杂的系统或者高维

系统,因难以获得合适的解析表达式而失效. 关于
同宿轨的数值计算,由于同宿轨可看作是过鞍点且
有无穷周期的周期轨,因此人们最早采用周期轨进
行逼近 [21]. 但由于不适用于鞍点特征值实部较小
的情形, 例如 Lorenz 系统 [22], 从而引发人们开始
从不同角度进行尝试.随着当今计算机科学和数值
计算的发展, 国内外涌现出不少方法, 从核心思想
上,可分为以下几类: Rodrı́guez-Luis和 Freire的打
靶法 [23,24], Beyn, Friedman, Sandstede, Bao, Witte
等的边值法 [25−29], Lenci, Tigan 等基于流形的方
法 [30−33]. 这些算法各具特色,但也有不足. 打靶法
简单直观, 但是容易遇到截面选取的困难. 因为轨
线和鞍点都随系统参数和状态的改变而改变,截面
容易失效, 需要大量尝试. 此外, 对于高维系统, 截
面的选取更为困难.边值法的优点是具有简洁的数
学模型, 其缺点是数值求解难度较大. 边值法通常
通过求解长周期轨道来获取较好的初始点,相当费
时. 此外,为了获得足够高的精度,边值法中的截断
时间必须充分大, 可是当时间充分大时, 轨线只在
很小的区间上变化较快,而其他大多时间几乎为零,
从而导致数值计算的难题.采用流形计算的方法除
了数值精度的问题外,还面临计算量太大的难题.
针对上述方法通用性不高,实现难度较大的缺
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点, 本文根据同宿轨的几何性质, 采用轨道循序逼

近的方式, 通过定义轨道与鞍点的距离, 将同宿轨

的求解问题转化为一个通用的求距离最小值的无

约束非线性优化问题,进而提出一种基于区间细分

的搜索算法,去获得混沌或超混沌系统的同宿轨及

其相关参数.

2 基于轨道远近点的搜索原理

考虑含参数的连续时间自治系统

ẋ(t) = f(x(t),λ), (1)

这里 x为 n维状态列向量, λ为 p维参数变量,向

量值函数 f : Rn ×Rp → Rn 连续.设 O表示系统 (1)

的鞍型平衡点,即 f(O,λ) = 0. 则 O的同宿轨是指

当 t →±∞时均有 x(t)→ O轨线.

同宿轨的寻找主要面临三个难题:一是搜索方

法的问题, 即设计一个迭代算法, 使初始轨线能最

终收敛于同宿轨道; 二是参数估计问题, 由于 x(t)

会随 λ改变而变, O也可能是关于 λ的函数,而同

宿轨常常只在某些特定的参数中存在;三是精度问

题.众所周知,同宿轨道常常与混沌现象密不可分,

例如拓扑马蹄、Silnikov混沌等. 由于混沌系统对

初值和参数都很敏感,而鞍点附近的轨道有着强烈

的发散趋势, 因此从鞍点附近出发, 直接搜索同宿

轨难以达到精度要求, 所以不可行. 如何设计一个

简洁方法, 能将上述三个问题有效结合并解决, 是

同宿轨搜索的关键.这也是传统的打靶法、边值法

等效果不好的根本原因. 为此, 本文充分利用同宿

轨的几何特性, 结合流形理论和优化算法, 提出了

基于轨道远近点的搜索方法.

不妨假设当 λ = λ∗ 时系统 (1)有一条连接鞍

点 O的同宿轨 γ ,如图 1所示. 因为 (1)为自治系统,

并且满足解的存在和惟一性定理,所以 γ 可以仅由
参数 λ∗ 以及 γ 上的任意一点 x∗ 惟一确定. 也就是

说,要搜索同宿轨 γ ,只需某一初始状态 x̄和初始参

数 λ开始迭代,使之分别收敛到合适的 x∗和 λ∗即

可.鞍点 O附近的轨道有强烈的发散性,为克服数

值精度的问题, x̄和 x∗ 应尽可能远离 O,如图 1所

示. 这样,从 x∗出发的正半轨线与 O的稳定流形重

合,称之为W s;从 x∗ 反向出发的负半轨线与 O的

不稳定流形重合,称之为W u. 于是, W s 和W u 一起

构成了鞍点 O的同宿轨 γ . 在迭代时,从 x̄出发的

正半轨W s
和负半轨W u

将分别收敛于W s 和W u.

为衡量收敛的程度,采用欧氏距离 d̄ 进行度量.

d̄2 = d̄2
s + d̄2

u , (2)

其中, d̄s 和 d̄u 分别表示W s
和W u

到 O的最近欧氏

距离,其最近点分别用 x̄s 和 x̄u 表示. 由于 d̄ 为正,

d̄ 2
是它的单调函数,所以在衡量收敛性时,两者是

等价的. 为了计算的方便 (避免开平方、简化求导

等),这里直接采用 d̄ 2
进行度量.

图 1 基于轨道远近点的搜索算法图解

计算 d̄ 2
的值,需要分别求解 d̄s 和 d̄u. 对于 d̄s,

以 x̄为初始状态,以 λ为系统参数,对 (1)式进行数

值积分,得出W s,并在求解过程中寻找距离的最近

点 x̄s. 为此,考虑该轨线上的任意一点 x到 O的距

离平方:

d2 , ∥x−O∥2
2 ≡ (x−O)T(x−O), (3)

显然,当 x= x̄s 时,满足下式

(d2)′ , dd2

dt
≡ 2(x(t)−O)Tf(x(t),λ ) = 0. (4)

于是, 选取 (4) 式为截面. x(t) = O 位于该截面内,

并且在 O的充分小去心邻域内, f(x(t),λ )为 x(t)

处的曲面法线矢量,所以系统 (1)的轨线在 O附近

几乎垂直穿过该曲面. 当 x靠近 x̄s 时,随着时间 t

的增加, d2 会先变小后增加. 因此, 可以通过扑捉

(d2)′ 从负向正穿过 0的点 x来搜索 x̄s. 由于上述

过程与 Poincaré 映射一致,因此不仅可采用现有算

法和程序进行求解, 而且还可保留 x̄s 对初值 x̄和

参数 λ的连续性. 所以 d̄s 对初值 x̄和参数 λ连续.

类似地,对于 d̄u,利用 (1)式的时间取反系统

ẋ(t) =−f(x(t),λ) (5)
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替换 (1) 式, 采用计算与 d̄s 同样的方式进行计算,
这时的 (4)式变为

(d2)′ ≡−2(x(t)−O)Tf(x(t),λ) = 0. (6)

同样 d̄u 对初值 x̄和参数 λ也连续.因此,由 (2)式
可知, d̄ 2

是关于 x̄和 λ的连续函数. 于是,整个同
宿轨的求解问题转化为函数求最小值的无约束非

线性优化问题.即

min d̄ 2
(x̄,λ), (7)

关于 d̄ 2
(x̄,λ)求解,则又是传统的 Poincaré映射数

值计算问题.这两种问题目前已经有许多优秀成熟
算法可以借鉴,甚至有一些可靠的程序代码可直接
利用. 因此,在上述框架下,能够保障计算的精度、
速度和普适性,同宿轨的搜索将变得更加可行.
关于初始值 x̄,首先给定 λ以及 O充分小邻域

内的一初始值 x̄(0),然后对 (1)或 (5)式数值求解,
使其远离 O即可.这里的 x̄(0)可随机给定,因为在
O邻域内,不管 x̄(0)取何值,都会以很快的速度向
系统的不稳定流形靠拢. 为方便起见,选择 x̄为轨

道距离 O的极远点. 在 x̄(t)靠近最远点时,距离 d2

先变大然后变小. 因此通过扑捉 (d2)′ 从正向负穿

过 0的点,来判定 x̄. 其计算过程与 x̄s 和 x̄u 类似.

3 算法的实现

从原理上讲,在优化数值函数 d̄ 2
(x̄,λ)值时, x̄

和 λ 都是多维, 可以将 x̄ 和 λ 合并为一个未知向

量, 无需设计专门的搜索算法, 采用现有的非线性
函数优化方法即可直接求解. 但是, 由于这些方法
都需要给定一个迭代初始值,如果初始值不在收敛
区域内,则优化无法进行; 或者如果初值都在同一
个收敛区域, 则会遗漏其他收敛结果. 考虑到搜索
结果的完整性和计算误差的问题,下面采用区间细
分的方法,将 x̄和 λ区分开来实现该优化问题.
对于许多混沌系统,例如 Lorenz或 Chen系统,

其同宿轨的其中一端常常是一维稳定或不稳定流

形. 为便于论述上述框架的应用方法, 我们将以这
类同宿轨为例, 结合单纯形优化算法, 给出基于一
维参数搜索的算法. 对于多参数或者同宿轨的两端
都不是一维流形的情形,我们可以分别对参数和初
始值 x̄(0)进行多维搜索来解决. 假设参数范围是
[λ−,λ+],算法的流程如图 2所示,具体步骤如下.

1) 设置待搜索的区间队列为 L = {[λ−,λ+]},
设置参数: 最小区间 ∆min,细分点数 N,轨线最大长
度 S和求解精度 ε .

2)如果队列 L为空,则结束算法, 否则取队头
区间,等分为 λ1, λ2, · · · , λi, · · · , λN ,并设 ∆ 为等分
间距.

3)对于每个参数 λi,将其代入系统 (1)中,求相
应鞍点 Oi的坐标,并在 Oi的 ε 邻域内,随机的选择
一个初始点计算 x̄i.

4) 用优化算法对 x̄i 进行迭代, 使得 d̄ 2
i 最小.

其中,函数 d̄2
i (x̄i,λi)的求解过程如下: 以 x̄i为初始

点求解系统 (1),当 (4)式中的 (d2)′从负向正穿过 0
时,记下距离 ds 和轨线W s; 同时求解反向系统 (5)
式, 当 (6)式中的 (d2)′ 从负向正穿过 0时, 记下距
离 du和轨线W u;取 d̄2

i = d̄2
s + d̄2

u . 在轨道积分时,为
避免无解或无界,如果轨道长度超过 S则立即终止,
并令 d̄2

i = NaN.
5)求 d̄2

1 , d̄2
2 , · · · , d̄2

N 的极小值 d̄2
j ,如果 d̄2

j < ε2,
则输出 x j, λ j, d̄ 2

j 以及该参数对应的同宿轨 γ =

W u ∪W u ∪O;否则如果 ∆ > ∆min,则需要在 λ j 附近

缩小区间进一步搜索,即将区间 [λ j −∆ ,λ j +∆ ]加

入区间队列 L,然后返回第 2)步.

图 2 算法流程图

算法适用范围分析:对于一个存在同宿轨的实
际系统, 如果初始参数区间正确, 那么算法能否找
到该同宿轨的关键是能否使 d̄ 2

(x̄,λ)收敛至 0. 这
取决于以下两个问题: 1) d̄s 和 d̄s 是否真实地代表

100501-3



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 10 (2013) 100501

着迭代轨道与鞍点的最短距离; 2)无约束优化问题

min d̄ 2
(x̄,λ) 能否收敛到最小值, 而不是一个其他

极小值. 对于问题 1), 如果 Poincaré 映射的第一次

回归点不是距 O最近点,算法可能失效. 例如,当系

统的雅克比矩阵 Df 在鞍点 O的特征值非零虚部

时, W s 或W u 出现螺旋收敛或发散的情形. 因为迭

代轨道不是最终的同宿轨,它必然会在鞍点 O附近

离开, 所以通过 Poincaré 映射的有限次迭代, 就可

找出轨道离开 O前的最近点,从而有效避免问题 1)

的出现. 对于问题 2),这属于无约束优化问题的基

本难题,可采用不同的初始值或尝试不同的优化算

法,来获得最佳效果.

算法的复杂度分析:由于本算法的核心任务是

求解优化问题 min d̄2(x̄,λ), 该问题求解次数越少,

算法的执行效率越高. 在最坏情况下, 区间会被细

分至 ∆min 才找到解. 由于每次搜索区间大小变为

2/(N −1),若初始参数范围为 [λ−
0 ,λ+

0 ],则求解一个

极小值最多需要细分 ln
∆min

λ+
0 −λ−

0

/
ln

2
N −1

次. 而

每次细分需要对优化问题求解 N 次, 若存在 M 个

参数极小值点,则总优化次数不超过

Imax = MN
ln∆min − ln(λ+

0 −λ−
0 )

ln2− ln(N −1)
.

当今计算机已进入多核时代, 中央处理 CPU 有数

个内核,而通用图形处理器 GPU有数千个内核,有

很强的并行计算能力. 在上述步骤中, 几乎所有的

计算集中在第 3)和 4)步.由于不同参数 λ 对应的
计算过程相互独立,因此在算法实现时可采用多核

CPU多线程并行处理,来获得多倍提速;也可采用

与文献 [34, 35] 类似的 CPU+GPU 异构平台实现,

以获得数十乃至上百倍的加速.

由于本算法采用细分原理,有效降低了计算量,

因此本文采用 MATLAB实现. 在 MATLAB中, 常

微分方程数值求解函数很多, 例如最常用的 ode45

函数完成,由于其内部集成 Event事件处理功能,因

此在轨道计算的同时,可以判断 x̄穿越 Poincaré截

面的位置 x̄s 和 x̄u, 从而实现函数 d̄2
i (x̄i,λi) 的计

算.同样, MATLAB中的优化算法也很多,这里采用

Nelder-Mead单纯形算法,因为该算法比较简单,不

需要求解 d̄2
i 的导数,并且只要求 d̄2

i (x̄i,λi)满足连

续性.

4 数值仿真结果

为说明上述方法的有效性,下面将在MATLAB
平台下, 尝试寻找 Lorenz 系统、Shimizu-Morioka
系统和超混沌 Lorenz系统的同宿轨.
例 1 Lorenz 系统在所有混沌微分方程中是

最为著名,该系统是由 Lorenz[22] 在 1963年研究大
气对流时引入的一个简化模型,它具有后来人们所
熟知的 “奇怪吸引子”. 该系统方程如下:

ẋ1 =−βx1 + x2x3,

ẋ2 = σ(x3 − x2),

ẋ3 =−x1x2 +ρx2 − x3,

(8)

显然,原点 O是本系统的一个鞍型平衡点,其稳定
和不稳定流形在文献 [32—34]中得到了深入研究
和刻画. 选择系统参数 σ = 10和 β = 8/3, 参数 ρ
的搜索区间为 [13,16],细分点数为 N = 30,最小区
间 ∆min = 10−4, 最大轨道长度 S = 1000, 求解精度
为 ε = 10−8. 最终得到: 当 ρ ≈ 13.926557, 轨道远
点 x∗为

[20.7243985861,11.2074863293,9.27588845321]T

时存在同宿轨道 Γ1,如图 3所示. 由于 Lorenz系统
具有对称性, 通过变换 (x1,x2,x3) ↔ (x1,−x2,−x3),
可以得出另一个同宿轨 Γ2. 从图 3 可以看出,
Γ1 和 Γ2 沿着同一方向 (x1 轴的负方向) 回到鞍
点, 所以它们在鞍点处彼此相切. 通过改变参
数 β , 我们还发现 Lorenz 系统在参数 (σ ,ρ,β ) 取
下列值 (10,23.2002,14/3), (10,38.33393002,20/3),
(10,60.55472667,8.3)时,也存在着连接原点的系列
同宿轨, 这些同宿轨在 x1-x2 平面的投影如图 4所
示.

图 3 Lorenz系统的同宿轨 Γ1 和 Γ2
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例 2 Shimizu-Morioka系统 [36]如下
ẋ = y,

ẏ = x−ay− xz,

ż =−bz+ x2,

(9)

原点是该系统的一个鞍点, 搜索该点的同宿轨. 在
程序中, 设置系统参数 b = 0.9, a 的搜索区间为

[0.2, 2.3],细分点数 N = 50,其他参数同上. 经过计
算,得到当 a ≈ 0.8865579时,系统存在两个同宿轨,
其对应的轨道远点坐标 (x,y,z)如下

(−1.35105194,0.471714326,1.85432111),

(1.35105194,−0.471714326,1.85432111).

以这两个点为初始值,经过轨道计算,得到 Shimizu-
Morioka 系统的同宿轨, 如图 5 所示. 从图 5 可以
发现,该系统在平衡点处的稳定流形和不稳定流形
各有两支 Γ1 和 Γ2,与 Lorenz系统不同,两支稳定流
形回到鞍点的方向并不相切,所以 Shimizu-Morioka
系统中的同宿轨呈八字形.

图 4 Lorenz系统的蝴蝶同宿轨在 x1-x2 平面的投影

图 5 Shimizu-Morioka系统的同宿轨道

例 3 下面考察一个四维超混沌 Lorenz
系统 [37],系统方程为



ẋ = a(y− x)+w,

ẏ = cx− y− xz,

ż = xy−bz,

ẇ =−yz+ rw,

(10)

其超混沌性已被具有二维拉伸的拓扑马蹄验

证 [15]. 这里, 原点同样是系统的一个鞍型平衡
点,选取 a = 10, b = 8/3, c = 13.904156,并令 r的搜
索区间为 [−20, 0], N = 200,其余参数与例 1相同.
经过搜索,在 r ≈ −2.9503时找到两个同宿轨道 Γ1

和 Γ2,如图 6所示,其轨道远点的坐标 (x, y, z, w)分
别为

(−7.6781530,−5.688575,20.94132,29.059647),

(7.6781530,5.688575,20.94132,−29.059647).

图 6 超混沌 Lorenz系统的同宿轨 Γ1 和 Γ2 在 y-z平面和 x-w
平面的投影
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5 结 论

本文根据同宿轨道的几何特征, 利用逼近轨

道与鞍点的距离, 将同宿轨的求解问题转化为一

个通用的求函数最小值的无约束非线性优化问题,

从而使算法具备简洁性、普适性和高效性. 为了

提高搜索结果的完整性, 本文又提出了基于区间

细分的优化算法和实现方法,并通过 Lorenz系统、

Shimizu-Morioka 系统和超混沌 Lorenz 系统, 验证

了其有效性. 同过去的算法相比,本算法不必像打

靶法那样,每次都要计算平衡点附近的稳定和不稳

定特征向量空间,节约了不少时间. 同时,在本算法

中轨道远近点所需的 Poincaré截面是系统自动生

成,并且可以利用 MATLAB的事件功能直接求解;

而打靶法需要人为地选取截面, 不仅求解困难, 而
且随着系统参数和初始状态的改变,该截面可能会
失效. 同边值法相比,本算法的优点是基于微分方
程初值问题的求解, 更为简单, 易于同成熟的数值
算法相结合, 可达到更快的速度和更高的精度. 此
外,边值法还需通过求解周期非常大的周期轨来获
取较好的初始点, 这不仅难度大而且又费时, 然而
本文算法的初始点是随机获取的, 没有如此要求.
与 Melnikov方法相比,本算法适用范围更广,甚至
可以应用在高维系统上. 另外, 本算法只要求系统
满足解的存在和惟一性, 即系统方程连续即可, 而
目前大多方法要求系统方程二阶导数连续甚至光

滑,所以本算法是所有同宿轨求解方法中要求最低
的.
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Abstract
Detecting homoclinic orbits is a key problem in nonlinear dynamical systems, especially in the study of bifurcation and chaos. In

this paper, we propose a new method to solve the problem with trajectory optimization. By defining a distance between a saddle point
and its near trajectories, the problem becomes a common problem in unconstrained nonlinear optimization to minimize the distance. A
subdivision algorithm is also proposed in this paper to improve the integrity of results. By applying the algorithm to the Lorenz system,
the Shimizu-Morioka system and the hyperchaotic Lorenz system, we successfully find many homoclinic orbits with the corresponding
parameters, which suggests that the method is effective.

Keywords: chaos, homoclinic orbits, nonlinear system, numerical computation

PACS: 05.10.−a, 05.45.−a, 05.45.Pq DOI: 10.7498/aps.62.100501

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant No. 61104150), the Natural Science Foundation Project of Chongqing,
China (Grant No. cstcjjA40044) and the Doctoral Fund of Chongqing University of Posts and Telecommunication, China (Grant No. A2009-12).

† Corresponding author. E-mail: yangfy@cqupt.edu.cn

100501-7


