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大尺度浅水波方程中相互调制的非线性波*
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基于一般的浅水波方程,根据大尺度正压大气的特点,得到无量纲的控制大尺度大气的动力学非线性方程组.

利用多尺度法,由无量纲的动力学方程组导出了扰动位势的非线性控制方程. 采用椭圆方程构造该扰动位势控制方

程的解,获得了扰动位势和速度的多周期波与冲击波 (爆炸波)并存的解析解.扰动位势的解表明经向和纬向具有

不同周期和波长的周期波,且都受纬向孤波的调制;速度的解表明大尺度大气流动存在气旋和反气旋周期性分布的

现象.
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1 引 言

浅水波方程广泛地应用于大气和海洋等领

域 [1−8],是无黏性不可压缩正压大气的原始方程组,
可描述为

Ut +UUx +VUy =−Φ ′
x + fV, (1)

Vt +UVx +VVy =−Φ ′
y − fU, (2)

Φ ′
t +UΦ ′

x +V Φ ′
y +(Φ̄ +Φ ′)(Ux +Vy) = 0, (3)

式中 t,x 和 y分别为时间、空间变量, f = 2Ω sinθ
为 Coriolis参数, θ 为纬度, Ω 为地球自转角速度; U

和 V 分别为 x-y平面的纬向和经向水平运动速度;

Am =
∂

∂m
A, A = (U,V,Φ), m = (x,y, t); Φ̄ = gH 为平

均位势,是常数, g为重力加速度,若以静态为背景,
则 H 为静态流体的深度; Φ ′ = gh为扰动位势, h为

流体自由面的扰动高度,是 (x,y, t)的函数. 总的位
势为 Φ = Φ̄ +Φ ′ = g(H +h).
浅水波方程的线性波、扰动和剪切流存在不

稳定性 [1], 在半地转风近似下的解具有唯一性 [2].
众多学者采用浅水波方程的数值解,模拟仿真大气
和海洋领域中的物理现象,如用它的数值解分析 β
平面近似的波动现象 [3],用它的极坐标形式的数值

解,模拟仿真 Rossby波 [4],研究正压大气的 Rossby
– Haurwitz波和带状流 [5],用 Particle-Mesh方法求
地转风平衡下浅水波方程的解 [6],用它的有限差分
模型仿真近赤道的 Kelvin波 [7],文献 [8]对二条平
行行进的船产生的水波相互作用现象进行了数值

研究等. 我们想寻找浅水波方程的解析解,研究大
气中的波动现象.但求高阶非线性方程的解析解是
一个比较困难的问题,文献 [9]介绍了用同伦映射
法求浅水波方程的近似解; Lou等分别用 Darboux
变换、Büacklund 变换和对称群法成功地得到了
(2+ 1) 维欧拉方程的解析解 [10,11]; 我们将采用多
尺度法和移植法 [12,13], 寻求大尺度正压大气的浅
水波方程的解析解,探索在大尺度情况下周期波和
孤波并存的情况.

2 新的非线性发展方程

对于中纬度大尺度的大气运动,若取水平尺度
为 L, 水平速度尺度为 Ū , 则时间尺度为 L/Ū . 取
β 平面近似, 对方程 (1)—(3) 中的物理量无量纲
化如下:

(x,y) = L(x1,y1), t =
L
Ū

t1,

(U,V ) = Ū(u,v), Φ ′ = f0LŪϕ ,
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f = f0 +βy = f0(1+RoBy1), (4)

式中 Rossby数 Ro =
Ū
f0L

, B =
βL2

Ū
.

将 (4) 式中的变量代入方程 (1)—(3), 并除去
(x1,y1, t1) 中的下标, 得到下列无量纲的非线性方
程组

Ro(ut +uux + vuy)− v(1+RoBy)+ϕx = 0, (5)

Ro(vt +uvx + vvy)+u(1+RoBy)+ϕy = 0, (6)

Ro(ϕt +uϕx + vϕy)+(µ2 +Ro)(ux + vy) = 0, (7)

式中 µ =

√
gH

L f0
.

利用多尺度法,对自变量作如下的尺度变换

X = c1x− c2t, Y = By, T = Rot, (8)

式中 c1, c2 是待定常数. 对于中纬度大尺度的大气
运动,以 O(Ro)为小量, 对速度和扰动位势作渐近
展开:

u = u0 +Rou1 +O(Ro2), (9)

v = v0 +Rov1 +O(Ro2), (10)

ϕ = ϕ0 +Roϕ1 +O(Ro2). (11)

式中 ui, vi, ϕi 是 (X ,Y,T )的函数. 将 (9)—(11)式代
入 (5)—(7) 式, 并收集 O(Ro) 的系数, 得零级近似
方程

u0 +Bϕ0,Y = 0, (12)

− v0 + c1ϕ0,X = 0, (13)

µ2(c1u0,X +Bv0,Y ) = 0. (14)

和一级近似方程

− c2v0,X + c1u0v0,X +Bv0v0,Y

+u0Y +u1 +Bϕ1,Y = 0, (15)

− c2u0,X + c1u0u0,X +Bv0u0,Y

− v0Y − v1 + c1ϕ1,X = 0, (16)

(µ2v1,Y + v0ϕ0,Y + v0,Y )B

+(−c2 +u0c1)ϕ0,X + c1(u0,X +µ2u1,X ) = 0. (17)

由零级近似方程 (12)—(14)得

u0 =−Bϕ0,Y , v0 = c1ϕ0,X , (18)

将 (18)式代入 (15)—(17)式得

B(c2 + c1Bϕ0,Y )ϕ0,X ,Y − c1(Y +B2ϕ0,Y,Y )ϕ0,X

+ϕ1,X c1 − v1 = 0, (19)

− c1(c1Bϕ0,Y + c2)ϕ0,X ,X −ϕ0,Y BY +Bϕ1,Y

+Bc2
1ϕ0,X ϕ0,X ,Y +u1 = 0, (20)

µ2(c1u1,X +Bv1,Y )− c2ϕ0,X = 0. (21)

由 (19)式和 (20)式解得

u1 =c1(ϕ0,Y c1B+ c2)ϕ0,X ,X

−Bc2
1ϕ0,X ϕ0,X ,Y −Bϕ1,Y +BY ϕ0,Y , (22)

v1 =B(ϕ0,Y c1B+ c2)ϕ0,X ,Y

− c1(Y +B2ϕ0,Y,Y )ϕ0,X +ϕ1,X c1. (23)

显然,一级近似速度 u1 和 v1 由 ϕ0 和 ϕ1 决定.
将 (22)和 (23)式代入 (21)式得到描述大尺度正压
大气扰动位势 ϕ0 新的非线性发展方程

(c2 +µ2Bc1 +µ2Bc3
1ϕ0,X ,X ,Y +µ2c1B3ϕ0,Y,Y,Y )

×ϕ0,X −µ2(c1Bϕ0,Y + c2)(B2ϕ0,X ,Y,Y + c2
1ϕ0,X ,X ,X)

=0. (24)

式中不显含时间 T ,而 t 隐含在 X 中. 由上可知,该
控制方程在形式上不同于准地转正压位涡方程 [14],
在近似处理方法上采用的是渐近展开,而正压位涡
方程采用的是地转风近似 [2,6].

3 发展方程的解析解

我们采用解的移植法 [12,13], 求方程 (24) 的解
析解.将满足如下椭圆方程

d
dξ

w(ξ ) =
√

a1w(ξ )2 +a2w(ξ )3 +a3w(ξ )4 (25)

的解移植到方程 (24), 够造 ϕ0 的解, 上式中 a1, a2,
a3为待求常数, ξ = ξ (X ,Y,T ),w(ξ )为待定函数. 设

ϕ0 =
p1 +b1w(ξ )
p2 +w(ξ )

, (26)

式中 p1 和 p2 为待定常数, b1 = b1(X ,Y,T )是待求
的函数. 将 (25)和 (26)式代入方程 (24),合并

w(ξ )i
(√

a1w(ξ )2 +a2w(ξ )3 +a3w(ξ )4
) j

项的系数 (i = 0,1, · · ·5, j = 0,1),令其为零,可得到
新的超定方程组,解此方程组可知,当

a1 =
c2 +µ2Bc1

4k2
1µ2c2

1c2
, (27)

a2 =
c2 +µ2Bc1

2k2
1µ2c2

1c2 p2
, (28)

a3 =
c2 +µ2Bc1

4p2
2k2

1µ2c2
1c2

, (29)

q =
√

−c2 −µ2Bc1, ξ = k1X , (30)
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可解得

b1 = f2 cos(F1)+ f1 sin(F1)+
p1

p2

+
4
√

3B f2µ√c2 sin(F2)

3q
, (31)

F1 =
qX

2µc1
√

c2
,

F2 =

√
3q(Y + f3)

2Bµ√c2
, (32)

式中 f1, f2 和 f3 是 T 的任意函数. 将 (27)—(29)式

代入 (25)式,可定得 w(ξ )的解,这里选取其中的二

种情况详细介绍如下.
情况1 当

c1 =
Bµ ±

√
B2µ2 +16c2

2n2k2
1

8c2n2k2
1µ

, (33)

有如图 1和图 2所示的冲击波解

w1,2 =− p2(sinh(nξ )± cosh(nξ )∓1)
2sinh(nξ )

, (34)

w3,4 =
−p2k3(k2 cosh(nξ )± k2 sinh(nξ )+ k3)

(2k2k3 cosh(nξ )+ k2
3 + k2

2)
, (35)

以及如图 3所示的爆炸波解

w5,6 =
−p2((k4 ± k3)(cosh(nξ )± sinh(nξ ))+

√
k2

4 − k2
3)

(k3 cosh(nξ )+ k4 sinh(nξ ))
. (36)

图 1 由 (34)式决定的冲击波 w1(实线)和 w2(虚线).对应的参
量值为: n = 1, p2 = 1

图 2 由 (35)式决定的冲击波 w3 (实线)和 w4(虚线).对应的参
量值为: n = 1, k2 = 2, k3 = 3, p2 = 1

图 3 由 (36)式决定的爆炸波 w5(实线)和 w6(虚线).对应的参
量值为: n = 1, k3 = 2, k4 = 3, p2 = 1

情况2 当

c1 =
Bµ ±

√
B2µ2 +64c2

2n2k2
1

32c2n2k2
1µ

, (37)

有如图 3所示的爆炸波解

w7,8 =±(1± tanh(nξ ))p2

2tanh(nξ )
, (38)

和如图 1所示的冲击波解

w9,10 =± k2(1∓ tanh(nξ ))p2

(2k2 ∓ p2k3) tanh(nξ )− p2k3
. (39)

上述所有的解中 k2, k3, k4, p1, p2 和 n 都是常数;
c2 > 0, c1 < 0, 且受 −c2 − µ2Bc1 > 0 的制约. 把
w(ξ )和 b1 的解代入 (26)式,可定得满足 (24)式的
ϕ0的解析解,再代回 (18)式, (22)式和 (23)式,可求
得速度的零级近似和一级近似的解析解.

4 分析讨论

由 (32) 和 (31) 式可知 b1 是由 X 和 Y 方向的

周期波叠加组成,但 X 方向的周期波的波长和周期

不同于 Y 方向.将 (31)式代入 (26)式,得

ϕ0 =
w f2 cos(F1)

p2 +w
+

w f1 sin(F1)

p2 +w

+
4
√

3Bw f2µ√c2 sin(F2)

3q(p2 +w)
+

p1

p2
, (40)

式中 w = w(ξ )是由 (3)—(39)式决定的冲击波或爆
炸波.以 (35)式的 w3 冲击波解为例, 代入 (40)式,
并注意到 (8)式, 可定得大尺度正压大气浅水波方
程扰动位势 ϕ0 的解析解, 解的结果表明扰动位势
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ϕ0 同时存在周期波和冲击波 (爆炸波),在经向只有
周期波,在纬向同时存在周期波和孤波; 经向周期
波的周期和波长与纬向的不同,彼此的周期波是相
互叠加的, 如图 4; 而周期波与冲击波 (爆炸波) 的
波幅是相互调制的,调制波的波幅随时间的演变如
图 5,对于同一地点调制波的波幅是随时间变小的;
(40)式中的 f1, f2和 f3都是 T 的任意函数, f1和 f2

对波幅具有调制作用, f3 决定经向周期波的速度.
作图时考虑了大尺度中纬度的物理背景, 选取典
型参数 L = 106 m, g = 9.8 m/s, H = 104 m, θ = 45◦,
Ω = 7.292×10−5 rad/s, f0 = 10−4/s, Ū = 10 m/s,由
此可得 B= 1.6, µ = 3, Ro= 0.1.考虑到 (30), (33)式
的制约和大尺度运动,取 n = 1, k1 = 0.01985, c2 =

0.01,可得 c1 =−6.9793×10−4, q = 7.0843×10−3.

图 4 扰动位势的分布.对应的参量值为: f1 = 0.1, f2 = 0.001,
f3 = 0.1, k2 = 1, k3 = 1, p1 = 1, p2 = 1

图 5 孤波与周期波幅度的相互调制作用. 对应的参量值为:
x = 1, y = 1, f1 = 0.1, f2 = 0.001, f3 = 0.1, k2 = 1, k3 = 1, p1 = 1,
p2 = 1

将 (40) 式的 ϕ0 代入 (18) 式, 得零级近似的
速度

u0 =−2
w f2 cos(F2)B

p2 +w
, (41)

v0 =1/2
(− f2 sin(F1)+ f1 cos(F1))wq

(p2 +w)
√

c2µ

+
k1 p2c1( f2 cos(F1)+ f1 sin(F1))wξ

(p2 +w)2

+4/3
k1 p2c1 f2µB

√
c2
√

3sin(F2)wξ

q(p2 +w)2 . (42)

代入 (22)式和 (23)式,并取 ϕ1 = 0,得一级近似速
度的解析解. 再将零级和一级近似的速度代入 (9)
和 (10)式,可定得大尺度正压大气浅水波方程速度
场的解析解.解的结果如图 6所示,可以看出,此速
度场的解反映了大尺度大气呈现周期性气旋和反

气旋的运动现象.

图 6 速度的分布. 对应的参量值为: f1 = 0.1, f2 = 0.001,
f3 = 0.1, k2 = 1, k3 = 1, p1 = 1, p2 = 1

5 结 论

从一般的浅水波方程出发,根据大尺度正压大
气的特点, 得到它的无量纲的非线性控制方程组.
利用多尺度法 (8)式, 推导出了扰动位势的非线性
发展方程 (24), 在形式和近似处理方法上, 它不同
于地转风近似下的无黏准地转正压位涡方程. 采用
椭圆方程 (25) 构造控制方程 (24) 的解, 得到扰动
位势和速度的周期波和孤波并存的解析解.解的结
果 (40)和图 4表明扰动位势 ϕ0 在经向和纬向都具

有周期波,但周期和波长不同; 经向周期波的波幅
与纬向的孤波相互调制,在纬向同时具有相互调制
的冲击波 (爆炸波)和周期波,调制波的波幅随时间
的演化如图 5. 由 ϕ0 的解析解, 分别代入 (18) 式、
(22) 式和 (23) 式, 可得到速度场的解析解,此解和
图 6 表明大尺度大气流动存在气旋和反气旋周期
性分布的现象. 可见, 我们所得到的非线性发展方
程 (24)式及其解析解对研究大气环流具有一定的
理论参考价值.
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Nonlinear intermodulation waves of large-scale
shallow water equations∗

Mao Jie-Jian Yang Jian-Rong†
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Abstract
According to the general shallow water equations, the nondimensional nonlinear dynamic equations are obtained that can describe

large-scale barotropic atmosphere. Using multi-scale method, a nonlinear controlling equation for disturbed height (or pressure) field is
deduced. Applying elliptic equation to construct the solutions of the controlling equation, the analytic solutions of the disturbed height
field and velocity are obtained, which include the multiply periodic waves and shock (explosive) waves. The solutions of the disturbed
height field present periodic waves with different periodicity and wavelength along longitude and latitude, which are modulated by
the solitary waves of latitude. The velocity solutions display that in the large-scale air flows exist periodic distribution phenomena of
cyclone and anticyclone.

Keywords: shallow water equations, large-scale barotropic atmosphere, analytic solution, nonlinear wave
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