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本文通过表象变换,将耦合广义非线性薛定谔方程 (C-GNLSE)变换成相互作用表象中的向量方程,再利用向量

形式的 4阶龙格-库塔迭代格式,建立了一种在频域内求解 C-GNLSE的同步更新迭代算法. 通过将该向量形式的相

互作用表象中的 4阶龙格-库塔 (V-JH-RK4IP)算法应用于高双折射光子晶体光纤中超连续谱产生的数值模拟,验证

了算法的有效性,通过与现有其他典型算法的比较,表明以 V-JH-RK4IP算法求解 C-GNLSE具有最高的计算精度和

计算效率.

关键词: 耦合广义非线性薛定谔方程 (C-GNLSE), 相互作用表象, 4 阶龙格-库塔算法, 超连续谱
产生

PACS: 42.81.Dp, 42.81.−i, 42.65.Re DOI: 10.7498/aps.62.154205

1 引 言

受色散和非线性效应的作用,超短激光脉冲在
单模光纤中传输过程中将产生丰富的非线性光学

现象,在光纤 (孤子)通信、超快光学、超连续谱产
生、光学相干层析等方面都具有重要的应用 [1−4].
描述超短脉冲在单模光纤中传输行为的最基本数

学模型是包含群速色散和自相位调制的非线性薛

定谔方程 (NLSE)[2],但对于高峰值功率的飞秒脉冲
在光纤中传输演化,则需要由包含高阶色散和高阶
非线性效应的广义非线性薛定谔方程 (GNLSE)来
描述 [5]. 尽管人们已发展出逆散射 [6] 和自相似方

法 [7] 解析求解 NLSE,但对于 GNLSE,只能用数值
方法求解.
数值求解 NLSE和 GNLSE的基本方法是分步

傅里叶方法 (SSFM)[2], 它忽略色散和非线性间的
耦合, 对色散和非线性算子先后进行积分求解, 计
算耗时且精度不高. 通过采用对称分步傅里叶算
法 (S-SSFM)可弥补因未考虑色散和非线性间耦合

所带来的误差, 提高求解精度 [8,9]. 为抑制分步傅
里叶算法求解非线性算子产生的较大误差, 人们
已发展出多种求解非线性算子中指数幂积分的方

法 [10−14], 并通过优化分步与迭代方案, 大大提高
了计算精度 [15]. 2007 年, Hult 首次将由 Caradoc-
Davies 求解描述 Bose-Einstein 凝聚态动力学行为
的 Gross-Pitaevskii 方程的算法推广至对 NLSE 和
GNLSE 的数值求解, 这种相互作用表象中的 4 阶
龙格-库塔方法 (JH-RK4IP)通过表象变换将色散和
非线性算子统合在一起,具有 5阶小量的局部误差
和 4阶全局精度,展现了空前的计算效率 [16]. 2009
年, Heidt 在 Sinkin 等人自适应步长控制 [17] 的基

础上, 通过利用光子数守恒增加物理约束, 有效减
少了模拟过程中所需计算的 FFT 个数, 并成功地
应用于 NLSE和 GNLSE的 JH-RK4IP算法 [18], 最
近, Rieznik和 Heidt等人还将光子数守恒步长自适
应控制技术推广应用至 NLSE 和 GNLSE 的频域
JH-RK4IP 算法 [19], 从而将 NLSE 和 GNLSE 的数
值求解技术推到极致.
但是,随着对超短光脉冲经光纤色散非线性传
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输产生的诸如超连续谱、矢量孤子裂变、孤子俘

获和矢量调制不稳定性等新图景逐渐呈现 [1,20−26],
对这类物理问题的完整描述涉及到相互耦合的广

义非线性薛定谔方程 (C-GNLSE),尽管人们早已将
SSFM 和 S-SSFM 算法通过交叉迭代方案应用于
对 C-GNLSE 的求解, 但是, 如何将新型 JH-RK4IP
高效算法用来构建针对 C-GNLSE 数值模拟方法,
以提高对这种的非线性方程组的求解精度与效率,
仍需要进一步深入地研究, 相关工作至今也尚未
见报道.
本文通过引入向量和向量算子把 C-GNLSE变

换到相互作用表象,利用向量形式的龙格 -库塔算
法在频域数值求解了耦合广义非线性薛定谔方程.
通过将该向量形式的相互作用表象龙格-库塔算法
应用于高双折射光子晶体光纤中超连续谱产生的

数值模拟,验证了算法的高精度和高效率.

2 模型与算法

普适的 C-GNLSE可表示成

∂An

∂ z
= D̂nAn + N̂nAn, (1)

其中 n = 1,2表示两个正交偏振态, An 为光脉冲的

包络振幅, z为传播距离, D̂n 和 N̂n 分别为色散和非

线性算子,可表示为 [26,27]
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式中, αn 为损耗系数, βmn 为 n 偏振方向传播
常数 βn 的 m 阶泰勒展开项, δβ1 = (β11 − β12)/2,

δβ = β01 −β02, T = t − z(β11 +β12)/2 为延时坐标
系中的时间, γn 为非线性系数, ω0 为中心频率,
τSHOCK = 1/ω0 与冲击响应有关的系数; fR = 0.18
为拉曼响应对克尔效应的贡献; f1 和 f3 分别为平

行和垂直拉曼响应, f2 为无增益频移
[28,29], f1, f2

和 f3 可分别表示成
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)
, f2 = f1 −2 f3

和 f3 = [(2τb − t)/τ2
b )]exp(−t/τb), 其中 τ1, τ2 和 τb

分别为 12.2 fs, 32 fs和 96 fs. 若不区分垂直和平行
拉曼效应以及无增益的拉曼频移时, 方程 (1)—(3)
所示的 C-GNLSE可转换成与文献 [20, 21, 30]中相
同的形式,但对于数值求解无本质区别.对于 (1)式
所示的 C-GNLSE, 通常采用交叉迭代的 SSFM 和
S-SSFM算法进行求解 [1],但精度受限.
若将方程 (1) 两边做傅里叶变换, 并令 Ã = Ã1

Ã2

,则方程 (1)变为

∂ Ã
∂ z

= ˜̂DÃ+ ˜̂NÃ, (3)

其中
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 , ˜̂NÃ=
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 ,

FT表示傅里叶变换, Ãn和
˜̂Dn分别为 An和 D̂n的傅

里叶变换.方程 (3)为正常表象下向量 C-GNLSE的
频域形式.
若令 Ã′ = exp(− ˜̂Dz)Ã,可得

∂Ã′

∂ z
= exp(− ˜̂Dz) ˜̂N(exp( ˜̂Dz)Ã′). (4)

向量方程 (4)则为 C-GNLSE在相互作用表象下的
频域形式,与文献 [16]中标量 GNSLE具有相同的
形式. 于是, 可直接采用文献 [16] 中所描述的 JH-
RK4IP对向量方程 (4)进行求解, 而向量形式四阶
龙格库塔迭代格式可写为 Hult格式 [16]:
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(

h
2
D

)
A(z,ω),

k1 = exp
(

h
2
D

)
[hN̂(A(z,ω))]A(z,ω),

k2 = hN̂(AI +k1/2)[AI +k1/2],

k3 = hN̂(AI +k2/2)[AI +k2/2],

k4 = hN̂
(

exp
(

h
2
D

)
(AI +k3)

)
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这样,通过色散和非线性向量算子可在相互作
用表象中利用 4阶龙格-库塔算法直接求解向量方
程 (4),再通过迭代格式 (5)最终可实现对C-GNLSE
的求解. 利用这种向量形式的相互作用表象 Hult
格式的 4 阶龙格-库塔算法 (V-JH-RK4IP) 求解 C-
GNLSE 时, 可在每个步长内对不同偏振方向场振
幅的每步迭代运算实现同步更新,从而使得求解更
为精确合理. 并且,由于是在频域对向量方程进行
求解,与频率相关的量就可用频域表达式进行直接
计算,使得计算时间和步骤都得到了优化.

3 算法应用与误差分析

为了验证上述 V-JH-RK4IP 算法求解 C-
GNLSE 的正确性, 将其应用于飞秒光脉冲抽运

高双折射光子晶体光纤产生超连续谱的数值研

究. 假定输入抽运脉冲为中心波长 680 nm、峰值
功率 10 kW 的孤子脉冲, 其半高全宽为 50 fs; 所
使用的双折射光子晶体光纤长度为 0.1 m, 其色
散参量和文献 [27] 相同, 非线性系数为 γ1 = γ2 =

0.045 W−1m−1,入射抽运飞秒脉冲的偏振方向与双
折射光子晶体光纤快轴间的夹角为 π/4. 模拟计
算中, 步长、时域窗口和网格数分别取为 50 µm,
10 ps和 213. 图 1为模拟得到的该孤子抽运脉冲在
高双折射光子晶体光纤中产生超连续谱时的时域

和频域强度演化行为, 由图可见, 由于快慢轴折射
率不同, 脉冲在不同偏振方向具有不同的群速度,
使得输入脉冲在经历较短传输距离后,不同偏振方
向的脉冲在时域上分离,并各自逐渐发生矢量孤子
裂变 [20],由于快慢轴方向的色散不同,产生孤子裂
变的位置也不同 [1],裂变后的两个偏振方向上的基
阶孤子在负色散区各自产生拉曼自频移,中心波长
逐渐以不同的速度向长波方向扩展,最终在快慢轴
都演化产生超连续谱 [5]. 这与文献 [27] 采用时域
S-SSFM算法所获得的模拟结果相同.

图 1 超短脉冲在高双折射光子晶体光纤中产生超连续谱的时域和频域强度随距离演化 (a)和 (b)分别为时域和频域演化,其中左右
图分别为快慢轴上的行为

图 2 为利用 V-JH-RK4IP 算法模拟得到的经

0.1 m光子晶体光纤传输后在不同偏振方向上产生

的超连续谱,为比较,图中也给出了采用由 2阶龙格

库塔法计算非线性算子的 S-SSFM算法 (S-SSFM-

RK2)[15]求解方程 (3)所得的结果,两种算法中步长

均分别取为 50 µm和 200 µm. 由图可见,当步长为

200 µm时,由 V-JH-RK4IP算法和 S-SSFM-RK2算

法所得结果基本符合,快慢轴方向上的输出光谱都

携有边带,快轴和慢轴上的光谱边带分别均出现在

短波长和长波长翼,但两种算法所得到的边带幅度

有明显差别, 这是因步长选取过大导致. 若将步长

减小至 50 µm, V-JH-RK4IP和 S-SSFM-RK2的计算

结果完全符合,且边带消失,表明 V-JH-RK4IP算法

所得结果可信.

为了进一步研究 V-JH-RK4IP算法的精度和效

率,我们分析比较了由上述 V-JH-RK4IP和 S-SSF-

RK2算法,以及由 4阶龙格库塔法计算非线性算子

的 S-SSFM算法 (S-SSFM-RK4)[16] 求解方程 (3)和
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以 4 阶龙格库塔经典迭代格式替代 (5) 式所示的

Hult迭代格式的相互作用表象 (V-RK4IP)[1] 求解向

量方程 (4)这四种方法在模拟高双折射光子晶体光

纤中超连续谱产生时各算法所需计算的色散和非

线性算子个数及其所具有的理论精度,结果列于表

1中, 可见, V-JH-RK4IP算法同时具有高精度和高

效率.这种理论推论可通过测试比较这四种算法的

误差加以证明. 参考文献 [16] 中对求解 GNLSE

误差的处理, 定义求解 C-GNLSE 的平均相对

误差

ε = ∑
|(|Asim

xk |2 + |Asim
yk |2)− (|Ature

xk |2 + |Ature
yk |2)|

N max((|Atrue
xk |2 + |Atrue

yk |2))
, (6)

其中 Asim
xk 和 Asim

yk 分别表示 x和 y方向上第 k个时

间网格的模拟值,由于当步长取为 0.5 µm时,利用
由 V-JH-RK4IP和 V-RK4IP算法所得结果之间的相
对误差小于 10−16,故将由 V-JH-RK4IP和 V-RK4IP
算法在 0.5 µm极限步长下的计算结果设定为 Ature

xk

和 Ature
yk .

图 2 不同步长下 V-JH-RK4IP和 SSF-RK2方法计算结果 (a), (b)和 (c), (d)计算所采用的步长分别为 200 µm和 50 µm; (a), (c)和
(b), (d)分别为快轴和慢轴输出光谱

表 1 四种算法单步迭代所使用的色散非线性算子

数及全局理论精度

算法 D算子个数 N算子个数 全局理论精度

V-RK4IP 8 4 O(h4)

V-JH-RK4IP 4 4 O(h4)

S-SSFM-RK4 2 4 O(h2)

S-SSFM-RK2 2 2 O(h2)

图 3 为四种算法计算误差随所选步长间的关
系, 可见, 随着步长的减小, 四种算法的误差均减
小、计算精度均提高, 但精度提高的速度不同. 若
以 K 表示平均误差与步长关系曲线的斜率,则有

KS−SSF−RK2 ≈ 2, KV−JH−RK4IP = KV−RK4IP ≈ 4,

这与表 1 中预测的理论全局精度相符合. 此外, S-

SSFM-RK4 算法比 S-SSFM-RK2 的误差小, 但是,

当步长较大时, KS−SSF−RK4 ≈ 4, 随着步长的减小,

KS−SSF−RK4 ≈ 2,这是由于在输入端附近时,非线性

算子相对于色散算子起主导作用,随着距离的增加,

色散算子所起作用加大, 导致误差增大, 这也从另

一个侧面反映了分步傅里叶算法的局限性.

图 4 为四种算法的计算误差与计算时间之间

的关系,由该图可见,当允许的误差较大时,四种算

法所需的计算时间均较小,即可通过选取较大步长

来缩短计算时间, 计算效率差别不大; 随着允许的

计算误差要求趋于严格, 选取的步长将逐渐减小,

导致计算时间增加,从计算效率看, S-SSFM-RK2最
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图 3 四种算法计算误差与步长之间的关系

图 4 四种算法计算误差与计算时间的关系,计算时间以单个
FFT运算时间为单位

低, S-SSF-RK4次之, V-JH-RK4IP和 V-RK4IP的计
算效率均很高且几乎相当. 但是, 每次迭代中 V-
JH-RK4IP 比 V-RK4IP 多用了四个色散算子, 尽管

计算色散算子无需使用 FFT,对计算效率影响不大,

但随着传播距离的增加, V-RK4IP 所需的总色散

算子数增多, 导致计算时间增加, 计算效率还是不

如V-JH-RK4IP,由此可见,采用V-JH-RK4IP具有最

高效率.

值得指出,本文所讨论的算法均为定步长算法,

但是, 在利用 V-JH-RK4IP 算法求解 C-GNLSE 时,

由于采用向量算子对向量方程进行求解,容易实现

变步长算法,如局部误差控制步长自适应调整技术

和光子数守恒步长自适应控制技术等 [17−19].

4 结 论

通过表象变换, 我们将 C-GNLSE 变换成了相

互作用表象中的向量方程,并将色散和非线性统合

在一个向量算子中; 通过采用向量形式的 4 阶龙

格 -库塔迭代格式对相互作用表象中的 C-GNLSE

向量方程进行直接求解,最终建立了一种在频域内

同步更新迭代的求解 C-GNLSE的 V-JH-RK4IP算

法. 将该 V-JH-RK4IP算法应用于高双折射光子晶

体光纤中超连续谱产生的数值模拟测试实验,验证

了该算法的有效性,与现有其他典型算法计算结果

的比较表明, V-JH-RK4IP算法求解 C-GNLSE具有

最高的计算精度和计算效率.本文发展的这种新型

V-JH-RK4IP算法对精确描述超短光脉冲在光纤中

色散非线性传输演化行为以及相关非线性器件设

计具有重要的参考价值.
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Abstract
The numerical simulation method for accurately solving the coupled generalized nonlinear Schrödinger equations (C-GNLSE) is

essential for describing the dynamic behavior of ultrashort pulse propagating in optical fiber and developing the corresponding nonlin-
ear fiber-optic devices. C-GNLSE in the normal picture is first mapped into the interaction picture by the representation transformation,
and then, the two coupled nonlinear partial differential equations in the interaction picture are solved in frequency domain, with syn-
chronous data updating in each iteration step, by using the vector form of Hult’s fourth-order Runge-Kutta iterative scheme. The
proposed vector form algorithm of fourth-order Runge-Kutta in interaction picture (V-JH-RK4IP) is verified by using it in simulating
the supercontinuum generation in high birefringence photonic crystal fiber. Moreover, the V-JH-RK4IP algorithm also exhibits the
highest accuracy and computational efficiency as compared to other classical algorithms.

Keywords: coupled generalized nonlinear Schrödinger equations (C-GNLSE), interaction picture, four-order
Runge-Kutta, supercontinuum
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