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单幅模糊图像点扩散函数估计的梯度
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针对单幅图像复原算法引入先验信息导致复杂度高、运算效率低的问题,提出了单幅模糊图像点扩散函数估

计的梯度倒谱分析方法. 首先给出了单幅模糊图像梯度倒谱估计其点扩散函数的基本原理,利用相位恢复策略复原

了二维点扩散函数相位信息,实现了点扩散函数的快速估计;其次,为鉴别点扩散函数估计精度,建立了图像梯度保

真约束的全变分正则化图像复原模型,并采用快速稳定收敛的交替方向策略优化能量函数;通过对仿真和实拍单幅

模糊图像进行的测试实验结果表明,该方法快速准确地估计出点扩散函数,克服了传统复原算法收敛速度慢的缺点,

有效抑制了振铃效应、保护了边缘信息,为大尺寸单幅图像复原的工程化实现提供了理论和技术基础.
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1 引 言

单幅模糊图像复原是目前图像处理领域一个

重要的研究方向, 在天文观测、对地观测、军事

探测等领域具有重要的实用价值. 由于单幅模糊

图像复原是一个病态问题, 只有精确的估计出点

扩散函数 (point spread function, PSF), 才能使单幅

模糊图像复原这一病态问题良性化, 获得高质量

的复原图像, 涌现出很多 PSF 估计方法, 如微分

图像自相关法 [1]、相位相关法 [2] 等. 然而, 在复

杂成像条件下, 含参量较少的简单模糊核已经不

能满足图像复原的需要, 根据自然图像统计特性

建立图像的先验约束成为目前图像复原问题的热

点 [3,4]. Fergus利用混合高斯分布函数和指数函数

分别约束自然图像梯度的重尾分布和模糊核的稀

疏特性, 通过变分贝叶斯方法优化估计出 PSF, 算

法复杂且计算量巨大 [5]. Qi 利用分段函数拟合重

尾分布,由于在优化 PSF时采用了内点法, 计算效

率有待提高 [6]. Krishna拟合出与重尾分布更为近

似的超拉普拉斯分布 (hyper-Laplacian), 构建基于

Lp(0 < p < 1)范数的正则化模型,在优化能量函数

过程中采用了查询表法快速求解图像反卷积,提高

了运算效率,但存在明显的阶梯效应 [7]. Levin对模

糊核最大后验概率采用图像边缘似然优化的方法,

达到较好的复原效果,算法复杂度较高, 运算时间

较长 [8].

以上方法由于估计 PSF和复原图像的交替迭

代进行使得算法复杂, 计算量大, 需要较多的迭代

次数和计算时间. 为了降低算法复杂度, 提高运

算效率, 本文通过分析图像梯度倒谱, 估计单幅模

糊图像 PSF, 利用相位恢复算法复原二维 PSF 相

位信息; 建立耦合图像梯度保真约束的全变分正

则化图像复原模型,并采交替方向策略 (alternating

direction method, ADM)优化能量函数.
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2 模糊图像梯度倒谱分析方法

2.1 图像倒谱的定义和性质

对于线性空间不变系统,图像的退化过程被模

型化为原始清晰图像与点扩散函数的卷积,表示为

g(x,y) = f (x,y)⊗h(x,y)+n(x,y), (1)

其中, g(x,y) 为退化模糊图像, f (x,y) 为原始图像,

⊗表示空间卷积, h(x,y)为 PSF,也称为模糊核函数,

n(x,y) 为加性噪声. 在不计噪声的情况下, 空域的

卷积经离散傅里叶变换转换成频域的乘积形式:

G(u,v) = F(u,v)H(u,v), (2)

其中, G(u,v), F(u,v), H(u,v) 分别为图像 g(x,y),

f (x,y) 和模糊核函数 h(x,y) 的傅里叶变换. 在图

像复原技术中,图像 g(x,y)的倒谱定义为

Cg(p,q) = FFT−1[| log |(G(u,v)||
]
, (3)

FFT−1 表示傅里叶逆变换.为保证 |(G(u,v)| = 0时

函数有意义,在实际工程应用中, 通常用下式计算

图像 g(x,y)的倒谱:

Cg(p,q) = FFT−1{ log
[
1+ |(G(u,v)|

]}
. (4)

图像退化的倒谱域表示为

Cg(p,q) =C f (p,q)+Ch(p,q), (5)

C f (p,q)和 Ch(p,q)分别对应 f (x,y)和 h(x,y)的倒

谱. 可见, 空域的卷积在倒频域变成相加的关系,

可以比较容易地分离出模糊信息. 而图像的自相

关函数

Rg(p,q) = FFT−1[|(G(u,v)|]. (6)

可见,倒频谱与相关函数不同的只差对数加权,

目的是使再变换以后的信号能量集中扩大动态分

析的频谱范围和提高再变换的精度.

倒谱有很多重要的性质 [9], 受篇幅限制, 本文

只讨论与图像处理领域有关的二维倒谱的性质.

性质1 将二维卷积运算变成加法运算.

性质2 等角旋转性.

若在极坐标中,有 g(r,θ) =Cg(r,γ),则

g(r,θ −α) =Cg(r,γ−α).

该性质表明函数 g(r,θ)旋转角度 α 后所得的
倒谱等于将其倒谱 Cg(r,γ)朝同一个方向旋转相同
的角度 α .

性质3 原点对称性.

如果 g(x,y)是实函数, 则其倒谱 Cg(p,q)具有

原点对称性,

Cg(p,q) =Cg(−p,−q).

性质4 周期性.

Cg(p+M,q+N) =Cg(p,q).

倒谱性质为本文算法的可靠性提供了理论

依据.

2.2 图像梯度倒谱的 PSF估计

图像退化过程中所对应的模糊核,也就是卷积

运算中的点扩散函数 h(x,y),实际上描述了相机的

抖动路径,相机的抖动路径是随机的. 因此,其所对

应的二维 PSF图像具备稀疏性和随机性. 倒谱对于

随机性传递路径影响不敏感,也不受成像过程中其

他随机分量的影响 [10]. 所以,利用倒谱分析能够较

为真实地分离出 PSF信息.

在 PSF 估计中, 图像梯度比图像本身提供了

更多有用的信息, 相比模糊图像倒谱而言, 图像梯

度倒谱能有效隔离图像本身的信息, 准确地估计

出 PSF. 拉普拉斯算子具有各项同性和平移不变

性,反映的是图像的二阶微分,对于图像的点、线、

边界提取效果很好,也称为边界提取算子, 定义为

∇2 = ∂ 2/∂x2 + ∂ 2/∂y2. 本文选其八邻域算子 [1 1

1; 1 −8 1; 1 1 1],则有 ∇2g(x,y) = ∇2 f (x,y)⊗h(x,y),

从而有

C∇2g =C∇2 f +Ch. (7)

分析图像以及图像梯度倒谱,如图 1所示. 对

图 1(a)中所示原始清晰图像进行直线运动模糊 (模

糊长度为 20象素,角度为 30◦),图 1(b)和 (c)分别

为原始图像倒谱和模糊图像倒谱模值图. 对比可知,

模糊图像倒谱在图像模糊方向上拥有更丰富的倒

谱信息,这与图像的自相关性质—–模糊图像在其

模糊方向上有更好的相关性 [11] 是相符的. 图 1(d)

为原始图像梯度倒谱模值图,与自然图像统计特性

—– 自然图像的梯度是彼此不相关 [12] 是一致的.

在此,参照文献 [12]对图像梯度自相关函数的分析,

将原始图像梯度倒谱 C∇2 f 近似为 δ 函数. 图 1(e)

为模糊图像梯度倒谱模值图,有效隔离了原始图像

倒谱信息,使模糊方向上倒谱信息得以保留. 图 1(f)
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真实 PSF倒谱模值图, 方向不变,长度是原始 PSF

的 2倍, 关于中心对称, 与倒谱的中心对称性质相

符. PSF 的信息再现, 满足倒谱的物理意义 —– 信

号频谱的频谱,可以再现原始信号信息.对比图 1(e)

和 (f)可知, 模糊图像梯度倒谱与真实 PSF倒谱模

值图相似度较高,尽管模糊图像梯度倒谱中保留有

原始图像梯度倒谱信息,但是由于原始图像梯度倒

谱 C∇2 f 近似为 δ 函数,其对 PSF的估计造成的影

响可以忽略,取模糊图像梯度倒谱模值图的右上或

左下部分作为估计出的 PSF模值图.

图 1 图像倒谱分析 (a)原始图像; (b)原始图像倒谱模值图; (c)模糊图像倒谱模值图; (d)原始图像梯度倒谱模值图; (e)模糊图像梯
度倒谱模值图; (f)真实 PSF倒谱模值图

2.3 PSF相位恢复

对图像而言,其相位谱的重要性要远大于其能

量谱, 相位谱对图像构成内容贡献最大, 能量谱较

小 [13]. 图像倒谱模值图仅保留能量谱,因此, 需要

利用估计出的 PSF模值图进行相位恢复,本文利用

迭代傅里叶变换算法恢复 PSF 相位. 迭代过程中

包含有空域约束和频域约束,空域约束为非负性和

紧支集约束,频域约束为幅值约束,算法框图如图 2

所示.

具体步骤为:

1)设初始相位

φ0(u,v) = 0,

则

H0(u,v) = |H(u,v)|e i·0.

2)迭代循环: k < 100

H ′k(u,v) = |H0(u,v)|e iφk(u,v) (频域的幅值约束),

h′k(p,q) = FFT−1[H ′k(u,v)] (转化至空域),

hk+1(p,q) =


h′k(p,q), (p,q) ∈ η

0, (p,q) /∈ η
(空域的紧支集约束),

且 hk+1(p,q)> 0 (空域的非负性约束),

Hk+1(u,v) = FFT[hk+1(p,q)] (转化至频域).
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3)迭代结束:

Hest(u,v) = |H0(u,v)|e iφk+1(u,v),

hest = |FFT−1[Hest(u,v)]|,

其中, H ′k(u,v) 和 h′k(p,q) 为计算的中间变量, 不代

表矩阵运算; η 表示 h′k(p,q)满足空间域约束点的

集合; Hest(u,v)为迭代结束所得的频域结果; hest 为

估计所得 PSF. 对于一般情况下的图像相位恢复,

迭次傅里叶变换会耗费较长运算时间,但本文中的

PSF相位恢复中, PSF尺寸远小于图像尺寸且受到

幅值和紧支集的约束,因此迭代傅里叶变换算法耗

时长的缺陷在此处并不明显.

3 实验验证

3.1 仿真模糊图像 PSF估计

为验证本文 PSF 估计方法, 利用文献 [8] 中

Levin提供的数据进行实验,图像大小为 255×255,

PSF尺寸为 27× 27,实验结果如图 3所示. 图 3(b)

中模糊图像倒谱与图 3(a)所示 PSF自身倒谱幅有

较高的相似度, 图 3(d) 为本文估计所得 PSF, 与图

3(c)中真实 PSF较为相似.

图 2 迭代傅里叶变换相位恢复算法框图

图 3 图像倒谱分析 (a) PSF自身倒谱幅值图; (b)模糊图像梯度倒谱模值图; (c)真实 PSF; (d)本文估计所得 PSF
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为了进一步说明问题,对文献 [8]中其他 5个

模糊核进行验证,实验结果如图 4所示. 图 4(a)为

真实 PSF, 尺寸从左至右分别为 13× 13, 17× 17,

21×21, 23×23, 27×27;图 4(b)为文献 [8]边缘似

然优化算法估计 PSF结果;图 4(c)为文献 [12]图像

梯度自相关算法估计 PSF结果;图 4(d)为本文的图

像梯度倒谱法估计所得 PSF结果.对比可知, 本文

的方法所得到 PSF估计结果与原始 PSF符合.

图 4 PSF估计结果对比 (a)真实 PSF; (b)文献 [8]结果; (c)文献 [12]结果; (d)本文结果

3.2 实拍模糊图像 PSF估计

利用本文方法估计实拍单幅模糊图像的 PSF,

并与文献 [5]和文献 [6]这两种优秀的 PSF估计方

法进行对比, 所选图像来自于对比文献, 如图 5所

示. 从左至右分别为: 模糊图像, 本文模糊图像梯

度倒谱幅值图,文献 [12]模糊图像梯度自相关幅值

图,估计所得 PSF (其中上方 PSF为文献估计所得,

下方为本文方法所得). 图 5(a) 和 (b) 中图像来自

于文献 [6],图 5(c)和 (d)中图像来自于文献 [5],文

献 [5]的方法较适用于估计小尺寸 PSF,而文献 [6]

算法的运算时间受 PSF尺寸的预先设定值影响较

大.文献 [12]的图像梯度自相关算法与图像梯度倒

谱结果相似,但是经大量实验发现其准确性受图像

的构成内容的影响,较适宜于自然景观图像 (如图

5(b), (c), (d)),不适用于包含规则几何形状的人为景

观图像 (如图 5(a)),而倒谱技术能够克服自相关函

数对于图像内容的依赖性,提高原信号的分离和识

别的准确度.

4 图像复原模型及数值算法

为了客观鉴别 PSF估计精度,利用其对模糊图

像进行去卷积复原,间接反映在图像的复原质量上.

本文提出了一种引入图像梯度保真约束的全变分

正则化图像复原模型、并采用快速且稳定收敛的

ADM算法 [14]优化能量函数.
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图 5 实拍模糊图像 PSF估计 (从左至右依次为:模糊图像,模糊图像梯度倒谱幅值图, 模糊图像梯度自相关幅值图, 估计所得 PSF:
其中上方 PSF为对比文献估计所得,下方为本文方法所得) (a)文献 [6] “toy” PSF估计; (b)文献 [6] “painting” PSF估计; (c)文献 [5]
“family” PSF估计; (d)文献 [5] “lyndsey” PSF估计

图像复原模型为

min
f

Φreg( f )+βΦfid( f ,g)+ γΦfid(∇ f ,∇g), (8)

其中, Φreg( f ) 为全变分正则项, 定义为 TV( f ) =

∑i ∥Di f∥, i 为图像中像素的索引, D 为一阶有限

差分算子, Dx = [1,−1],Dy = [1,−1]T; Φfid( f ,g)为

图像能量保真约束项, 建立在成像噪声的独立同

分布随机变量服从高斯分布的前提下, 定义为
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Φfid( f ,g) = ∥ f ⊗h−g∥2/2; Φfid(∇ f ,∇g)为图像梯度

保真约束项,定义为 Φfid(∇ f ,∇g) = ∥∇ f −∇g∥2/2,

建立在梯度差 ∥∇ f −∇g∥服从高斯分布的前提下.

则有能量函数

E( f ) =∑i ∥Di f∥+ β
2
∥ f ⊗h−g∥2

+
γ
2
∥∇ f −∇g∥2, (9)

引入辅助变量 w = (w1,w2)
T, w1 = Dx f , w2 =

Dy f , 以及迭代参量 λ . 当 ∇ f ≈Di f 时, (9) 式的

增广型拉格朗日函数为

LA( f ,w,λ )

=∑i

(
∥wi∥−λ T

i (wi−Di f )

+
α
2
∥wi−Di f∥2 +

γ
2
∥wi− (∇g)i∥2

)
+

β
2
∥ f ⊗h−g∥2. (10)

利用 ADM算法优化函数 LA,其迭代准则为

wk+1← argmin
w

LA( f k,w,λ k),

f k+1← argmin
w

LA( f ,wk+1,λ k),

λ k+1← λ k−α(wk+1−D f k+1). (11)

优化 w时,视 f k 和 λ k 为常量,对应的优化函数为

LA( f k,w,λ k)

=∥wi∥+
α
2

∥∥∥∥wi− (Di f k +
1
α
(λ k)i)

∥∥∥∥2

+
γ
2

∥∥∥∥wi−∇g
∥∥∥∥2

, (12)

求解 (12)式的 Euler-Lagrange方程,整理得

wk+1
i =

∥∥∥∥Di f k +
1
α
(λ k)i +

γ
α
(∇g)i

∥∥∥∥
− 1+ γ

α
wk

i

∥wk
i ∥

, (13)

由收缩算子得到辅助变量 w 在迭代过程中的解

析解

wk+1
i =shrink

(
Di f k +

1
α
(λ k)i

+
γ
α
(∇g)i,

1+ γ
α

)
. (14)

优化 f 时, 视 λ k 和 wk+1 为常量, 对应的优化函

数为

LA( f ,wk+1,λ k)

=∑i(λ
T
i Di f +

α
2
∥wi−Di f∥2)

+
β
2
∥ f ⊗h−g∥2, (15)

该能量函数的优化可转化关于 f 的最小二乘算法,

则有

(DTD+
β
α

hTh) f

=DT(wk+1− 1
α

λ k)+
β
α

hTg, (16)

N(·) 表示矩阵的零空间, 假设 N(h)∩N(D) = 0,

以保证上式中系数矩阵的非奇异性. 在 f 满足周期

性边界条件下, DTD和 hTh都为块循环矩阵,对等

式左端利用二维离散傅里叶变换实现对角化并分

解特征值 (只需计算一次);对等式右端进行傅里叶

变换,计算可得 FFT( f k+1);再进行一次傅里叶逆变

换即可得新的迭代量 f k+1. 因此,完成一次迭代只

需进行两次傅里叶变换,大大缩短了运算时间.

算法的数值实现步骤:

1)初始化: f = g,λ = λ0,α > 0,β > 0,γ > 0;

2)迭代:

按 (14)式计算 wk+1;

按 (16)式计算 f k+1;

按 (11)式更新 λ k+1;

3)重复步骤 2),至
∥ f k+1− f k∥

max{∥ f k∥,1}
6 tol时,迭代

停止.本文设 tol = 10−3.

利用本文方法估计出的 PSF及图像复原算法

分别对仿真模糊图像和实拍模糊图像进行复原,

并与各种优秀方法进行对比. 设定参数值 α = 10,

β = 4, γ = 5,图像尺寸为 255×255,仿真模糊图像

PSF估计及各种复原结果如图 6所示. 图 6(a)为原

始清晰图像,图 6(b)为降质模糊图像,右下角所示

为降质 PSF,大小为 13×13;图 6(c)和 (d)分别为文

献 [5]和文献 [8]估计所得 PSF及复原结果;图 6(e)

为文献 [12]估计所得 PSF及复原结果;图 6(f)为本

文所得结果.本文方法在不牺牲图像复原效果的前

提下,大为缩短了运算时间.

为了进一步说明问题,对图 2所示的各种尺寸

的 PSF进行仿真实验,运算时间对比如表 1所示.

图 7所示为实拍模糊图像 PSF估计及图像复

原, 图像尺寸为 999× 1255, 图 7(a)为待复原图像,

图 7(b)和 (c)分别为文献 [5]和文献 [8]估计所得

PSF 及复原图像, 图 7(d) 所示为本文结果. 图 7(e)

所示为各复原图像标示区域的放大图,本文方法取

得理想的复原效果的同时, 大为缩短了运算时间,

体现了处理大幅图像的优势.
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图 6 仿真模糊图像 PSF估计及复原结果 (a)原始图像; (b)降质图像; (c)文献 [5]结果; (d)文献 [8]结果; (e)文献 [12]结果; (f)本文
结果

表 1 相关图像复原算法运算时间对比

PSF尺寸
对比文献所用时间/s 本文方法所用时间/s

文献 [5] 文献 [8] 文献 [12] PSF估计 TV-ADM去卷积 总时间

13×13 30.52 127.80 6.32 1.45 2.57 4.02
17×17 33.93 138.57 7.69 1.57 3.76 5.33
21×21 44.03 146.95 8.73 1.69 4.41 6.10
23×23 53.47 154.20 8.91 1.78 4.45 6.23
27×27 56.20 155.79 9.48 1.89 5.38 7.27
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图 7 实拍模糊图像 PSF估计及复原结果 (a)模糊图像; (b)文献 [5]结果, t = 129 s; (c)文献 [8]结果, t = 407 s; (d)本文结果, t = 12 s;
(e)图像标示区域放大图

5 结 论

传统的单幅模糊图像复原算法需要预先设定

或根据迭代终止准则判定 PSF 尺寸, 将会影响算

法迭代次数并以消耗大量运算时间为代价,而本文

根据梯度倒谱中 PSF的再现信息确定其尺寸,避免

交替迭代算法中估计 PSF尺寸的缺陷,提高估计效

率;在复原算法上, 克服传统全变分数值算法计算

量大、收敛速度慢的缺点,实现快速图像去卷积复

原,保留了全变分图像复原有效抑制振铃效应、保

护边缘信息的优点, 获得了较好的视觉效果, 符合

图像复原问题的实际工程需求.
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Abstract
Since single image restoration algorithms using lots of priori information lead to high complexity and low computational effi-

ciency, a gradient cepstrum analysis method is proposed to estimate the point spread function PSF for a single blurred image. Firstly,
we present the basic principle of estimating PSF from gradient cepstrum of a single blurred image and use the phase retrieval algorithm
to recover phase information of the two-dimensional PSF, which can obtain the estimated PSF rapidly, Secondly, to evaluate the accu-
racy of the proposed PSF estimation method, the total variation regularized image restoration model coupling with an image gradient
fidelity term is established and an alternating direction method with rapid and stable convergence is adopted to optimize the energy
function. Both synthetic and real blurred images are tested to verify the performance of our scheme. Results show that our scheme not
only can estimate the PSF rapidly and accurately so that it overcomes shortcomings of traditional algorithm with slow convergence,
but also suppresses ringing effects to preserve information in edges. These advantages provide theoretical and technical foundation of
the real engineering requirement in single image deblurring, especially for large scale images.
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