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零维气候系统非线性模式的周期解问题*
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运用重合度理论探讨了一个非线性问题的周期解,然后将其应用于零维气候系统模式的周期解问题的研究,获

得了该模式存在周期解的结果.
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1 引 言

气候系统是一个由气体、液体、固体组成的

复杂系统,其中除热力过程外还有动力过程. 它是

一个强迫耗散系统,受到天文因子、地球物理因子

的强迫作用. 完整的气候系统可被看作是一个物理

系统, 它的活动受控于系统外一组地球物理条件.

而零维气候模式就是将全球气候视作一个点,气候

变量既不随经度、高度而变, 也不随纬度而变. 若

将一维气候模式中的变量对纬度再做平均,就缩为

一点. 这样,地球气候只用一个平均值来表示. 零维

气候模式不但就方法论而言有独到之处,而且对研

究地质气候也颇有价值.

文献 [1]描述了零维气候系统的基本方程
dT
dt

=
1

4C
µI0(1−αp)−

ε
C

σT 4, (1)

其中 T 为洋面平均温度; C 为海洋热贮存; ε 为有
效放射率; µ > 0 为外参数, 用来考虑太阳常数的

变化; I0 为太阳常数; σ = 5.6687× 10−7 为 Stefan-

Boltzmann 常数; αp 为行星反照率, 是对零维气候

至关重要的量, 对 αp 的不同参数化就会导出不同

的模式气候.

文献 [2,3] 中, 设行星反照率 αp = a− bT , 这

与 Sellers 所采用的公式类似, 它体现了反照率-温

度-极冰的正反馈机制,其中 a > 0, b > 0. 为了使气

候系统保持稳定,指定 αp = 0.75作为它的上界.

令 ε = εe(1−εa),式中 εe为地面放射率, (1−εa)

为透射率.将 αp 代入方程 (1), 得到关于 T 的非线

性微分方程

dT
dt

=− 1
C

εσT 4 +
1

4C
µI0bT +

1
4C

µI0(1−a). (2)

在方程 (2)中,令 α =
εσ
C

, β =
µI0b
4C

,再考虑到

实际问题中往往存在扰动, 因此, 建立如下具有一

般形式的非线性动力学系统:

T ′(t) =−αT 4(t)+βT (t)+ γ(t). (3)

零维气候系统中的一些机制模式都是非线性

的物理过程,只用一般的线性模式去研究其过程和

内在机理是不够理想的. 许多学者在大气物理、海

洋气候、动力系统等方面利用数值分析方法研究

了一些非线性问题 [4−12].

本文利用 Marwhin 重合度理论及一些分析技

巧得到了方程 (3)周期解的存在性结果.文献 [13—

16]也曾用这种方法成功地解决了一些非线性问题

的周期解问题.

2 基本理论

引理 1[17] 设 a> 0, x ∈W 1,p(R,R),则对 ∀t ∈ R,
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下面的不等式成立:

|x(t)|6 (2a)−
1
m

(∫ t+a

t−a
|x(s)|m ds

) 1
m

+a(2a)−
1
p

(∫ t+a

t−a
|x′(s)|p ds

) 1
p

,

其中 m, p ∈ (1,+∞).

引理 2[18] 设 X , Y 是两个 Banach 空间,

L : D(L) ⊂ X → Y 为指标为零的 Fredholm 算子,

Ω ⊂ X 为有界开集, N : X → Y 为 Ω 上 L-紧的,如

果下列条件满足:

1) 对任意的 λ ∈ (0,1), x ∈ ∂Ω ∩ D(L), 均有

Lx ̸= λNx;

2)对任意的 x ∈ KerL∩∂Ω ,均有 QNx ̸= 0;

3) deg{JQN,Ω ∩KerL,0} ̸= 0, 其中 J : ImQ →
KerL同构;

则方程 Lx = Nx在 Ω ∩D(L)上至少存在一个解.

3 周期解探讨

现考虑方程 (3)的 ω-周期解存在性问题,其中

ω 为一正常数.

设 X = Cω = {x|x ∈C(R,R),x(t +ω)≡ x(t)},

∀x ∈ Cω , 定 义 |x|∞ = max
t∈[0,ω]

|x(t)|, |x|p =

(∫ ω

0
|x(t)|p dt

) 1
p . 显然, X 是 Banach空间.

定理 1 设 γ(t) ∈Cω , γ =
1
ω

∫ ω

0
γ(t)dt,且满足

条件:

(H)
(
γ −αM4 +βM

)(
γ −αM4 −βM

)
< 0,

其中 M = ω 1
4 M1 +

√
ω

2
|γ|2, 常数 M1 是由不等式

αx4 −βω 3
4 x+

√
ω|γ|2 6 0, x > 0所确定的 x的上确

界,则方程 (3)至少存在一个 ω-周期解.

注 1 由 f (x) =
(
γ −αx4 +βx

)(
γ −αx4 −βx

)
关于 x 连续, 以及条件 (H) 知, 存在充分小的正数

ε0,使得 f
(
Mε0

)
< 0.

证明 我们分别定义算子 L : D(L) ⊂ X → X ,

LT = T ′和 N : X → X ,

[NT ](t) =−αT 4(t)+βT (t)+ γ(t), (4)

其中 D(L) =Cω = {T |T ∈Cω ,T ′ ∈C(R,R)}.

易见, 方程 (3) 可转换成算子方程 LT = NT .

此外,根据算子的定义,不难得出 KerL = R, ImL =

{
T ∈ X ,

∫ ω

0
T (s)ds = 0

}
. 因此, L 是指标为零的

Fredholm算子.

令投影算子 P, Q分别为

P : X → KerL, PT = T (0),

Q : X → ImQ, QT =
1
ω

∫ ω

0
T (s)ds,

则 KerL = ImP, KerQ = ImL.

令 K : ImL → D(L) ∩ KerP 表示 L|D(L)∩KerP :

D(L)∩KerP → ImL的惟一逆,则

[Ky](t) =
∫ t

0
y(s)ds ∈ D(L). (5)

由 (4) 和 (5) 式易证 N 在 Ω 上是 L-紧的,

其中 Ω 为 X 中的任意有界开集. 令 Ω1 =

{T |T ∈ D(L)⊂Cω ,LT = λNT,λ ∈ (0,1)}, 则 ∀T ∈
Ω1,

T ′(t) =−λαT 4(t)+λβT (t)+λγ(t). (6)

将方程 (6)两端对 t 在 [0,ω ]上积分,

α
∫ ω

0
T 4(t)dt = β

∫ ω

0
T (t)dt +

∫ ω

0
γ(t)dt.

根据 Holder不等式得

α|T |44 6 βω
3
4 |T |4 +

√
ω|γ|2, (7)

由 α > 0, 从而由 (7)式可知存在与 T 无关的常数

M1 使得

|T |4 6 M1. (8)

将方程 (6)两端同乘以 T ′(t),同时对 t 在 [0,ω]上积

分 ∫ ω

0
|T ′(t)|2 dt

= −λα
∫ ω

0
T 4(t)T ′(t)dt +λβ

∫ ω

0
T (t)T ′(t)dt

+λ
∫ ω

0
γ(t)T ′(t)dt = λ

∫ ω

0
γ(t)T ′(t)dt,

根据 Holder不等式得: |T ′|22 6 |T ′|2 · |γ|2,即有

|T ′|2 6 |γ|2. (9)

根据 (8) 和 (9) 式及引理 1, 取 a =
ω
2

, m = 4,

p = 2,有

|T |∞ 6 ω
1
4 |T |4 +

√
ω

2
|T ′|2 6 ω

1
4 M1 +

√
ω

2
|γ|2 = M.

令 Ω =
{

T ||T |∞ < Mε0

}
, ∀T ∈ ∂Ω ∩ KerL, 有

|T |= Mε0 ,由注 1得:

QNMε0 =
1
ω

∫ ω

0

(
−αM4

ε0
+βMε0 + γ(t)

)
dt
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= −αM4
ε0
+βMε0 + γ > 0,

QN(−Mε0) =
1
ω

∫ ω

0

(
−αM4

ε0
−βMε0 + γ(t)

)
dt

= −αM4
ε0
−βMε0 + γ < 0.

因此, ∀T ∈ ∂Ω ∩KerL, QNT ̸= 0,即 NT /∈ ImL.

再令 J : ImQ → KerL, JT = T ,做同伦

H(T,ξ ) = ξ T +(1−ξ )JQNT ξ ∈ [0,1],

并且,当 T ∈ ∂Ω ∩KerL,有 T =±Mε0 ,

H
(
Mε0 ,ξ

)
= ξ Mε0 +(1−ξ )QNMε0 > 0,

H
(
−Mε0 ,ξ

)
=−ξ Mε0 +(1−ξ )QN(−Mε0)< 0.

所以有

deg(JQN,Ω ∩KerL,0)

= deg(H(T,0),Ω ∩KerL,0)

= deg(H(T,1),Ω ∩KerL,0)

= deg(I,Ω ∩KerL,0) ̸= 0.

由引理 2,可知方程 (3)至少存在一个 ω-周期解.

4 结 论

1)在本文所描述的具有一般形式的零维气候

系统非线性模式中, 由于 σ = 5.6687× 10−7, 因此

α =
εσ
C
很小,保证了定理 1中的条件成立,从而得

到了该模式存在周期解的结果.

2)非线性微分方程一般不能得到有限形式的

解析解,人们只能用数值计算方法得到它的模拟解,

或者用近似解去逼近它 [19,20]. 本文相比于文献 [1]

通过数值计算来研究该系统的周期性行为的优点

是: 运用Marwhin重合度理论更容易鉴别一般零维

气候模式的周期性现象.

3)海洋在气候系统中起着举足轻重的作用,确

定海洋的气候状态,其重要性不亚于确定大气的气

候状态. 目前对海洋的研究,大多数集中在海温异

常、厄尔尼诺、南方涛动、遥相关等方面. 对零维

气候系统非线性模式的周期性行为的研究,是大气

和海洋科学所感兴趣的,本文研究了气候变化的动

力过程,所得结果有助于我们了解现代气候的成因

和海洋在气候变化中的作用,同时也为准确的天气

预报和气候预报提供了必要的理论依据.
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Abstract
Using Mawhin’s continuation theorem, the existence of periodic solution for a class of nonlinear problem is discussed, and then

by using it, the problem of periodic solution of nonlinear model in zero-dimensional climate system is investigated. A result about the
existence of periodic solution to the model is obtained.
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