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一类含非黏滞阻尼的 Duffing单边碰撞系统的

激变研究*
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以一类含非黏滞阻尼的 Duffing单边碰撞系统为研究对象,运用复合胞坐标系方法,分析了该系统的全局分岔

特性. 对于非黏滞阻尼模型而言,它与物体运动速度的时间历程相关,能更真实地反映出结构材料的能量耗散现象.

研究发现,随着阻尼系数、松弛参数及恢复系数的变化,系统发生两类激变现象:一种是混沌吸引子与其吸引域内

的混沌鞍发生碰撞而产生的内部激变,另一种是混沌吸引子与吸引域边界上的周期鞍 (混沌鞍)发生碰撞而产生的

常规边界激变 (混沌边界激变),这两类激变都使得混沌吸引子的形状发生突然改变.
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1 引 言

在动力系统中, 人们通常用黏滞阻尼来模拟
结构动力响应中的能量耗散现象, 这种阻尼由
Rayleigh[1] 于 1877 年首次提出. 由于这类阻尼的
模型简单、分析方便等优点,使其得到了广泛的应
用和研究. 然而, 随着现代复杂材料广泛使用于多
个领域,如汽车轮胎、高楼及桥梁的抗震装置、舰
船、飞机、卫星、导弹的仪器仪表、导航设备和

电子系统等的振动控制及噪声控制、磁流变阻尼

器等, 经典阻尼愈加显示出其局限性. 而非黏滞阻
尼与物体运动速度的时间历程相关,能更好地反映
结构材料的能量耗散特性,已成为诸多领域研究的
热点 [2−4].
碰撞振动系统是一类典型的非光滑动力系统,

它普遍存在于日常生活和生产实际中,如振动落砂
机、冲击机械、打印机机头等,其研究一直受到国
内外学者的广泛关注 [5−9]. 从力学角度上来说, 碰
撞振动系统一般可以分为刚性碰撞振动系统和弹

性碰撞振动系统.刚性碰撞振动系统又称为约束系

统,其碰撞过程是瞬间完成的; 对于弹性碰撞振动

系统而言, 要充分考虑碰撞过程中的变形时间, 可

称之为分段光滑系统. 由于非光滑因素的存在, 碰

撞系统可以呈现出错综复杂的动力学现象,因此系

统全局特性的研究显得尤为重要.

在非线性动力系统中,混沌集的不连续分岔是

最常见的一种全局现象, 又称为激变, 通常包括边

界激变、内部激变和合并激变三种 [10−12]. 边界激

变是混沌吸引子和吸引域边界上的不稳定周期轨

道发生碰撞, 导致混沌吸引子的突然消失, 又分为

常规边界激变和混沌边界激变.内部激变是指混沌

吸引子与其所在吸引域内的不稳定周期轨道碰撞,

吸引子形状突然发生改变.合并激变指的是两个或

多个吸引子同时与吸引域边界上的不稳定周期轨

道发生碰撞. 近年来, 关于非光滑系统的激变研究

取得了一些成果 [13,14].

胞映射方法作为一种有效的全局分析方法,最

早由 Hsu[15] 在 1980年提出,随后经过一系列的改

进 [16],先后出现了广义胞映射图方法 [17,18]、胞参

照点映射方法 [19]、迭代图胞映射方法 [20−22]、复
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合胞坐标系方法 [23] 等. 复合胞坐标系方法的基本
思想是将动力系统的状态空间离散化为许多小的

几何体 (胞), 建立复合胞坐标系, 基于点映射思想
研究不同的几何体 (胞)所对应的动力学特性,从而
确定动力系统的吸引子、吸引域和鞍等全局信息.
由于该方法基于点映射思想,因此在处理具有分形
结构的吸引域边界时有较大的优势.
本文选取一类含非黏滞阻尼的 Duffing碰撞振

动系统,利用复合胞坐标系方法研究其全局动力学
特性. 首先根据 Leibnitz微积分理论对系统模型进
行变型; 分别选取阻尼系数及松弛参数作为系统
参数,通过观察给定的吸引域截面及吸引子在该截
面上的投影,研究系统的激变过程,包括内部激变、
常规边界激变及混沌边界激变等.

2 含指数型非黏滞阻尼的 Duffing单边
碰撞系统模型

本文所研究的非黏滞阻尼模型与经典阻尼模

型的形式相近,其数学表达式体现为物体运动速度
与某一核函数的卷积,该模型最早由 Biot提出 [24]:

fd(t) =
∫ t

0
G(t − τ)ẋ(τ)dτ, (1)

其中 x(t)表示物体运动的位移, G(t − τ)表示阻尼
核函数, 在不同领域中有不同的描述, 如: 延迟函
数、后影响函数和松弛函数等 [25]. 与经典阻尼相
比,非黏滞性阻尼更具有普遍性. 不同的核函数可
以描述不同机理的阻尼,本文选用的核函数为指数
函数,其表示式如下 [24]:

G(t − τ) =
e−(t−τ)/β

β
, (2)

其中, β 表示松弛参数. 当 β → 0时, (1)式中的积
分项趋近于 Dirac δ函数. 此时,阻尼为黏滞阻尼.
目前, 有关 Duffing 单边碰撞系统的动力学分

析已经有诸多研究 [12,13], 但其阻尼通常被认为是
黏滞的. 我们用上述指数型非黏滞阻尼代替经典阻
尼, 得到了含指数型非黏滞阻尼的 Duffing 单边碰
撞系统的表达式:

ẍ+α
∫ t

t0

e−(t−τ)/β

β
ẋ(τ)dτ +κx+µx3

= f cos(wt) x < ∆ ,

ẋ+ =−rẋ− x = ∆ ,

(3)

式中, 上标 “·” 表示对时间 t 求导, α 为阻尼系数,
κ 和 µ 为常量, f 和 w 分别表示系统谐和激励的

强度和频率; r 表示碰撞恢复系数, 通常与碰撞面
的材料有关, 满足 0 < r 6 1; x = ∆ 表示位移间隙,
即系统状态的碰撞位置, ẋ+ 和 ẋ− 分别表示碰撞

前后时刻的瞬时速度. 我们令碰撞时刻为 t∗, 则有
ẋ± = ẋ(t∗ =±0).
记方程 (3)中的积分项为

z =
∫ t

t0

e−(t−τ)/β

β
ẋ(τ)dτ, (4)

根据 Leibnitz微积分理论,可写出如下形式:

ż =
1
β

ẋ− 1
β

z, (5)

令 y = ẋ,则系统 (3)可转化为如下方程:

ẋ = y,

ẏ =−αz−κx−µx3 + f cos(wt) (x < ∆),

ż =
1
β
(y− z),

y+ =−ry− (x = ∆),

(6)

当 β → 0时, 该系统为含经典阻尼项的 Duffing单
边碰撞系统.接下来我们分别研究阻尼系数、松弛
参数及恢复系数对系统的影响.

3 阻尼系数 α 对系统的影响

本节讨论阻尼系数 α 对系统稳态响应的影响.
选取阻尼系数 α 为系统参数, 令其他参数取值为:
κ =−0.5, µ = 1.0, f = 0.4, w = 1.4, β = 0.8, r = 0.8,
∆ = 1.0. 当系统参数 α 从 0.6变化到 0.9的过程时,
分岔图如图 1所示.
通过观察分岔图可以发现: 不同初值所对应的

分岔图不同,即系统在整个参数变化过程中存在多
吸引子共存现象. 此外, 从图中还能发现混沌吸引
子形状的不连续变化, 以及新吸引子出现等, 这些
都属于激变现象. 接下来, 我们利用复合胞坐标系
方法研究这些激变现象发生的机理.
选取感兴趣的区域为 Ω = {−1.3 6 x 6

0.8,−0.5 6 y 6 1.0,−0.6 6 z 6 0.6},将该区域均匀
地划分为 700×700×200个胞,运用步长 ∆t = 0.001
的四阶 Runge-Kutta算法求解系统在一个周期内的
积分轨线,在 z = 0平面上对系统进行全局分析,此
时的吸引子表示在该平面上的投影.

3.1 多吸引子共存及内部激变

当 α = 0.859时,系统的全局特性由图 2(a)给
出, A1, A2 分别表示周期为 2 的吸引子, S1, S2 分
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别表示吸引域 B1, B2 内部的混沌鞍, S(1,2) 表示吸

引域 B1 和 B2 边界上的周期鞍. 随着参数 α 的减
小,常规吸引子 A2与其内部的混沌鞍 S2不断靠近,

但未接触. 当 α 减小到某一临界值时,系统发生一

次内部激变,在激变的过程中,常规吸引子 A2 与其

内部的混沌鞍 S2 发生碰撞, 合并成一个混沌吸引

子,记为 A2,吸引域 B2内部的混沌鞍 S2消失.如图

2(b)所示,当 α = 0.858时,系统中一个混沌吸引子

和一个周期为 2的吸引子共存.

图 1 系统 (6)取不同初值时的分岔图 (a)初值 (x0,y0,z0) =

(−0.8,0.2,0); (b)初值 (x0,y0,z0) = (0.35,1.36,0) 图 2 系统 (6)的全局图 (a) α = 0.859; (b) α = 0.858

3.2 常规边界激变

随着参数 α 的变化,混沌吸引子 A2 逐渐向吸

引域边界上的周期鞍 S(1,2)靠近,如图 3(a)所示. 在

α 从 0.830变化到 0.829的过程中,混沌吸引子 A2

与边界上的周期鞍 S(1,2) 发生碰撞,系统发生常规

边界激变.从图 3(b)可以看出,激变的发生导致混

沌吸引子 A2 及其吸引域 B2 消失,吸引子 A1 的吸

引域 B1 变大,同时, 边界上的周期鞍变成 B1 内部

的混沌鞍,成为 S1 的一部分. 随着参数 α 的进一步

减小,吸引子 A1发生倍周期分岔,并最终形成混沌.

3.3 内部激变

当 α = 0.669 时, 混沌吸引子 A1 及其吸引域

B1 内部的混沌鞍 S1 共存,如图 4(a)所示. 在 α 从
0.669变到 0.668时, 系统发生内部激变,混沌吸引

子 A1 与其吸引域 B1 内部的混沌鞍 S1 发生碰撞,

合并为一个较大的吸引子,混沌鞍 S1 完全消失,系

统中仅存在一个大的混沌吸引子 A1 及其吸引域

B1(见图 4(b)).
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图 3 系统 (6)的全局图 (a) α = 0.830; (b) α = 0.829 图 4 系统 (6)的全局图 (a) α = 0.669; (b) α = 0.668

4 松弛参数 β 对系统的影响

下面采取同样的方法研究非黏滞阻尼项中

的松弛参数 β 对系统全局特性的影响. 以 β 为
分岔参数, 其余参数值取为: κ = −0.5, µ = 1.0,

f = 0.4, w = 1.4, α = 0.3, r = 0.8, ∆ = 1.0. 对于

β ∈ [0.450,0.650] 的每个参数值, 在状态空间 Γ =

{(x,y,z) : −2 6 x 6 1,−2 6 y 6 2,−2 6 z 6 2} 中随
机选取服从均匀分布的 500 个初值点做 Poincaré

映射,去掉 1000个瞬态周期点后,保留 300个稳态

周期点得到稳态多值分岔图,如图 5所示.

由上述多值分岔图可知: 在 β ∈ [0.540,0.558],

系统呈现出多吸引子共存的现象; 当 β 在 0.45 至

0.65的范围内变化时,系统发生多次激变.

为了进一步分析其激变发生的机理, 下

面利用复合胞坐标系方法分析激变前后系

统的全局动力学行为. 将感兴趣的区域 Ω =

{−1.2 6 x 6 1.0,−0.5 6 y 6 1.0,−1.0 6 z 6 1.0} 均
匀划分为 600×600×200个胞,运用步长 ∆t = 0.001

的四阶 Runge-Kutta算法求解系统在一个周期内的

积分轨线,在 z = 0平面上分析系统的全局特性,此

时吸引子表示在该平面上的投影.

图 5 系统 (6)的稳态多值分岔图: 速度 y随 β 的变化
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4.1 内部激变

当 β = 0.503时, 系统仅存在一个周期 5的吸

引子 A1 及其吸引域 B1 内的混沌鞍 S1, 如图 6(b)

所示. 随着系统参数 β 的减小,周期吸引子 A1与混

沌鞍 S1 不断靠近.当参数 β 减小到一临界值时,系

统发生一次内部激变,周期吸引子 A1 与其吸引域

内部的混沌鞍 S1 发生碰撞, 合并为一个混沌吸引

子,吸引域内部的混沌鞍瞬间消失.从图 6(a)可知,

当 β = 0.502时,系统仅存在一个混沌吸引子 A1.

图 6 系统 (6)的全局图 (a) β = 0.502; (b) β = 0.503

4.2 混沌边界激变

当 β = 0.541时,系统的全局特性由图 7(b)给

出, A1, A2 分别表示周期为 5的吸引子, S(1,2) 为吸

引域 B1 和 B2 边界上的混沌鞍, 此时的吸引域边

界具有分形结构 (见图 7(b)). 当 β 从 0.541变小到

0.540的过程中,系统发生了一次混沌边界激变.激

变的过程中,周期吸引子 A2 与混沌鞍 S(1,2) 发生碰

撞,并一同变为 A1 吸引域 B1 内部的混沌鞍 S1, A2

的吸引域 B2 随之消失,如图 7(b)所示.

当 β 从 0.541 增大到 0.556 的过程中, 周期吸

引子 A2 由倍周期分岔形成混沌,其吸引域 B2 也随

之变大,如图 8(a)所示. 在 β ∈ [0.556,0.557]的某一

临界值时,混沌边界激变发生,混沌吸引子 A2 与吸

引域边界上的混沌鞍 S(1,2) 发生碰撞,一同合并为

A1 吸引域 B1 内的混沌鞍 S1, A2 的吸引域 B2 随之

消失 (见图 8(b)).

图 7 系统 (6)的全局图 (a) β = 0.540; (b) β = 0.541

4.3 内部激变

随着松弛参数 β 的变大,周期吸引子 A1 由倍

周期分岔变为混沌吸引子,如图 9(a)所示. 当松弛

参数 β 进一步变大时,混沌吸引子 A1 与其内部的

混沌鞍 S1 逐渐接近,在 β ∈ [0.582,0.583]的某一临

界值发生碰撞,合并为一个较大的混沌吸引子 A1,

其内部的混沌鞍 S1 随之消失.从图 9(b)可以看出,

内部激变发生后,系统仅存在一个较大的混沌吸引

子 A1.

200501-5



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 20 (2013) 200501

图 8 系统 (6)的全局图 (a) β = 0.556; (b) β = 0.557 图 9 系统 (6)的全局图 (a) β = 0.582 ; (b) β = 0.583

5 恢复系数 r对系统的影响

下面讨论恢复系数 r 对全局动力学行为的影

响. 选取阻尼系数 r 为系统参数, 令其他参数取值
为: α = 0.3, β = 0.21, κ = −0.5, µ = 1.0, f = 0.4,
w = 1.4, ∆ = 1.0. 当系统参数 r 从 0.55变化到 0.7
的过程时,分岔图如图 10所示.
由图 10可以看出:在 r ∈ [0.60,0.61],混沌吸引

子发生不连续的改变,即有激变现象发生.
接下来,利用复合胞坐标系方法研究激变现象

发生的机理. 将该感兴趣的区域 Ω = {−1.5 6 x 6
1.0,−1.0 6 y 6 1.2,−1.0 6 z 6 1.2} 均匀地划分为
700× 700× 200个胞,运用步长 ∆t = 0.001的四阶
Runge-Kutta算法求解系统在一个周期内的积分轨
线,在 z = 0平面上对系统进行全局分析,此时的吸
引子表示在该平面上的投影.
由图 11(a) 可知, 当 r = 0.604 时, 系统有一个

混沌吸引子 A1 与一个周期为 3的吸引子 A2 共存,
B1, B2 分别表示的 A1, A2 的吸引域, S(1,2) 表示吸

引域边界上的鞍.当 r 增大到 [0.604,0.605]的某一

临界值时,系统发生边界激变,吸引子 A2 与边界上

的混沌鞍 S(1,2) 发生碰撞,合并成吸引域 B1 内部的

混沌鞍 S1,吸引域 B2 随之消失.当 r = 0.605时,系

统仅存在混沌吸引子 A1 及其吸引域内部的混沌鞍

S1,见图 11(b)所示.

通过对系统全局分岔特性的研究,发现不稳定

周期轨道 (鞍)的存在可以引发激变的产生,激变前

后吸引子的形状和大小会发生不连续的变化.

6 结 论

考虑到非黏滞阻尼能更真实地反映出结构材

料的能量耗散现象,本文选取一类含指数型非黏滞

阻尼的 Duffing 单边碰撞系统, 采用复合胞坐标系

方法对其进行全局分岔特性的研究,探讨了阻尼系

数 α、松弛参数 β 及恢复系数 r 的变化对该系统

的影响,阐述了由不稳定周期轨道引发的激变过程.
研究表明, 系统在参数的某一范围内, 存在多
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吸引子共存现象;随着系统参数的不断变化, 系统
稳态吸引子呈现出丰富的分岔和激变现象,包括周
期吸引子或混沌吸引子与其吸引域内的混沌鞍发

生的内部激变;混沌吸引子与其吸引域边界上的周
期鞍发生的常规边界激变;周期吸引子或混沌吸引
子与边界上的混沌鞍发生的混沌边界激变.激变的

产生,使吸引子的形状和大小突然发生不连续的变

化. 由本文的研究可以看出,非黏滞阻尼与碰撞的

恢复系数对系统稳态响应具有一定的影响,其数值

结果对探讨含非黏滞阻尼的碰撞系统的理论分析

提供了帮助.

图 10 系统 (6)取不同初值时的分岔图 (a)初值 (x0,y0,z0) =

(−0.55,−0.2,0); (b)初值 (x0,y0,z0) = (−0.7,−0.2,0) 图 11 系统 (6)的全局图 (a) r = 0.604; (b) r = 0.605
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Global analysis of crises in a Duffing vibro-impact
oscillator with non-viscously damping∗
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( Received 31 May 2013; revised manuscript received 8 July 2013 )

Abstract
In this paper studied is the crises in the Duffing vibro-impact oscillator with non-viscously damping by the composite cell co-

ordinate system method. It is assumed that the non-viscously damping depends on the past history of the velocities other than the
instantaneous generalized velocities. The energy dissipation behaviors of real structural materials can be preferably represented in
the non-viscously damping models. Numerical simulations show that as the damping coefficient or the relaxation parameter or the
recovery coefficient is varied, there appear two kinds of crises: one is the interior crisis, which results from the collision between a
chaotic attractor and a chaotic saddle on the basin boundary, and the other is the regular/chaotic boundary crisis, which is due to the
collision of a chaotic attractor with a periodic/chaotic saddle on its basin boundary. All the crises result in a sudden change in size and
shape of the attractor.

Keywords: non-viscously damping, Duffing vibro-impact oscillator, crisis, the composite cell coordinate system
method
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