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研究一阶 Lagrange系统的梯度表示. 给出一阶 Lagrange系统可成为梯度系统的条件.利用梯度系统的性质研

究系统的稳定性. 给出例子说明结果的应用.
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1 引 言

一阶 Lagrange系统是指问题的 Lagrange函数
L 对速度是线性的. 一阶 Lagrange 系统的问题有:
由一阶微分方程组构造一阶 Lagrange函数,即变分
学逆问题 [1−3]; 研究系统的对称性与守恒量 [4−11]

等. 文献 [12]研究了两类重要系统,一类是梯度系
统,另一类是 Hamilton系统.梯度系统是微分方程
和动力系统中的重要问题, 特别适合用 Lyapunov
函数来研究.如果一个力学系统能够成为梯度系统,
那么就可利用梯度系统的特性来研究力学系统的

性质,特别是稳定性质. 本文研究一阶 Lagrange系
统成为梯度系统的条件,并利用梯度系统的性质来
研究一阶 Lagrange系统的稳定性.

2 梯度系统

梯度系统的微分方程有形式 [12]

ẋi =−∂V
∂xi

, (i = 1,2, · · · ,m), (1)

其中 V = V (x1,x2, · · · ,xm)称为势函数. 方程 (1)可
表示为矢量形式,即

Ẋ =−gradV (X), (2)

其中

X = (x1,x2, · · · ,xm),

gradV =

(
∂V
∂x1

,
∂V
∂x2

, · · · , ∂V
∂xm

)
.

梯度系统有如下重要性质 [12]:
1)函数 V 是系统 (2)的一个 Lyapunov函数,并

且 V̇ = 0,当且仅当X 是一个平衡点;
2) 对于梯度系统 (2), 任一平衡点处的线性化

系统都只有实特征值.
这两条性质,可用来研究可化成梯度系统的力

学系统的平衡位置及其稳定性. 与第 1条性质相关,
只要势函数 V 成为 Lyapunov函数, 那么就有可能
由 V̇ 的形式, 按 Lyapunov定理来研究系统的稳定
性, 或按 Rumyantsev定理来研究部分变量稳定性.
与第 2条性质相关,按 Lyapunov一次近似理论,若
线性化系统的特征根全为负实根,则系统是渐近稳
定的;若有正实根,则是不稳定的.

3 系统的梯度表示

在物理学、力学、综合国力分析、市场经济

分析、战争、人口与动物世界、疾病的传染与诊

断等问题中都存在一些一阶微分方程组. 某些微分
方程组在一定条件下可化为一阶 Lagrange系统.
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一阶 Lagrange系统的 Lagrange函数 L对速度

是线性的,可表示为

L(t,q, q̇)

=Ms(t,q)q̇s −N(t,q), (s = 1,2, · · · ,n). (3)

这儿及以后,同一项中相同的活动指标表示对其求
和. (3)式中

det
(

∂Ms

∂qk
− ∂Mk

∂qs

)
̸= 0, (s,k = 1,2, · · · ,n), (4)

Lagrange方程为

d
dt

∂L
∂ q̇s

− ∂L
∂qs

= 0, (s = 1,2, · · · ,n). (5)

将 (3)式代入方程 (5),得到(
∂Mk

∂qs
− ∂Ms

∂qk

)
q̇k −

∂N
∂qs

− ∂Ms

∂ t
= 0,

(s,k = 1,2, · · · ,n). (6)

对自治情形,有

Mk = Mk(q), N = N(q). (7)

此时方程 (6)给出(
∂Mk

∂qs
− ∂Ms

∂qk

)
q̇k −

∂N
∂qs

= 0. (8)

由此解出 q̇s,有

q̇s = Ω sk ∂N
∂qk

, (9)

其中

Ωsk =

(
∂Mk

∂qs
− ∂Ms

∂qk

)
, ΩskΩ kl = δ l

s . (10)

方程 (9)一般不是一个梯度系统,但在一定条
件下能够成为梯度系统.对方程 (9),如果满足条件

∂
∂qr

(
Ω sk ∂N

∂qk

)
− ∂

∂qs

(
Ω rk ∂N

∂qk

)
=0, (s,k,r = 1,2, · · · ,n), (11)

则它是一个梯度系统.此时,可求得势函数 V ,使得

Ω sk ∂N
∂qk

=− ∂V
∂qs

. (12)

4 算 例

例1 一阶 Lagrange系统的 Lagrange函数为

L = q̇1q2 − q̇2q1 +2q1q2 +q2
1 −q2

2,

试将其化为梯度系统,并研究其零解的稳定性.

解 方程 (9)给出

q̇1 = q2 −q1, q̇2 = q2 +q1,

容易验证 (11) 式成立, 这是一个梯度系统. 由 (12)
式可求得势函数

V =
1
2

q2
1 −q1q2 −

1
2

q2
2,

因线性方程的特征根有正实根,故零解 q1 = q2 = 0
是不稳定的.
例2 一阶 Lagrange系统的 Lagrange函数为

L = q1q2 −
1
2

q2q̇1 +
1
2

q1q̇2,

试将其化为梯度系统,并研究其零解的稳定性.
解 方程 (9)给出

q̇1 = q1, q̇2 =−q2,

这是一个梯度系统,其势函数为

V =
1
2

q2
2 −

1
2

q2
1.

按方程求 V̇ ,得

V̇ =−q2
1 −q2

2.

这样, V 对变量 q1是负定的,对变量 q2是正定的,而
V̇ 对 q1是负定的,对 q2也是负定的.由 Rumyantsev
部分变量稳定性定理知,零解 q1 = q2 = 0相对变量
q1 是不稳定的,而相对变量 q2 是稳定的,并且是渐
近稳定的.
例3 一阶 Lagrange系统为

L =
1
2

q2q̇1 −
1
2

q1q̇2 +
1
2

q2
1 −

1
2

q2
2 + tq1 +2tq2,

试将其化为梯度系统,并研究解的稳定性.
解 方程 (9)给出

q̇1 = q2 −2t, q̇2 = q1 + t,

它有解

q1
0 = 2− t, q2

0 = 2t −1.

为研究这个解的稳定性,作变换

q1 = q1
0 +ξ1, q2 = q2

0 +ξ2,

则方程可表示为

ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = ξ1.

这是一个梯度系统,其势函数为

V =−ξ1ξ2.

方程的特征根有一正实根,故解 ξ1 = ξ2 = 0是
不稳定的.
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5 结 论

一阶 Lagrange系统的研究不仅具有物理和力
学意义, 而且有更广泛的意义. 本文给出一阶 La-

grange系统可化成梯度系统的条件,化成梯度系统
后,就可利用梯度系统的特性来研究一阶 Lagrange
系统的动力学行为,特别是系统稳定性研究.
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Abstract
A gradient representation of the first-order Lagrange system is studied. A condition under which the first-order Lagrange system

can be considered as a gradient system is obtained. The stability of the system is discussed by using the property of the gradient system.
Some examples are given to illustrate the application of the result.
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