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有倾角的竖直壁面附近气泡与自由面相互作用研究*
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本文采用边界元方法,研究了具有倾角的竖直壁面附近气泡与自由面的相互耦合作用. 首先基于不可压缩势流

理论,建立了边界元气泡动力学模型,并针对无限壁面附近的气泡和自由面作用问题,采用镜像法模拟了倾斜壁面

的作用. 然后,基于本文所建立的数值模型,分别计算了不同倾角的壁面对气泡和自由面水冢形态的影响,发现倾斜

角度会导致自由面的边界条件不连续,从而对其运动产生明显的非线性影响.最后,分别分析了无浮力和有浮力情

况下倾斜角度对其影响规律.
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1 引 言

水下爆炸在国防和经济建设中都有十分重要

的应用, 除了产生强间断的冲击波外, 水下爆炸产

生的巨大气泡也是研究者的研究热点. 作为水下

爆炸动力学的重要分支,气泡动力学的早期研究多

集中在球形气泡脉动运动及其辐射的脉动压力方

面,相关理论成果可以参见文献 [1]. 随着计算机和

数值模拟技术的发展,非球形气泡运动逐渐成为研

究的热点. 早期的 Plesset 和 Chapman[2] 在势流假

设下,采用改进的有限差分法求解了空泡在壁面附

近的非球形坍塌问题, 得到了很好的结果, 证实了

坍塌过程中产生的高速射流是空化剥蚀现象的主

要原因.国内的 Wang等 [3] 也采用类似的方法, 结

合 VOF 技术, 计算了不可压缩流体中的气泡上浮

运动. 然而, 有限差分法在该问题上也表现出了一

些弊端,例如为了在所关心区域得到较高的分辨率,

需要人为将流域划分为不同的区域,采用不同尺寸

的交错网格求解. 另外, 用有限域来模拟无限域问

题, 需要采用迭代法来确定远场边界条件, 无疑给

计算带来了不必要的麻烦.而边界元方法较好地解

决了上述问题, 由于仅需要在边界上划分网格, 降

低了问题的维度,同时显式的界面更新避免了界面

捕捉,且边界积分方程本身具有自动满足远场边界

条件的特性,因此边界元方法在该领域体现出了巨

大的优势. 早期的工作可以参见 Blake和 Gibson[4]

和 Blake和 Gibson[5], 他们的研究表明边界对气泡

的运动形式具有重要的影响. Blake等 [5] 中对自由

面和刚性壁面等单一边界附近的气泡运动进行了

分析总结. 当气泡产生在自由面附近时, 在膨胀阶

段被自由面吸引,而在气泡收缩阶段被自由面击退,

产生背向自由面的射流 [6]; 相反,在壁面附近的气

泡则在膨胀阶段被壁面轻微地排斥,而收缩阶段被

剧烈地吸引,产生朝向壁面的高速射流 [7].

如果是多种作用下的气泡运动,其形式将更为

复杂. 具有代表性的是Wang[8] 分析了倾斜壁面和

浮力共同作用下的水下爆炸气泡运动特性, 气泡

在坍塌阶段产生的射流方向和形式与壁面距离、

倾斜角度等多种因素有关. Klaseboer等 [9] 采用镜

像法模拟自由面的作用, 计算了水面舰船附近水

下爆炸气泡的动态特性, Khoo 等 [10] 和 Dadvand
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等 [11] 采用实验的手段分析了带有破口的平板和自

由面对气泡的联合作用,初文华等 [12] 则分析了竖

直侧壁面附近的气泡与自由面的相互耦合,这些环
境下的气泡和自由面运动均表现出了更复杂的运

动形式.
尽管以往研究在多边界联合作用下气泡动态

特性方面取得了很多成果,但有关具有倾角的竖直
壁面和自由面联合作用下的气泡运动的研究十分

有限, 而这种情况在实际工程应用中十分普遍, 例
如水下爆炸发生在舰船舷侧附近时,舷侧的外飘必
定会影响气泡的运动和自由面水冢的形成和发展;
同时,以堤坝为代表的向内倾斜的竖直壁面也有可
能受到水下爆炸的威胁. 为此,针对这些工程背景,
本文首先基于不可压缩势流理论,建立了水下爆炸
气泡动力学模型, 然后根据该问题的特点, 结合奇
点镜像法模拟了半无限大倾斜壁面对流场的影响,
并据此分析了有倾角的竖直侧壁面附近的气泡和

自由面相互作用的特点, 最后, 分别针对无浮力和
有浮力的情况,计算分析了在相同初始条件参数下,
壁面倾斜角度对气泡和自由面水冢动态特性的影

响规律.

2 理论与数值模型

2.1 气泡动力学基本方程

以气泡初始中心为原点建立直角坐标系, z轴

垂直向上, x轴指向壁面,如图 1所示. 根据以往的
气泡动力学的相关研究,水下爆炸周围的流场可假
设为不可压缩的理想流体.于是,根据势流理论,流
场边界满足如下边界积分方程 [13]:

c(p)φ(p)

=
∫

S

(
− ∂φ(q)

∂n
1
|R|

+
R ·n
|R|3

φ(q)
)

dsq, (1)

其中, p, q 分别为场点和源点的空间坐标矢量,
R = p−q, c为立体角, φ 流场的速度势, S为流场

的边界, n为其单位法向量,以指向流场内部为正.
按照 Klaseboer等 [13] 的研究成果,对各物理量

进行无量纲化. 其中特征长度、特征压力和特征密
度分别为气泡最大半径 Rm、气泡中心深度的流体

静压力 P∞ 和流体密度 ρ . 则无量纲化的伯努利方
程可写作

∂φ∗

∂ t∗
= 1−P∗− 1

2
|∇φ∗|2 −δ 2z∗, (2)

式中上标 ∗表示对应物理量的无量纲量, P表示压

力, δ =
√

ρgRm/P∞ 为表征浮力大小的无量纲量,

其中 g为重力加速度; z为垂向坐标.对于自由面, P

取作大气压 Patm,对于气泡表面,取作气泡内部压力

Pb,对于绝热假设下的气泡内部气体,可表示为 [14]

Pb = P0

(
V
V0

)γ
+Pc, (3)

其中 V 和 V0 分别为气泡的当前和初始体积, P0 为

气泡初始压力, γ 为气泡内部不可冷凝气体的热
容比, 对于 TNT 的爆轰产物可取为 1.25, Pc 为可

冷凝气体的饱和蒸汽压. 同时, 决定气泡初始条件

的无量纲参数分别为强度参数 ε = P0/P∞, 浮力参

数 δ , 自由面距离参数 γf = h/Rm, 壁面距离参数

γw = d/Rm.

图 1 倾斜壁面附近气泡与自由面相互作用示意图

2.2 数值实现

2.2.1 镜像法模拟壁面影响
对于壁面的处理, 可以将其当作流场边界, 进

行数值离散, 直接计算其对流场的影响. 但是此种

方法通常仅能考虑有限大壁面问题. 刘云龙等 [15]

针对轴对称模型中的无限大壁面提出了开域边界

元方法,但对本文的数值模型中的半无限大壁面附

近的气泡动力学问题并不适用, 为此, 本文采用镜

像法模拟壁面的影响.根据势流理论奇点镜像的原

理,半无限大刚性平壁面对流场的贡献可以等效为

壁面另一侧的等强度镜像奇点的影响,因此本文的

侧壁面可由如图 2所示的镜像自由面和镜像气泡

来模拟.
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图 2 镜像法计算壁面附近气泡与自由面相互作用示意图

则采用镜像气泡和镜像自由面代替壁面后,边
界积分方程 (1)可写作如下矩阵形式: Gaa Gab

Gba Gbb

 Va

Vb


=

 Haa Hab

Hba Hbb

 Φa

Φb

 , (4)

其中 G为表示积分方程 (1)中右端第一项积分的
影响矩阵, H 为表示计入立体角项的第二项积分的
影响矩阵;下标 a和 b分别表示原始和镜像的边界.
结合

Va = Vb, Φa =Φb,

Gaa =Gbb, Haa =Hbb,

Gab =Gba, Hab =Hba, (5)

(4)式简化为

[Gaa +Gab]Va = [Haa +Hab]Φa. (6)

通过对上式表示的线性方程组的求解即可得

到自由面和气泡表面的法向速度, 进而更新节点
坐标. 这样, 就可以避免半无限大壁面的数值离
散问题.

2.2.2 时间积分
如上所述,整个计算过程需要对节点坐标和速

度势两个物理量沿时间向前推进. 本文采用如下时
间推进格式:

fi+1/2 = fi +0.5∆t
(

d f
dt

)
i
, (7)

fi+1 = fi +∆t
(

d f
dt

)
i+1/2

, (8)

式中 f 为待积分的变量; ∆t 为时间步长; 下标表
示时间增量步, i+1/2表示从第 i步向前预测半个

时间步长. 每步计算首先按照 (7) 式预测时间步
i+1/2,并在此时刻分别采用 (6)式和 (2)式计算节
点的速度和速度势时间导数, 然后代入 (8)式更新
节点坐标和速度势.

3 结果与讨论

3.1 模型对比验证

首先, 采用经典的 Rayleigh模型 [16] 验证本文

的气泡动力学模型的精度.计算工况为气泡初始强
度参数为 ε = 100,不考虑浮力和边界的影响,对比
气泡脉动半径的变化.
从图 3中可以看到,本文所建立的边界元气泡

数值模型计算得到的球形气泡脉动结果,在气泡半
径与周期方面,均与经典的 Rayleigh模型符合较好.
气泡最大半径误差为 0.04%,气泡半径时历曲线的
最大误差约为 1.10%.

图 3 Rayleigh模型与边界元模型气泡半径结果对比

关于气泡与自由面相互作用的实验验证和自

由面尺寸的收敛性分析, 本文不再赘述, 可参见刘
云龙等 [17]. 本文将所采用的镜像法模拟壁面与轴
对称气泡模型气泡与壁面相互作用的结果进行对

比,以验证三维镜像法的有效性. 计算中,气泡初始
条件为强度参数 ε = 100,浮力参数 δ = 0, γf = 1.0,
本文三维模型计算结果如图所示.
从图 4中可以看到,在气泡膨胀阶段,气泡下部

受到壁面的排斥作用,从而呈扁平状,并在 t∗ = 1.22
时达到最大体积. 当气泡进入收缩阶段后, 被壁面
强烈地吸引,在远离壁面一侧的气泡壁的塌陷速度
迅速超过其他位置,从而形成朝向壁面的高速射流,
在 t∗ = 2.26 时穿透气泡. 这种单一由刚性壁面影
响的条件下,气泡在收缩阶段的运动形式与 Plesset
等 [2]得到的结果一致.
图 5 为相同条件下轴对称模型模拟无限大壁

面的结果,其中对于无限大壁面的处理的理论和数
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值实现可参见刘云龙等 [15]. 可以看到,三维镜像法
与轴对称模型所得到的结果符合良好.但由于三维
网格密度的限制, 与轴对称模型相比, 射流初始形
成阶段端部偏尖, 且射流发展时间略微滞后, 最终
射流穿透时刻的误差约为 1.3%,这些差别主要来自
边界离散带来的数值误差.

3.2 无浮力情况下典型倾斜角度下壁面附
近气泡与自由面的相互作用

本节主要对典型倾斜角度的侧壁面和自由面

联合作用下的气泡动态特性进行研究.为减少变量
以便于对规律进行分析,计算中均不考虑浮力作用,
即浮力参数 δ = 0. 如引言所述, Wang[8] 曾计算了
浮力和倾斜壁面共同作用下的气泡射流特性. 本节
所研究的气泡同样由不同方向的两种力主导,即自
由面和壁面的共同作用. 因此, 气泡的某些运动特
性与Wang的结果是一致的. 除此之外,本文研究的
问题中还包括自由面的运动特性,尤其是在倾斜壁
面的影响下产生的强非线性.

3.2.1 θ = 5◦ 时壁面附近气泡与自由面相互
作用

首先计算和分析壁面向外倾斜 5◦ 时的情况.
计算中, 无量纲强度参数为 ε = 100, 浮力参数
δ = 0, γf = 1.0, γw = 1.0, 不同时刻气泡和自由面
形态如图 6所示.
该条件下壁面向外倾斜 5◦,大部分的水面舰船

舷侧属于此种类型. 图中云图表示无量纲压力, 矢
量图表示流场相对速度. 当气泡产生后, 在其膨胀
阶段,右侧受到壁面的挤压而呈扁平状,同时,自由
面在其作用下产生水冢. 由于自由面与壁面的夹角

偏离了竖直状态,从而使气泡产生的高压区沿壁面

向上延伸到自由面, 如图 6(a)圆圈区域所示, 使得

膨胀过程中除了气泡上方的丘形主水冢外,自由面

与壁面相交处还会产生一个侧水冢,如图 6(b)和图

7所示. 若将该问题看作原气泡与镜像气泡的相互

作用,则该现象可解释为原自由面与镜像自由面相

交处的边界条件不连续的结果.气泡在 t∗ = 0.82时

达到最大体积,进入收缩阶段. 在此过程中,气泡和

自由面之间产生一个明显的高压区,在高压区的推

动下,水冢高度不断增加,并向中间聚集,宽度明显

减小, 如图 6(c). 而气泡在高压区的作用下发生回

弹,向下运动的同时产生射流. 这些现象与 Pearson

等 [18] 关于气泡与自由面的相互作用的研究结果一

致.然而不同的是,本文由于壁面的存在,高压区在

气泡的发展过程中逐渐向远离壁面一侧移动,从而

使得射流偏向壁面方向,如图 6(d). 最终在气泡被

穿透时,射流对壁面产生冲击作用. 根据 Klaseboer

等 [13] 的研究,形成环状气泡后,射流方向会继续向

垂直于壁面的方向偏转,从而增加射流作用效果.

图 4 三维边界元模型镜像法计算结果 (a) t∗ = 0, 0.17, 1.22;
(b) t∗ = 2.05, 2.23, 2.3

图 5 轴对称模型计算结果 (a)气泡膨胀阶段 t∗ = 0, 0.03, 0.18, 0.54, 1.18; (b)气泡收缩阶段 t∗ = 1.24,1.74, 1.97, 2.13, 2.20, 2.27
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图 6 不同时刻 xoz平面流场压力云图与速度矢量图 (a) t∗ = 0.15; (b) t∗ = 0.82; (c) t∗ = 1.23; (d) t∗ = 1.60

图 7 向外倾斜的侧壁面附近自由面形态三维视图

数值计算中发现,侧水冢在形成之后高度增加
较慢, 但当气泡进入收缩阶段后, 侧水冢周围自由
面迅速向内收缩, 使侧水冢宽度快速减小, 在某些
条件下会使侧水冢形成沿壁面向上的射流喷溅.

3.2.2 θ = −5◦ 时壁面附近气泡与自由面相
互作用

现计算和分析壁面向内倾斜 5◦ 的情况, 无量
纲强度参数为 ε = 100, 浮力参数 δ = 0, γf = 1.0,
γw = 1.0,不同时刻气泡和自由面形态如图 8所示.
从图 8 中可知, 当壁面向内倾斜时, 在气泡膨

胀阶段自由面与壁面的交界处向上运动较慢,而当
气泡进入收缩阶段后,在气泡的吸引作用下迅速向

流场内凹陷, 在壁面附近形成一个长条形的凹槽,

同时凹槽和自由面主水冢之间被一个长条形的水

冢分开, 如图 9所示, 这个凹槽在坍塌时会对壁面

产生抨击作用. 与向外倾斜的侧壁面对气泡的影响

相似, 倾斜壁面的作用下, 自由面和气泡之间的高

压区也逐渐向远离壁面一侧移动,从而推动气泡射

流转向壁面方向.

3.2.3 倾斜角度 θ 对气泡动态特性的影响
为对比倾斜角度对气泡和水冢形态影响规律,

将无量纲强度参数为 ε = 100, 浮力参数 δ = 0,

γf = 1.0, γw = 1.2, 倾斜角度分别为 θ = 10◦, 5◦,

0◦, −5◦, −10◦, 典型时刻气泡和自由面形态如图

10所示.

从图 10 可以看到, 不同倾斜角度的壁面附近

气泡在最大体积时刻差别不大,仅在自由面与壁面

相交处略有区别. 随着倾斜角度的减小, 相交处逐

渐从突起的侧水冢变为长条形凹陷.随着气泡与自

由面的继续发展, 这种区别逐渐变大, 在气泡收缩

阶段的后期,向外倾斜的壁面附近的侧水冢附近自
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图 8 不同时刻 xoz平面流场压力云图与速度矢量图 (a) t∗ = 0.15; (b) t∗ = 0.82; (c) t∗ = 1.23; (d) t∗ = 1.60

图 9 向内倾斜的侧壁面附近自由面形态三维视图

由面迅速凹陷, 贴近气泡, 对气泡上部形态产生影

响,如图 10中 θ = 10◦的条件所示. 当 θ 为负时,随

着 θ 的不断减小,自由面的初始凹陷逐渐发展为空

腔,当气泡溃灭后,会诱使空腔也相继溃灭,从而对

壁面产生一定的抨击作用. 为详细对比倾斜角度对

气泡运动的影响规律,将以上各工况的气泡中心位

移和气泡开尔文冲量 I 绘于图 11.

从图 11 的气泡中心曲线可以看到, 壁面倾斜

角度对 x向位移影响不大,而对 z向位移有明显的

影响.由于壁面对于气泡的整体运动的影响基本与

壁面相反, 因此, 当壁面向外倾斜时, 即 θ 为正时,

壁面与自由面在垂向的影响分量相互抵消,当壁面

向内倾斜,即 θ 为负时,两者相互叠加. 从而使得随

着 θ 的增加,不断减小气泡的垂向运动.图 11(c)和

(d)分别是气泡的 x向和 z向的开尔文冲量. 开尔文

冲量表示气泡周围流场的总体冲量,可用来描述多

种力的作用下气泡的大致运动方向 [5]. 由于 x向的

开尔文冲量主要来自于壁面的影响,而垂向的开尔

文冲量主要来自于自由面的作用, 可见, 对于 x 向

的开尔文冲量,两者相互叠加,而对于 z向的开尔文

冲量,两者相互抵消.

3.3 有浮力情况下典型倾斜角度下壁面附
近气泡与自由面的相互作用

以上的计算分析均针对无浮力情况, 真实水

下爆炸气泡由于尺度较大, 会受到的浮力作用较

大, 不可忽略, 动态特性会有明显的区别. 本节针

对 100 kgTNT在 6.2 m深爆炸 (γf = 1.0),距离壁面

6.2 m时 (γw = 1.0),不同倾斜角度下的气泡动态特

性进行分析.
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图 10 倾斜角度 θ = 10◦, 5◦, 0◦, −5◦, −10◦ 下气泡与自由面典型时刻形态 (a) 气泡最大体积时刻 t = 0.83; (b) 射流穿透气泡时刻
t∗ = 1.63

图 11 不同倾斜角度对气泡运动影响规律 (a)气泡中心 x向位移曲线; (b)气泡中心 z向位移曲线; (c)气泡 x向开尔文冲量; (d)气泡
z向开尔文冲量

从图 12 可以看到, 考虑浮力的气泡运动更为
复杂. 在气泡膨胀阶段, 浮力影响较小, 当气泡进
入收缩阶段后,除了上部由于自由面排斥作用而产
生向下的射流外,气泡下部由于浮力的作用还产生
向上的射流. 两射流在 t∗ = 1.56 时刻在气泡中部
冲击在一起,形成环状气泡,与无浮力条件相比,时
间明显提前,因此可 θ = 5◦ 时的侧水冢和 θ =−5◦

时的自由面空腔均没有得到充分的发展.而 θ = 0◦

的条件事实上相当于两个相同深度的同相气泡与

自由面之间的相互作用, Wang和 Khoo[19]和 Zhang

等 [20] 曾分别采用间接边界元方法和直接边界元方

法对该问题进行了详细的分析,得到了一致的结果.
图 13中分别是不同倾斜角度下气泡的 x向和

z向开尔文冲量. 从图中可知,由于浮力方向为竖直
向上, 对于 x 向的开尔文冲量影响不大, 规律与无
浮力情况一致.但是, z方向的开尔文冲量有明显的

不同.在气泡产生初期,由于气泡体积较小,所受浮
力也较小, 因此, 气泡的开尔文冲量由自由面的影
响所主导,为负值.随着气泡的膨胀,浮力在气泡的
垂向运动中逐渐占主导作用, z向的开尔文冲量由
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图 12 100 kgTNT水下爆炸气泡在倾斜壁面附近的动态特性 (θ = 5◦, 0◦, −5◦) (a)最大体积时刻, t∗ = 0.85; (b) t∗ = 1.40; (c)气泡被射
流穿透时刻 t∗ = 1.56

图 13 100 kgTNT产生的气泡在倾斜壁面附近开尔文冲量 (a) x向开尔文冲量; (b) z向开尔文冲量

负值变为正值,使得整体的曲线产生负正弦曲线的

特征. 两个方向的开尔文冲量随倾斜角度的变化规

律与无浮力情况一致,均是随 θ 的增大逐渐增大.

4 结 论

本文基于不可压缩势流理论,采用镜像法模拟

半无限大壁面的影响,建立了倾斜壁面附近气泡与

自由面的相互作用边界元模型. 采用本文所建立的
数值模型,分别分析了不同倾斜角度的侧壁面附近
的气泡和自由面动态特性,并对比分析了不同倾斜
角度对其影响规律,得到以下主要结论:

1. 在竖直壁面和自由面联合作用下,气泡收缩
阶段流场的高压区的移动是导致射流向壁面偏转

的主要原因;
2. 水下爆炸气泡在向外倾斜的侧壁面附近会
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诱导自由面与壁面相交处在气泡膨胀阶段产生突

起,并在气泡坍塌阶段产生喷溅现象;
3. 水下爆炸气泡在向内倾斜的侧壁面附近会

使自由面与壁面相交处在气泡膨胀阶段产生凹陷,
在收缩阶段凹陷继续发展呈长型空腔,空腔的溃灭

可能对壁面产生一次抨击作用;
4. 在本文研究的参数范围内,随着壁面的倾斜

角度的增加会在垂向不断减弱自由面对气泡的作

用,同时增加 x向的壁面作用.
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Abstract
Study on the interaction between bubble and free surface near an inclined vertical wall is carried out in this paper. Firstly, boundary

element model for bubble dynamics based on incompressible potential flow is established, and the solid wall is modeled using the
images of bubble and free surface. Then, through the numerical model, bubble dynamics near the walls with various inclination angles
are studied respectively. We find that the inclination would lead discontinuity of the boundary condition of intersection between free
surface and solid wall, which can affect its motion nonlinearly. Finally, the influence of the inclination angle on the bubble and spike
dynamics is analyzed.
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