
物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 22 (2013) 220505

时滞复 Lorenz混沌系统特性及其自时滞同步*
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自时滞同步是指保持混沌系统结构和参数不变的情况下,使时滞系统和原系统同步,从而避免了现实中因为时

滞而产生的各种问题.本文以时滞复 Lorenz系统为例,研究其动态特性及时滞因数的影响,并提出了一种非线性反

馈控制器实现了复 Lorenz系统的自时滞混沌同步.数值仿真结果验证了该控制器的有效性. 该控制器只对部分状态

进行控制,实现了所有状态的同步,原理简单,易于工程实现.
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1 引 言

在自然科学和工程技术的研究中,许多事物的
变化不仅依赖于当时的状态,还依赖于过去的状态,
系统的这种特性称为时滞,具有时滞的系统称为时
滞系统. 事实上, 除理想情形下, 由于机械, 摩擦等
实际因素的限制, 现实系统总存在时滞现象, 如生
物、化学、经济、机械、物理和工程学等,并且时
滞是影响一个系统动态特性的重要因素.因此关于
时滞系统的研究得到了数学、物理、系统与控制

等多个领域学者的广泛关注 [1−2].

如果对时滞系统进行控制从而与期望系统同

步,那么就避免了现实中因为时滞而产生的各种问
题, 即在保持系统结构和参数不变的情况下, 使时
滞系统和原系统同步, 称为自时滞同步. 它不同于
延迟同步 [3−6],延迟同步是指一个系统状态与另一
个系统延迟一段时间的状态同步,两个系统都不是
时滞系统;而自时滞同步是指时滞系统的状态与原
系统的状态实时同步.时滞系统具有无穷维状态空
间, 它与原系统的动力学行为有很大差别. 如果引
入的时滞为零, 自时滞同步退化为自同步, 因此自
时滞同步包含了自同步, 它是自同步的扩展, 进一
步拓宽了研究同步问题的视野,所以研究时滞系统

的自时滞同步问题具有非常重要的现实意义和理

论价值. 特别是在混沌保密通讯系统中, 由于多维
超混沌系统结构复杂, 实现较难, 不适合实际工程
应用. 时滞混沌系统的出现弥补了多维超混沌系统
的不足. 时滞混沌系统具有多个正的 Lyapunov 指
数,结构简单却能产生具有极高随机性和不可预测
性的时间系列,从而在同步时克服高维非时滞超混
沌系统在结构上庞大而复杂的缺点,同时又能提高
保密性能．

自从 Fowler等 [7] 提出了复 Lorenz方程,复系
统在物理学的众多分支领域发挥了重要作用,尤其
是混沌通讯系统,复变量增加了所传输信息的内容
和安全性 [8]. 因此,近年来复混沌系统的特性及其
同步研究引起人们的极大关注,如分数阶复 Lorenz
系统 [9]、分数阶复Chen系统的特性 [10]、相位同步

和反相位同步 [11]、模 -相位同步 [12](module-phase
synchronization)、完全同步 (CS)[13]、反同步 [14,15]、

延迟同步 (LS)[5,6]、投影同步 (PS)和修正投影同步
(MPS)[16]、全状态组合投影同步 (FSHPS)[17]、修

正函数投影同步 [18,19]、组合修正函数投影同步

(HMFPS)[20]、修正比例相位同步 (MPPS)[21]、复比

例因子修正投影同步 (CMPS)[22] 等等,但上述复系
统的研究中均未涉及到时滞. 时滞是实际复混沌
系统不可避免地存在的一个因素, 因此, 研究复混
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沌系统时, 考虑时滞更符合实际的需要, 并能更好
地在实际中得到应用. 事实上, 时滞复混沌系统具
有多个正的 Lyapunov 指数, 产生的混沌复信号比
高维超混沌系统产生的混沌信号更加复杂且难以

预测,而且复状态变量本身也提高了通讯的安全水
平 [7,21],因此时滞复混沌系统应用在混沌保密通信
中可以更好地提高保密性能.
在物理学中最常见的是复 Lorenz系统,它已经

被用来描述失谐的激光、液体的热对流现象 [23−25]

和磁盘发电机 [26]等. 本文即以复 Lorenz系统为例,
研究其时滞系统动态特性及时滞因数的影响,并设
计了一种非线性反馈控制器实现了其自时滞混沌

同步.

2 复 Lorenz混沌系统和时滞复 Lorenz
混沌系统

2.1 复 Lorenz混沌系统特性

复 Lorenz系统方程为
ẏ1 = a1(y2− y1)

ẏ2 = a2y1− y1y3− y2

ẏ3 =−a3y3 +(1/2)(ȳ1y2 + y1ȳ2)

, (1)

其中 y1 = u1 + ju2, y2 = u3 + ju4 是复变量, y3 =

u5 是实变量; 上划线 ȳ1(ȳ2) 表示 y1(y2) 的共轭,
(a1, a2, a3)

T 是实参数向量.
分离系统 (1)各个变量的实部和虚部,则有

u̇1 = a1(u3−u1)

u̇2 = a1(u4−u2)

u̇3 = a2u1−u1u5−u3

u̇4 = a2u2−u2u5−u4

u̇5 =−a3u5 +(u1u3 +u2u4)

. (2)

系统 (2)具有下面的基本性质.

2.1.1 耗散性

系统 (2)的散度表示为∇F =
5

∑
i=1

∂ u̇i

∂ui
=−(2a1+

2 + a3). 当 2a1 + 2 + a3 > 0 时, 系统 (2) 是耗散

的, 并以指数形式
dF
dt

= e−(2a1+2+a3)t 收敛. 事实

上, 初始体积 V (0) 的体积元在时刻 t 时体积元
变为 V (t) = V (0)e−(2a1+2+a3)t . 即当 t → ∞ 时, 包
含系统 (2) 轨线的每个小体积元都以指数速率
e−(2a1+2+a3)t 收敛到零, 系统 (2) 的所有轨线最终

会被限制在一个体积为零的极限子集上, 其运动
将被固定在一个吸引子上,这说明了系统 (2)存在
吸引子.

2.1.2 混沌特性
Lyapunov指数,即两个相近轨道的平均指数发

散率, 用来度量系统运动对初始条件敏感程度的
量化指标.当 a1 = 35, a2 = 55, a3 = 8/3, 初始值为
u(0) = (−1,−2,−3,−4,1)T时,根据 Lyapunov指数
的定义 [27]:

LEi = lim
t→∞

1
t

ln
∥δui(u0, t)∥
∥δui(u0,0)∥

, (3)

(实际计算时, 取正交矢量集来描述各方向收缩
或扩张程度的不同) 可得系统 Lyapunov 指数为
LE1 = 1.1041, LE2 = 0.06815≈ 0, LE3 =−0.0720≈
0, LE4 =−0.6473, LE5 =−1.9854. 系统 (2)存在正
的 Lyapunov指数, 故系统 (2)是混沌的, 其不同投
影面和投影空间的混沌吸引子如图 1所示.

2.1.3 平衡点及其稳定性
系统 (2)的线性化方程为

du̇1

du̇2

du̇3

du̇4

du̇5


= J5×5(ui;a1,a2,a3)



du1

du2

du3

du4

du5


i = 1,2,3,4,5, (4)

其中 J5×5(ui;a1,a2,a3)是系统 (2)的 Jacobian矩阵,

J5×5 =



−a1 0 a1 0 0

0 −a1 0 a1 0

a2−u5 0 −1 0 −u1

0 a2−u5 0 −1 −u2

u3 u4 u1 u2 −a3


.

(5)

取 u̇i = 0, i = 1,2, · · · ,5,则可得到系统 (2)的不
动点. 特别地取 u1 = u2,则有

E1 =(0,0,0,0,0),

E2,3 =

(
±
√

a3(a2−1)
2

,±
√

a3(a2−1)
2

,

±
√

a3(a2−1)
2

,±
√

a3(a2−1)
2

,a2−1

)
.

220505-2



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 22 (2013) 220505

-40 -20 0 20 40
0

50

100

150

u1

u1

u3

u3
u4u3

u
4

u
5

u
5

u
5

(a)

-50 0 50
-50

0

50
(b)

-50

0

50

-50

0

50
0

100

200 (c)

-50

0
50

-50

0

50
0

100

200 (d)

图 1 原系统不同投影面和投影空间示意图 (a) u1−u5; (b) u3−u4; (c) u1−u3−u5; (d) u3−u4−u5
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图 2 原系统 u5 轴对称性示意图 (a)和 (c)初始点为 (−1,−2,−3,−4,1)T, (b)和 (d)的初始点为 (1,2,3,4,1)T

220505-3



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 22 (2013) 220505

线性化系统 (4)在 E1 处的特征值为

λ1 = λ2 =
−(a1 +1)+

√
(a1−1)2 +4a1a2

2
,

λ3 = λ4 =
−(a1 +1)−

√
(a1−1)2 +4a1a2

2

和 λ5 = −a3. 由线性系统理论知,当且仅当系统在
不动点处的特征值都具有负实部时,不动点是稳定
的. 因此当 a1 >−1, a3 > 0时,不动点 E1是稳定的,
否则它是不稳定的. 不动点 E2,3 也可以类似地讨

论,这里不再赘述.

2.1.4 对称性
对系统 (2) 引入下列变换: (u1,u2,u3,u4,u5)→

(−u1,−u2,−u3,−u4,u5),而系统 (2)保持不变,则系
统 (2)关于 u5 轴呈现对称性,而且这种对称性对所
有的参数 a1, a2 和 a3 均成立,如图 2所示.

2.2 时滞复 Lorenz混沌系统特性

根据时滞实 Lorenz系统 (第三个实变量存在时
滞)[3],考虑如下时滞复 Lorenz系统

ẋ1 = a1(x2− x1)

ẋ2 = a2x1− x1x3− x2

ẋ3 =−a3x3(t− r)+(1/2)(x̄1x2 + x1x̄2)

, (6)

其中 r = r(t)(0 6 r(t)6 r1m)为时滞因数,它是有界
的时变函数, x1 = u′1 + ju′2 和 x2 = u′3 + ju′4 是系统复
状态变量, x3 = u′5 是实状态变量. 此时系统 (6)为
一个单时滞复 Lorenz系统.

2.2.1 混沌特性
分离系统 (6)各个变量的实部和虚部,则有

u̇′1 = a1(u′3−u′1)

u̇′2 = a1(u′4−u′2)

u̇′3 = a2u′1−u′1u′5−u′3
u̇′4 = a2u′2−u′2u′5−u′4
u̇′5 =−a3u′5(t− r)+(u′1u′3 +u′2u′4)

, (7)

因此,原系统 (2)的耗散性和对称性对于系统 (7)仍
然成立,但是时滞系统的混沌特性与原系统有了较
大差异.它们结构相同，但是时滞系统产生了具有
极高随机性和不可预测性的时间系列,其不同时滞
因数的各投影面和投影空间的混沌吸引子如图 3
和图 4所示.

2.2.2 初值敏感性
令 r = 0.1 s, 选取两个非常相近的初始值, 如

(−1,−2,−3,−4,1)T 和 (−1.001,−2.001,−3,−4,1),
其状态演化如图 5所示,可看出该时滞系统对状态
初值有很大的敏感性.
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图 3 时滞 Lorenz复系统不同投影面和不同投影空间示意图 (r = 1s) (a) u′1−u′5; (b) u′3−u′4; (c) u′1−u′3−u′5; (d) u′3−u′4−u′5

220505-4



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 22 (2013) 220505

-50 0 50
-50

0

50

100

150
(a)

-50 0 50
-50

0

50
(b)

-50

0
50

-100

0

100
-200

0

200
(c)

-100
0

100

-100

0

100
-200

0

200
(d)

'

u1ϕ

u1ϕ

u
5

'
u
5 '

u
5

'

u3ϕ

u3ϕ
u4ϕ

u3ϕ

u
4

图 4 时滞 Lorenz复系统不同投影面和不同投影空间示意图 (r = 2(cost+ rand(t))s) (a) u′1−u′5; (b) u′3−u′4; (c) u′1−u′3−u′5;
(d) u′3−u′4−u′5
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图 5 时滞复 Lorenz系统的初值敏感性 (r = 0.1 s)

2.2.3 Lyapunov指数计算

根据 Lyapunov指数计算方法 [27],得到单时滞

复 Lorenz系统的 Lyapunov指数随时滞因数 r变化

的示意图如图 6所示. 由于计算的复杂性和计算机

的性能限制,只绘制了 r ∈ [0,1.5]区间的变化图. 表

1给出了 Lyapunov指数的部分数值.显然, 单时滞
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复 Lorenz系统的特性及正 Lyapunov指数的个数与
时滞因数 r有关,也展现了时滞系统因为时滞因数

而产生的随机性和不可预测性.

r/s

0
-6

-4

-2

0

-5

0

5

-5

0

5

0

5

-2

0

2

0.5 1.0 1.5

r/s

0 0.5 1.0 1.5

r/s

0 0.5 1.0 1.5

r/s

0 0.5 1.0 1.5

r/s

0 0.5 1.0 1.5

L
E


L
E


L
E


L
E


L
E


图 6 时滞复 Lorenz系统 Lypaunov指数示意图

表 1 时滞复 Lorenz系统五个 Lypaunov指数的部分数值

变量 LE1 LE2 LE3 LE4 LE5

r = 0.01 s 1.1642 0.7284 −0.1076 −0.5910 −1.8997

r = 0.07 s 1.4800 −0.2727 −0.2720 −1.5843 −2.8450

r = 0.11 s 1.6150 0.7961 0.0748 −0.3318 −1.7161

r = 0.6 s 2.4219 0.4002 −1.9489 −2.0073 −3.6471

r = 1 s 2.0584 0.3801 −0.8438 −1.3242 −2.3287

r = 1.2 s 1.8407 −0.0438 −1.5486 −1.9777 −3.1741

r = 1.5 s 2.3849 0.6509 0.1997 −1.0626 −1.8957

3 自时滞同步控制器

本节首先给出复混沌系统自时滞同步的定义

和相关引理,再针对复 Lorenz混沌系统设计自时滞

同步控制器.

定义1 考虑如下的 n维复混沌系统,

ẏ(t) = f (y(t))← original system,

ẋ(t) = f (x(t− r))

+v(x(t− r),x(t),y(t))← time−delay system

其中

x(t) = {x1(t),x2(t), · · · ,xn(t)}T,

y(t) = {y1(t),y2(t), · · · ,yn(t)}T

是复状态向量, r = {r1,r2, · · · ,rn}T (ri > 0, i =

1,2, · · · ,n) 是时滞因数向量. 当存在控制器 v 使

得

lim
t→∞
∥x(t)−y(t)∥2

= lim
t→∞

(∥x(t)r−y(t)r∥2 +∥x(t)i−y(t)i∥2)

= 0

成立,我们称 x(t)和 y(t)为自时滞同步 (self time-

delay synchronization,简称 STDS).

注1 若 r= 0,则 STDS等价于 CS.因此, STDS

包含 CS并扩展了 CS.

引理1[28] 对于线性连续时滞系统,

ż(t) =Az(t)+Bz(t− r)(r > 0), (8)

其中 z(t) ∈ Rn, A, B 为 n× n常值矩阵. 如果存在
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正定矩阵 P , M 使得ATP +PA+M
PB+BTP

2
PB+BTP

2
−M

 (9)

为负定矩阵, 则 z(t) = 0 是系统 (8)的全局指数渐
近稳定平衡点.
定理1 考虑原系统 (2)和单时滞复 Lorenz系

统 (7),对系统 (7)施加如下控制器

v1 = k1e1

v2 = k2e2

v3 = u′1u′5−u1u5 + k3e3

v4 = u′2u′5−u2u5 + k4e4

v5 =−(u′1u′3 +u′2u′4−u1u3−u2u4)+ k5e5

,

(10)

其中 ki ∈ Rn, i = 1,2, · · · ,5,且 k1 = k2 = 0,那么存在
k3,k4 和 k5 使得

lim
t→∞

5

∑
i=1

(u′i−ui)
2 = 0, (11)

即复 Lorenz系统 (2)和单时滞复 Lorenz系统 (7)实
现自时滞同步.
证明 令 ei(t) = u′i(t)− ui(t),ei(t − r) = u′i(t −

r)−ui(t), i = 1,2, · · · ,5,可得系统 (2)和系统 (7)的
时滞误差系统

ė1 = a1(e3− e1)

ė2 = a1(e4− e2)

ė3 = a2e1 +(k3−1)e3

ė4 = a2e2 +(k4−1)e4

, (12)

ė5 =−a3e5(t− r)+ k5e5. (13)

误差系统 (12) 是线性定常系统, 选取合适的 k3 和

k4 使其所有特征值具有负实部,则误差系统 (12)指
数渐近稳定. 误差系统 (13) 是线性连续时滞系统
(8)中 A = k5, B = −a3 的一种特殊情况. 根据引理
1,存在正数 p, m使得2k5 p+m −pa3

−pa3 −m

 (14)

为负定矩阵. 故 e5 = 0是系统 (13)的全局指数渐近
稳定平衡点. 综上分析,误差系统 (12)和 (13)在零
点是全局指数渐近稳定的,即

lim
t→∞

5

∑
i=1

ei(t)
2 = 0, (15)

则定理 1得证.

4 仿真实验

以原 Lorenz 系统 (2) 作为驱动系统, 单时滞
复 Lorenz 系统 (7) 为响应系统, 系统初值分别为
u(0) = (1,2,3,4,1)和 u′(0) = (−1,−2,−3,−4,1)T,
r = 0.1 s. 采用 (10)式所示的控制器,其中 k3 = k4 =

k5 = −100, 则可得误差系统 (12) 的特征值分别为
λ1 = λ2 = −13.1和 λ3 = λ4 = −122.9; 对于误差系
统 (13),存在正数 p, m使得

−200p+m > 0, 200pm−m2− 64
9

p2 < 0, (16)
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图 7 自时滞同步系统状态误差图
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定理 1成立. 自时滞同步系统状态误差图如图 7所
示, t 表示时间, 系统仿真结果与理论分析一致,验
证了该控制器的有效性. 该控制器收敛快, 仅涉及
当前的系统状态, 不受时滞因数的影响. 比起其他
类型的同步控制器 [3−6,11−22],它只对部分状态分量
进行控制, 就实现了所有状态的同步, 更易于工程
实现.

5 结 论

本文以复 Lorenz 系统为例, 研究其动态特性
及其时滞系统的混沌特性,并提出了一种非线性反
馈控制器实现了复 Lorenz系统的自时滞混沌同步.

该控制器只包含当前的系统状态, 不涉及时滞因

数,且只对部分状态进行控制,原理简单,易于工程

实现.

自时滞同步使时滞系统和原系统同步,能够避

免现实中因为时滞而产生的各种问题,它是自同步

的扩展, 进一步拓宽了研究同步问题的视野, 具有

非常重要的现实意义和理论价值。同时,时滞复混

沌系统应用在混沌保密通信中也可以更好地提高

保密性能.

感谢埃及 Sohag 大学科学系数学学院 Emad E. Mah-

moud博士给予的启发和支持.
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Abstract
Self-synchronization of time delay implies that the synchronization between the time-delay system and the original system keeps

the structure and parameters of systems unchanged, thus these various problems produced by time-delay in practice are avoided. Taking
a time-delay complex Lorenz system for example, we investigate its dynamic characteristics and the influence of of time lag factor. A
nonlinear feedback controller is designed to realize the self-synchronization of time delay of the complex Lorenz system. Numerical
simulations verify the effectiveness of the presented controller. The controller adopts some states to realize the synchronization of all
states. It is simple in principle and easy to implement in engineering.
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