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色关联噪声对林木 Logistic生长模型的影响*
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( 2013年 3月 21日收到; 2013年 8月 19日收到修改稿 )

在林木生长 Logistic模型中,引入加性和乘性关联色噪声,运用统一色噪声近似、刘维方程以及诺维科夫原理,

推导了近似福克 -普朗克方程,分析了相关参数对稳态概率分布函数的影响.结果表明: 改变乘性色噪声强度 D和

加性色噪声强度 Q均能导致稳态概率分布曲线峰值高度的改变以及峰位置的移动,对概率密度分布呈现出漂移作

用. 但是在 D和 Q增大的过程中,稳态概率分布曲线峰位置的移动方向是不同的: D增大时,峰的位置向左移动; Q

增大时,峰的位置向右移动.另外,当 λ > 0时,随着 |λ |的增大,稳态概率分布函数峰的位置向右移动,且峰值的高

度变大;而 λ < 0时,随着 |λ |的增大,稳态概率分布函数峰值的高度也变大,而峰的位置却向左移动.
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1 引 言

近年来, 人们对噪声在非线性系统中的作用
和影响的研究越来越多, 关于随机共振及其相关
问题引起了人们的广泛关注, 并在理论和实验方
面取得了重大突破 [1,2]. 关联噪声驱动的随机动力
学被广泛应用于化学、物理、生物和医学等领域,
而 Logistic 模型则是其中关注程度比较高的一个
问题 [3]. Logistic模型是一个典型的非线性系统,在
人口动力学、生物学、遗传学和化学反应等学科

领域均有广泛应用 [4]. 特别地, Logistic 方程是生
态学中模拟种群动态最常用的模型 [5]. 生物生长
是一个复杂的非线性系统, 具有潜在的随机性, 在
生物系统中揭示非线性条件下噪声产生的各种重

要效应已经成为生命科学发展中的一个重要的前

沿领域,其研究成果正在推动许多科学领域的发展
和相互交叉 [6]. 别梦杰等 [7] 研究了在免疫监视的

Logistic肿瘤生长动力学模型中关联白噪声对不同
抗肿瘤体系个体的免疫效果的影响;杨建华和刘先
斌 [8] 研究了受色交叉关联噪声驱动的癌细胞增长

系统的平均首通时间;刘志宏等 [9]研究了关联的加

性离子通道噪声和乘性突触噪声共同作用下非线

性积分发放神经元模型中的相干共振现象;郭永峰
和徐伟 [10] 研究了关联白噪声驱动的具有时间延迟

的 Logistic肿瘤细胞增长系统的稳态概率密度;张
怀强等 [11] 在表征群体生长的 Logistic方程的基础
上提出了一个估算细菌群体生长延迟期和群体倍

增时间的新方法.
本文将关联噪声引入到林木生长的 Logistic方

程中,对关联色噪声驱动的林木生长 Logistic模型
进行了研究.根据福克 -普朗克的方法,计算了该系
统的稳态概率分布函数,分析了色关联噪声参量对
定态概率分布函数的影响.

2 林木生长的 Logistic 方程与稳态概
率分布函数

Logistic方程是生态学中模拟种群动态的最常
用的模型,树木生长过程满足方程 [12]:

1
x

dx
dt

= r− r
A

x, (1)

式中 r 为林木最大生长速率, A为林木生长的最大

值参数, x为林木大小,
r
A
为拥挤效应系数. 这是一
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个理想方程,考虑到林木生长受本身遗传因素的影
响,以及林分中林木生长的营养空间有限 (竞争的
存在), 外界环境如光照、温度、土壤和雨水复杂
多变, 其最大生长速率必然会随环境发生涨落, 林
木生长速率在 r周围波动,修正值为 r+ξ (t)[13]. 这
些内外部因素分别以加性噪声和乘性噪声方式被

引入了描述林木生长的 Logistic方程,于是 Logistic
方程可以修正为含随机项的郎之万方程 [14]:

dx
dt

= rx− r
A

x2 +

(
x− x2

A

)
ξ (t)+η(t), (2)

式中 ξ (t) 和 η(t) 分别为乘性和加性高斯色噪声,
它们具有下列统计性质 [15]:

⟨ξ (t)⟩= ⟨η(t)⟩= 0, (3)

⟨
ξ (t)ξ (t ′)

⟩
=

D
τ1

exp
(
−|t − t ′|

τ1

)
, (4)

⟨
η(t)η(t ′)

⟩
=

Q
τ2

exp
(
−|t − t ′|

τ2

)
, (5)

⟨
ξ (t)ξ (t ′)

⟩
=

⟨
η(t)ξ (t ′)

⟩
=

λ
√

DQ
τ3

exp
(
−|t − t ′|

τ3

)
, (6)

其中, D 和 Q 分别为乘性和加性高斯色噪声的强

度, λ 是两噪声之间的关联强度,当 −1 < λ < 0时,
两噪声之间负关联,当 0 < λ < 1时,两噪声之间正
关联; τ1 为乘性色噪声之间的自关联时间, τ2 为加

性色噪声之间的自关联时间, τ3 为交叉关联色噪声

之间的关联时间; t 和 t ′分别是两个不同的时刻.
方程 (2)中关于 x的势为

V (x) =− r
2

x2 +
r

3A
x3, (7)

它有一个不稳态 xu = 0和一个稳态 xs = A.
为了得到满足方程 (2)的概率分布函数演化方

程,做如下代换 [16]:

f (x) = rx− r
A

x2, (8)

g1(x) = x− x2

A
, (9)

g2(x) = 1, (10)

那么,上述郎之万方程 (2)可以变形为 [17]

dx
dt

= f (x)+g1(x)ξ (t)+g2(x)η(t), (11)

根据刘维方程 [18],得:

∂ρ(x, t)
∂ t

= − ∂
∂x

[ f (x)+g1(x)ξ (t)+g2(x)η(t)]

×ρ(x, t). (12)

对上式做系综平均,且

P(x, t) = ⟨δ(x(t)− x)⟩, (13)

可得:

∂P(x, t)
∂ t

= − ∂
∂x

f (x)P(x, t)

− ∂
∂x

g1(x)⟨ξ (t)δ(x(t)− x)⟩

− ∂
∂x

g2(x)⟨η(t)δ(x(t)− x)⟩, (14)

由诺维科夫定理 [19] 和统一色噪声近似 [20],经过计
算可以得到概率分布密度函数满足的近似福克 -普
朗克方程为 [21]

∂P(x, t)
∂ t

=− ∂
∂x

A(x)P(x, t)+
∂ 2

∂x2 B(x)P(x, t), (15)

其中,

A(x) = rx
(

1− x
A

)
+Dx

(
1− x

A

)(
1− 2x

A

)
+λ

√
DQ

(
1− 2x

A

)
, (16)

B(x) = Dx2
(

1− x
A

)2
+λ

√
DQ

(
1− x

A

)
× x

(
1+

1
1+ rτ3

)
+

Q
1+ rτ2

. (17)

在定态情况下求解方程 (15), 并利用 A(x)

和 B(x) 的表达式, 可以得到其定态概率分布函
数为 [22]

Pst(x) =
N

B(x)
exp

(∫ x A(x′)
B(x′)

dx′
)
, (18)

其中, U(x) = −
∫ x A(x′)

B(x′)
dx′ 为广义势, N 为稳态概

率分布归一化常数, N 的值由
∫ +∞

0
Pst(x)dx = 1 确

定. 将 A(x)和 B(x)的表达式代入 (18)式,可以分析
不同参数对概率分布函数的影响.

3 讨 论

图 1给出了不同乘性色噪声强度 D对稳态概

率分布曲线的影响. 由图可知, 在固定强度的乘性
色噪声下, 稳态概率分布函数先逐渐减小, 然后经
历一个平稳期,之后迅速地增加,达到一个峰值,最
后较快地减小并趋于平衡,这符合林木生长过程中
“较快 -较慢 -较快 -较慢”的生长趋势. 随着 D的

增大,稳态概率分布函数以更快的速度减小至一个
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更小的值并趋于第一个平稳期.而且 D越大,这个

平稳期结束越早,然后以更快的速度迅速增加并达

到峰值,峰值的高度随 D的增加而变大,但是峰的

宽度变小且峰的位置向左移动,之后以更快的速度

减小至一个更小值,最后缓慢减小至另一个较低的

平稳期.图 1告诉我们,在第一个平稳期,林木经历

一个相对缓慢生长的过程,且乘性色噪声强度越大,

林木生长越早结束这个缓慢生长期. 另外, 适当降

低乘性噪声强度,可以保证林木在生长时有一个快

并较持久的生长期,这一点符合文献 [11]中总结的

情况,即用 Logistic方程比较适合于描述慢生树种

的树木生长,而对生长较快的其他树种其精度较低.
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图 1 乘性色噪声强度 D 对稳态概率分布曲线的影响
(r = 0.01; A = 30; Q = 0.1; λ = 0.5; τ2 = 0.1; τ3 = 0.1)

P
s
t
↼x
↽

Q=0.1 

Q=1 

Q=2 

10 20 30 40 50 60 70 80

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

x

图 2 加性色噪声强度 Q 对稳态概率分布曲线的影响
(r = 0.01; A = 30; D = 0.1; λ = 0.5; τ2 = 0.1; τ3 = 0.1)

图 2反映了不同强度的加性色噪声 Q对稳态

概率分布曲线的影响. 从图 2 可以看出, 对于强度

固定的加性色噪声,对稳态概率分布曲线的影响与
乘性色噪声是类似的,即曲线均出现了先逐渐减小,
然后经历一个平稳期,之后迅速地增加达到一个峰
值,最后较快地减小并趋于平稳. 而在 Q逐渐增大

时, 却出现与乘性噪声强度 D 增加时不同的情况:
首先, Q 的取值越大, 稳态概率分布曲线先从一个
Pst(x) 值越小的地方逐渐减小至第一个平稳期, 然
后以较慢的速度增加到一个峰值,而且 Q越大,峰
值高度反而越低, 但是峰的宽度却更大, 同时峰的
位置右移, 最后逐渐减小并趋于另一个平稳期. 和
图 1相比,比较引人思考的是稳态概率分布曲线出
现峰值时的不同之处,图 1中 D的取值越大,其峰
的高度越大,而宽度越小;而图 2中, Q的取值越大,
其峰的高度反而越小, 但是峰的宽度却越大. 由此
可见,乘性色噪声强度和加性色噪声强度对林木生
长过程中的影响是不一样的. 综合乘性噪声和加性
噪声对林木生长过程的影响, 我们发现, 虽然乘性
噪声和加性噪声是非同源的,但是由于外部环境的
涨落可以影响内部因素的涨落,所以加性噪声就不
再是独立的,它们之间也存在某种关联 [23]. 对上述
结论在某些侧面已有佐证, 例如, CO2 浓度升高是

当今全球面临的问题,研究表明,随着 CO2 浓度升

高,林木生长速度加快,这样 N素反而会成为限制
林木生长的主要因素.林木在吸收不同形态 N素后
其生物量不同, 所以关于不同 N 素形态对林木生
理、生长以及生态方面影响的研究引起了人们的

重视,并且这些结论对研究噪声对林木生长过程的
影响起到推动作用 [24].

图 3(a) 给出的是乘性噪声和加性噪声间为正
关联时的稳态概率分布曲线,为了更清楚地研究不
同关联强度下曲线的变化情况,该图像的主要变化
部分经过重新绘制并标注后如图 3(b) 所示. 由图
3 可知, 在噪声间关联强度 λ 固定时, 稳态概率分
布曲线整体走势与图 1和图 2中相似,不同的是图
3(a)中的第一个平稳期部分明显要更长一些,而且
λ 的取值越接近 1,其峰值的高度增加得越快,即峰
变得更 “尖” 更高. 当 λ 变化时, 从图 3 可以看出,
在稳态概率分布曲线到达峰值之前, λ 的取值最小
的曲线 (λ = 0.1实线)在最上面,而 λ = 0.9时的曲
线 (短虚线) 却位于最下面. 但是, 在 λ = 0.1 时的
稳态概率分布曲线到达峰值之后,情况却变得相反:
λ = 0.9的曲线位于最上方,而 λ = 0.1的曲线却在
最下方,如图 3(b)所示. 同时我们注意到,当 λ 增大
时,峰的高度变大,但是宽度变小,而且峰的位置向
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右移. 由此可见,两噪声间正关联时,在林木大小达

到最大生长值之前, 噪声间关联强度越小, 对于某

一确定的林木大小在该处的概率越大. 另外, 随着

噪声间关联强度的增加, Pst(x) 峰值高度变大说明

林木大小在最大生长量处的概率增加,同时峰值所

在位置右移,表明增加噪声间关联强度可以促使林

木生长过程中的最大生长值变大,并且大于确定性

方程中最大生长量,即噪声的引入给林木生长系统

带来了一定的影响.
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图 3 正关联噪声强度对稳态概率分布曲线的影响 (r = 0.01;
A = 30; D = 0.1; Q = 0.1; τ2 = 0.1; τ3 = 0.1)

不同的负关联强度 λ 对稳态概率分布曲线的
影响如图 4(a)所示,同样地,为了研究的方便,我们

在图 4(b)中重新绘制了该图像的主要变化部分并

进行了标注. 综合图 3和图 4,可以看出,在噪声间

分别为正、负关联的情况下,稳态概率分布曲线呈

现相似的图像.而且,从图 4(b)可以看出,噪声间负

关联时,随着关联强度 |λ |的增加, Pst(x)峰值所在

位置向左移动,说明最大生长量变小; 但是峰值高

度变大,说明在该最大生长量处的概率增加. 在达

到最大生长值之前, λ =−0.2所对应的稳态概率分

布曲线位于三条曲线当中的最下面. 这表明在负关

联时, 对于某一确定的林木生长量, |λ | 越大, 则在

该处所对应的概率越大. 对比图 3(b) 和图 4(b) 两

图, 可以得知: 在正、负关联两种情况下, |λ |的值
越大, 稳态概率分布函数的峰值的高度越大, 而峰

的宽度越小. 然而,需要指出的是,当 λ > 0时,随着

|λ |的增大,稳态概率分布函数的峰位置向右移动;

而当 λ < 0时,随着 |λ |的增大,稳态概率分布函数

的峰位置却向左移动. 由以上讨论可知, 当噪声间

关联强度分别为正、负关联两种情况时,对稳态概

率分布曲线峰值的位置和峰值高度的影响是不同

的, 即对林木生长过程有不同的影响, 这对林木生

长过程中如何保持一个较长的快速生长期并达到

最大生长值有一定指导作用.
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图 4 负关联噪声强度对稳态概率分布曲线的影响 (r = 0.01;
A = 30; D = 0.1; Q = 0.1; τ2 = 0.1; τ3 = 0.1)
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4 结 论

在林木生长 Logistic模型中, 通过计算该系统
的福克 -普朗克方程,得到了相应的稳态概率分布
函数的表达式,分别讨论了乘性色噪声强度 D和加
性色噪声强度 Q以及噪声间关联强度 λ 对林木生
长 Logistic模型的影响.结果表明: 乘性色噪声强度
D和加性色噪声强度 Q的改变均能导致稳态概率
分布曲线峰值高度的改变以及峰位置的移动,对概
率密度分布呈现出漂移作用, 但是在 D 和 Q 增大
的过程中,稳态概率分布曲线峰的位置的移动方向
却是相反的, D增大时,峰的位置向左移动, Q增大

时,峰的位置向右移动.另外,当 λ > 0时,随着 |λ |
的增大,稳态概率分布函数峰的位置是向右移动的,

且峰值的高度变大; 而 λ < 0 时, 随着 |λ | 的增大,

稳态概率分布函数峰值的高度也变大,而峰的位置

却是向左移动的. 综上可知, 在林木生长过程中通

过控制内、外部因素,如考虑林木选种、环境、土

壤等的影响可以促进林木生长. 在实际生产中, 以

上分析可以从理论上指导我们对林木种类、气候

环境、种植条件进行选择,以及如何保证林木生长

有一个较快较持久的生长期,并更快地达到最大生

长值.
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Abstract
By virtue of Liouville Theorem and unified colored-noise approximation approach, an approximate Fokker-Planck equation for a

tree growth Logistic model subjected to cross-correlated colored noises is derived, and the steady-state probability distribution (SPD)
function is obtained. The steady-state properties of the Logistic model are analyzed. We find the following: (1) the position of peak of
SPD moves toward left side as D increases while the position of the peak moves toward the contrary direction with Q increasing; (2)
the peak of SPD becomes narrow and grows in height as |λ | increases, and for the case of λ > 0, the position of peak moves toward
right as D increases, but it is opposite for the case of λ < 0 as Q increases.
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