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时间分数阶 Boussinesq方程的李对称分析*
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本文利用李群分析方法研究了时间分数阶 Boussinesq 方程, 得到了该方程的李点对称, 并把该方程约化为

Erdelyi-Kobe分数阶常微分方程. 本文的行文过程也说明了李群分析方法对于约化分数阶非线性发展方程是有效的.
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1 引 言

对称在自然科学的各领域中都起着非常重要

的作用. 李对称分析方法 [1−6]就是利用非线性发展

方程的对称, 约化和求解方程. 分数阶非线性发展
方程在物理、生物、化学、工程等科学领域中起

着非常重要的作用. 为了得到分数阶非线性发展方
程的解,很多有效的方法被提出,如变分迭代方法,
微分变换方法, Adomian分解方法, 分数差分方法,
同论摄动分析方法 [7−16] 等. 特别是在文献 [8] 中
作者利用同论分析的方法研究了非线性时空分数

阶 Klein-Gordon 方程, 并取得了一定的成果. 在文
献 [12]中作者利用 Adomian分解方法研究了耦合
时空分数阶 Burgers方程组, 并得到了该方程组的
一些数值解. 近期, 一些学者提出了利用李群分析
方法 [17−22] 研究分数阶非线性发展方程,并取得了

一些成果.以下利用李群分析方法考虑时间分数阶
Boussinesq方程

Dα
t = uxx − (u2)xx −

[
u(u)xx

]
xx, (1)

其中 1 < α 6 2, Dα
t = ∂ α u/∂ tα . 当 α = 2,该方程简

化为一般 Boussinesq方程. 方程 (1)是描述浅水波
表面波振幅的传播物理模型. 在文献 [23]中作者利
用同论摄动方法得到了方程 (1)的广义解.本文利
用李群分析方法研究时间分数阶 Boussinesq方程,
得到该方程的李点对称和相似约化,同时把该方程
约化为分数阶常微分方程.

2 基本的定义和公式

本部分给出几个基本定义和公式 [22,24−27].
定义1 广义 Riemann-Liouville 导数 [24] 定

义为

Dα
t =


1

Γ (1−α)

d
dt

∫ t

0
(t −ξ )−α( f (ξ )− f (0))dξ , 0 < α < 1,

[ f (n)(t)](α−n), n 6 α 6 n−1.
(2)

以下给出几个有用的公式 [24]:

Dα
t tγ =

Γ (γ +1)
Γ (γ +1−α)

tγ−α ,

γ > 0, (3)

Dα
t
[
u(t)v(t)

]
=u(t)Dα

t v(t)+ v(t)Dα
t u(t), (4)

Dα
t
[

f (u(t))
]
= f ′u

[
u(t)

]
Dα

t u(t)
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=Dα
u f

[
u(t)

]
(u′t)

α . (5)

定义 2 广义 Leibnitz法则 [25,26]定义为

Dα
t
[
u(t)v(t)

]
=

∞

∑
n=0

 α

n

Dα−n
t u(t)Dn

t v(t),

α > 0, (6)

其中  α

n

=
(−1)n−1αΓ (n−α)

Γ (1−α)Γ (n+1)
. (7)

定义3 复合函数求导法则 (链式法则)[22,27]

如下:

dm f
(
g(t)

)
dtm =

m

∑
k=0

k

∑
r=0

 k

r

 1
k!
[
−g(t)

]r dm

dtm

×
[
g(t)k−r] dk f (g)

dtk . (8)

3 分数阶非线性发展方程的李对称
分析

以下考虑时间分数阶非线性发展方程如下:

Dα
t = G(x, t,u,ux,uxx, . . .), (9)

其中 u = u(x, t), ux = ∂u/∂x. Dα
t u = ∂ α u/∂ tα 是函

数 u关于时间 t 的导数.
由李群理论,如果 (9)式是单参数李群变换下

的一个不变量需满足

t∗ =t + ετ(x, t,u)+O(ε2),

x∗ =x+ ες(x, t,u)+O(ε2),

u∗ =u+ εη(x, t,u)+O(ε2),

∂u∗

∂ t∗
=

∂ α u
∂ tα + εη0

α(x, t,u)+O(ε2),

∂u∗

∂x∗
=

∂u
∂x

+ εηx(x, t,u)+O(ε2),

∂ 2u∗

∂x∗2 =
∂ 2u
∂x2 + εηxx(x, t,u)+O(ε2),

. . . . . . (10)

其中 ε ≪ 1是一个无穷小参数,而且

ηx =Dx
(
η
)
−uxDx

(
ς
)
−utDx(τ),

ηxx =Dx(ηx)−uxtDx(τ)

−uxxDx(ς),

ηxxx =Dx(ηxx)−uxxtDx(τ)

−uxxxDx(ς),

ηxxxx =Dx(ηxxx)−uxxxtDx(τ)

−uxxxxDx(ς),

. . . . . . (11)

这里的 Dx 表示全微分

Dx =
∂
∂x

+ux
∂

∂u
+uxx

∂
∂ux

+ . . . (12)

以上变换群的生成元可以表示为

V =ς(x, t,u)
∂
∂x

+ τ(x, t,u)
∂
∂ t

+η(x, t,u)
∂
∂u

. (13)

由李群理论, V 必须满足李对称条件

Pr(n)V ∆
∣∣
∆=0 = 0, (14)

其中 ∆ = Dα
t −G(x, t,u,ux,uxx, . . .) = 0.

为了得到群变换 (10),需要在 (14)的条件下求
解以下李方程:

d(x̄(ε))
dε

=ς(x̄(ε), t̄(ε), ū(ε)),

x̄(0) = x,

d(ū(ε))
dε

=η(x̄(ε), t̄(ε), ū(ε)),

ū(0) = x. (15)

不难得到, (10) 式包含分数阶无穷小算子 (2).
由于积分下限是确定的, 所以我们得到以下不变
条件:

τ(x, t,u)
∣∣
t=0 = 0. (16)

由 Riemann-Liouville 时间分数阶导数 [17−22]

运算法则, (16)式被转化为

η0
α =Dα

t (η)+ ςDα
t (ux)

−Dα
t (ςux)+Dα

t (Dt(τ)u)

−Dα+1
t (τu)+ τDα+1

t (u). (17)

由广义 Leibnitz公式 (6), (17)式可以转化为

η0
α =Dα

t (η)−αDt(τ)
∂ α u
∂ tα

−
k

∑
n=1

 α

n

Dn
t (ς)Dα−n

t (ux)

−
∞

∑
n=1

 α

n+1

Dn+1
t (τ)Dα−n

t (u). (18)
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令 f (t) = 1, 由链式法则 (8) 并利用 (18) 式, 可以
得到

ηα
t =

∂ α η
∂ tα +ηu

∂ α u
∂ tα −u

∂ α ηu

∂ tα

+
∞

∑
n=1

 α

n

 ∂ nηu

∂ tn Dα−n
t (u)+µ, (19)

其中

µ =
∞

∑
n=2

n

∑
m=2

m

∑
k=2

k−1

∑
r=0

 a

n

 n

m

 k

r

 1
k!

× tn−α

Γ (n+1−α)
(−u)r ∂ m

∂ tm

(
uk−r)

× ∂ n−m+kη
∂ tn−m∂uk . (20)

由 (4)和 (5)式,方程 (18)转化为 [20]

η0
α =

∂ α η
∂ tα +

(
ηu −αDt(τ)

)∂ α u
∂ tα −u

∂ α ηu

∂ tα +µ

+
∞

∑
n=1

 α

n

 ∂ α ηu

∂ tα

−

 α

n+1

Dn+1
t (τ)

Dα−n
t (u)

−
∞

∑
n=1

 α

n

Dn
t (ζ )D

α−n
t (ux). (21)

由李群理论,我们有以下定理:
定理1 如果 u = φ(x, t)是 (9)式的一个不变

解当且仅当

1) V φ =0 ⇔
(

ς(x, t,u)
∂
∂x

+ τ(x, t,u)
∂
∂ t

+η(x, t,u)
∂

∂u

)
φ = 0,

2) u = φ(x, t)是非线性发展方程 (9)的解.

4 分数阶 Boussinesq 方程的李对称
分析

由李群理论,对方程 (1)作用四阶延拓 Pr(4)V ,
可以得到以下相应的李对称方程:

η0
α −ηxx +4uxηx +2uxxη

+2uηxx +2uxxηxx +2uxxxηx

+2uxηxxx +uxxxxη +uηxxxx = 0. (22)

利用方程 (3.3)求解方程 (3.1),可以得到

ςu = τu = ςt = τx = ςxxxx = ηuu = 0,

∂ α η
∂ tα −u

∂ α ηu

∂ tα −ηxxxx +2uηxx = 0,

4ςx −ατt = 0, ηxu −2ςxx = 0,

3ηxxxu −2ςxxxx = 0, ηxxu − ςxxx = 0, α

n

∂ n
t (ηu)−

 α

n+1

Dn+1
t (τ) = 0,

n = 1,2, . . . (23)

解以上超定方程组 (23),可得

ς =c1x+ c2,

τ =
4c1

α
t,

η =− 3c1

2
u, (24)

其中 c1 和 c2 是任意常数. 由 (24)式可得, (1)式的
生成元为

V =(c1x+ c2)
∂
∂x

+
4c1t
α

∂
∂ t

− 3c1u
2

∂
∂u

. (25)

类似地, 由上述生成元可以得到 (1)式对称的李代
数为

V1 =
∂
∂x

,

V2 =x
∂
∂x

+
4t
α

∂
∂ t

− 3u
2

∂
∂u

. (26)

很容易验证以上生成元在李括号运算下是封闭的:[
V1,V2

]
=V1,[

V2,V1
]
=−V1. (27)

为了得到 V2 的相似约化, 需要求解以下特征
方程组:

dx
x

=
α dt
4t

=
2du
−3u

. (28)

得到下面群不变量解和群不变量:

θ = xt−
α
4 , u = t−

3α
8 g(θ). (29)

由上述过程可得, (1) 式被约化为一个分数阶常微
分方程,而且有以下定理:
定理 2 由变换 (29), 时间分数阶 Boussinesq

方程被约化为以下分数阶常微分方程:(
P

1− 11α
8 ,α

4
α

g
)
(θ) =gθθ −2g2

θ −2ggθθ −2g2
θθ

−2gθ gθθθ −ggθθθθ , (30)
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其中分数阶微分算子 Pτ,α
β 由 Erdelyi-Kober在文献

[28]中给出:(
Pτ,α

β g
)

:=
n−1

∏
j=0

(
τ + j− 1

β
θ

d
dθ

)
×
(
Kτ+α ,n−α

β g
)
(θ),

n =

 [α]+1, α ̸= N,

α, α ∈ N,
(31)

其中 (
Kτ,α

β g
)
(θ)

=


1

Γ (α)

∫ ∞

1
(u−1)α−1u

−(τ +α)g
(

θu
1
β
)

du, α > 0,

g(θ), α = 0

(32)

是 Erdelyi-Kober分数阶积分算子.
定理 2在文献 [17, 22]中作者已经给出了证明,

这里省略.

5 结 论

利用李对称分析方法研究了分数阶 Boussinesq
方程,得到该方程的李点对称,相似约化和李代数,
同时该方程被约化为一个分数阶常微分方程. 本
文的行文过程也说明了李对称分析方法对于约化

分数阶非线性发展方程是有效的. 然而, 本文中
得到的李点对称要比一般意义上的 Boussinesq 方
程的李点对称要局限, 这是下一步需要探讨的问
题.分数阶非线性发展方程的守恒律也是值得探究
的问题.
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Abstract
We have applied the Lie group analysis method to the time fractional Boussinesq equation. This equation can be reduced to an

equation which is related to the Erdelyi-Kober fractional derivative by Lie method as a result. It is shown that the approach introduced
here is effective and easy to implement.
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