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分数阶系统稳定性理论与控制研究*
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分数阶系统稳定性理论是分数阶非线性系统控制的基础. 针对分数阶非线性系统稳定性理论的讨论,本文从另

一角度证明了该理论的正确性. 结果表明,分数阶非线性系统稳定性理论不仅适用于分数阶自治系统,也同样适用

于分数阶非自治系统.利用该理论分析了多个实例并进行了数值仿真,仿真结果验证了该理论的有效性.
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1 引 言

分数阶微积分差不多与整数阶微分有相同

的历史, 然而由于理论的复杂性及缺乏相应的物
理背景, 一直未得到应有的发展 [1]. 直到 1983 年
Mandelbort[2] 指出自然界中存在大量分数维现象以
来,分数阶微积分迅速成为研究热点. 研究表明: 许
多物理系统因其特殊的材料和化学特性而展现出

分数阶动力学行为, 是分数阶系统, 采用分数阶模
型描述本身带有分数阶特性的对象时,能更好地揭
示对象的本质特性及其行为 [3−6]. 分数阶微积分是
整数阶微积分的推广,整数阶微积分是分数阶微积
分的特例, 研究分数阶系统更具有普遍意义. 在描
述复杂物理力学问题时, 与整数阶模型比较, 分数
阶模型的物理意义更清晰,表述更简洁; 分数阶控
制拓展了控制的自由度,能获得更优良的控制性能;
分数阶微积分具有记忆功能,这种记忆功能确保了
历史信息对现在和未来的影响,有利于改善控制的
品质. 分数阶微积分以其独特优势在控制领域备受
青睐 [7−9].
在整数阶领域,基于 Lyapunov稳定性理论,非

线性系统的控制得到了广泛研究并取得了系列成

果. 但由于分数阶控制起步较晚及理论的复杂性,

分数阶稳定性理论和控制器设计方法远不如整数

阶系统控制发展充分. 针对这一问题,基于分数阶
线性系统稳定性理论,我们从不同角度提出了几种
分数阶自治系统稳定性理论,多种整数阶系统控制
器设计方法可拓展于分数阶非线性自治系统控制

并受到了一定关注 [10−13].
非线性系统包含自治和非自治非线性系统.尽

管分数阶自治系统稳定性与控制得到了一定研究,
但如何判定分数阶非自治系统稳定性及如何设计

控制器实现分数阶非自治系统控制仍鲜见报道. 与
此同时,文献 [13]分析了我们提出的分数阶稳定性
理论,指出非自治分数阶非线性系统不能通过特征
值判定系统稳定性, 并利用例子进行了说明. 针对
上述问题,本文从另一角度证明了我们提出的理论
不仅适用于分数阶自治系统,同时也适用于分数阶
非自治系统. 为了说明问题, 本文应用与文献 [13]
相同的例子进行了稳定性分析并设计控制器实现

了控制.

2 分数阶微分概述

在研究过程中对分数阶微积分概念提出了多

种定义, 其中常用的有 Riemann-Liouville (R-L) 定
义、Caputo定义.本文以 Caputo定义进行研究.
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Caputo分数阶微分定义为 [14]

C
a Dα

t x(t)

=
1

Γ (n−α)
×

∫ t

a
(t − τ)−α+n−1x(n)(τ)dτ, (1)

其中 n为大于 α 的最小整数, (n−1) < α < n, Γ (·)
为伽马函数. 从分数阶微积分定义,显然有:

性质 1 C
a Dα

t (kx(t)) = kC
a Dα

t x(t).

当 0 < α 6 1时, Caputo分数阶微分的解等价
于

x(t) = x0 +
1

Γ (α)
×

∫ t

a
(t − τ)α−1C

a Dα
τ x(τ)dτ, (2)

对于一般的分数阶线性微分方程

C
a Dα

t x(t) = Ax(t), (3)

该方程的通解为

x(t) = x(0)Eα(Atα), (4)

其中Mittag-Leffter函数

Eα(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ (αk+1)
.

对于一般的分数阶自治非线性微分方程

C
a Dα

t x(t) = f (x(t)), (5)

有:

引理 1[12] 对于分数阶系统 (5), 当系统阶
数 0 < α 6 1 时, 如果存在实对称正定矩阵 P ,
使得对任意状态变量 x(x = (x1,x2, · · · ,xn)

T), 方程

h(x(t)) = x(t)TP
dα x(t)

dtα 6 0 (令形如 x(t)TP
dαx(t)

dtα

的函数为 h(x(t))函数)恒成立,则分数阶自治非线
性系统 (5)稳定.

3 分数阶系统稳定性理论

引理 1 研究了自治分数阶非线性系统稳定性
并给出了证明,文献 [13]分析了分数阶非自治系统
稳定性不能依赖于特征值进行研究的原因.本文不
依赖于特征值从另一角度进行证明,证明引理 1不
仅适用于分数阶自治系统,同样也适用于分数阶非
自治系统稳定性判定与控制.

对于一般的分数阶非自治非线性系统通常可

表示为

C
a Dα

t x(t) = f (t,x(t)), (6)

其中函数 f (t,x(t))满足 Lipschitz条件.

定理 1 对于分数阶系统 (6), 当系统阶数
0 < α 6 1 时, 如果对任意状态变量 x(t) ∈ R, 方

程 h(x(t)) = x(t)
dα x(t)

dtα 6 0恒成立, 则分数阶非自

治系统 (6)稳定.
证明 设:

k2x2(t)6 x(t)Ca Dα
t x(t) = x(t) f (t,x(t))6 k1x2(t), (7)

显然 k2 < 0, k1 6 0. 根据性质 1可得

k2(−x(t))2 6−x(t)Ca Dα
t (−x(t)) =−x(t) f (t,−x(t))

6 k1(−x(t))2. (8)

根据 (7)和 (8)式可得

k2 |x(t)|2 6 |x(t)|Ca Dα
t |x(t)|= |x(t)| f (t, |x(t)|)

6 k1 |x(t)|2 ,

k2 |x(t)|6 C
a Dα

t |x(t)|= f (t, |x(t)|)6 k1 |x(t)| . (9)

根据 (2)式得

|x0|+
1

Γ (α)
×

∫ t

0
(t − τ)α−1k2 |x(τ)| dτ

6 |x(t)|= |x0|+
1

Γ (α)
×

∫ t

0
(t − τ)α−1 f (τ, |x(τ)|)dτ

6 |x0|+
1

Γ (α)
×

∫ t

0
(t − τ)α−1k1 |x(τ)| dτ. (10)

根据中值定理, 一定存在 kε 满足 k2 < kε < k1 6 0,
使得

|x(t)|= |x0|+
1

Γ (α)
×

∫ t

0
(t − τ)α−1 f (τ, |x(τ)|)dτ

= |x0|+
1

Γ (α)
×

∫ t

0
(t − τ)α−1kε |x(τ)| dτ

= |x0|Eα(kε tα). (11)

因为 k2 < kε < k1 6 0,故

lim
t→∞

|x(t)|= lim
t→∞

|x0|Eα(kεtα) = 0. (12)

定理 1证毕.
定理 2 对于分数阶系统 (6), 当系统阶数

0 < α 6 1 时, 对任意状态变量 x(t) ∈ Rn, 存在正

定矩阵 P ,使函数 h(x(t)) = x(t)TP
dαx(t)

dtα 6 0恒成

立,则分数阶非自治系统 (6)稳定.
证明 构造正定函数

V =
1
2

xT(t)P x(t), (13)

则

dV = xT(t)P dx(t)

=
1

Γ (α)
lim
δt→0

xT(t)P
∫ t

t−δt
(t − τ)α−1 f (τ,x(τ))dτ
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=
1

Γ (α)
lim
δt→0

∫ t

t−δt
(t − τ)α−1xT(t)

×P f (τ,x(τ))dτ. (14)

因为

J = xT(t)P
dα x(t)

dtα = xT(t)P f (t,x(t))6 0

且函数 f (t,x(t)) 满足 Lipschitz 条件, 当 δt → 0 且
τ ∈ (t −δt, t]时, xT(t)P f (τ,x(τ))6 0. 可得

V ′ = lim
δt→0

δV
δt

= lim
δt→0

1
Γ (α)

lim
δt→0

∫ t

t−δt
(t − τ)α−1xT(t)

×P f (τ,x(τ))dτ(δt)−1

6 0. (15)

根据 Lyapunov稳定性理论:

lim
t→∞

V = lim
t→∞

1
2

xT(t)P xT(t) = 0, (16)

从而 lim
t→∞

|x(t)|= 0. 定理 2证毕.

4 分数阶自治、非自治系统稳定性分
析与控制

为了说明该理论不仅适用于分数阶自治系统,
同样适用于分数阶非自治系统,本文仍然利用文献
[13]的例子进行稳定性分析,并对不稳定系统依据
本文的理论设计控制器实现稳定性控制.
例 1 考虑如下分数阶非自治系统

d0.95x1

dt0.95

d0.95x2

dt0.95

=

 −x1 +10x2

−1+0.9sin(3t)x1 +0.95x2

 . (17)

根据定理 2构造函数:

h(x) =x1
d0.95x1

dt0.95 + x2
d0.95x2

dt0.95

=− x2
1 +10x1x2

+(−1+0.9sin(3t))x1x2 +0.95x2
2

=− x2
1 +(9+0.9sin(3t))x1x2 +0.95x2

2, (18)

函数 h(x)既不恒大于零, 也不恒小于零, 系统 (17)
稳定性难以判定. 仿真结果如图 1所示, 仿真结果
表明系统不稳定.
为使系统 (17)稳定,设计控制器:

d0.95x1

dt0.95

d0.95x2

dt0.95



=

 −x1 +10x2 − k1x1

−1+0.9sin(3t)x1 +0.95x2 − k2x2

 , (19)

根据 (18)式,可得

h(x) = x1
d0.95x1

dt0.95 + x2
d0.95x2

dt0.95

= − (k1 +1)x2
1 +(9+0.9sin(3t))x1x2

+(0.95− k2)x2
2

6 − (k1 +1)x2
1 +

9.9
2

(x2
1 + x2

2)+(0.95− k2)x2
2

= (3.95− k1)x2
1 +(5.9− k2)x2

2, (20)

当 k1 > 3.95,k2 > 5.9时,函数 h(x)6 0. 根据定理 2,

受控非自治系统 (17)稳定. 取 k1 = 3.95, k2 = 5.9进

行数值仿真, 仿真结果如图 2所示. 仿真结果表明

受控系统 (19)渐近稳定,这验证了根据定理 2设计

的控制器有效.
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图 1 系统 (17)状态变量 x1, x2 随时间演化
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图 2 系统 (19)状态变量 x1, x2 随时间演化
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例 2 考虑如下分数阶非自治系统
d0.95x1

dt0.95

d0.95x2

dt0.95

=

 (−b+a+acos(ωt))x1 +(b−asin(ωt))x2

(−b−asin(ωt))x1 +(−b+a−acos(ωt))x2

 ,

(21)

其中 a = 0.75, b = 1, ω = 2.
根据定理 2构造函数:

h(x) = x1
d0.95x1

dt0.95 + x2
d0.95x2

dt0.95

= (−0.25+0.75cos(ωt))x2
1

+(−0.25−0.75cos(ωt))x2
2

−1.5sin(ωt)x1x2, (22)

函数 h(x)既不是恒大于零,也不是恒小于零,系统
(21)稳定性难以判定. 仿真结果如图 3所示, 仿真
结果表明系统不稳定.
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图 3 系统 (21)状态变量 x1, x2 随时间演化

对系统 (21)设计控制器:
d0.95x1

dt0.95

d0.95x2

dt0.95

=


(−b+a+acos(ωt))x1

+(b−asin(ωt))x2 − k1x1

(−b−asin(ωt))x1

+(−b+a−acos(ωt))x2 − k2x2

 .

(23)

根据定理 2构造函数:

h(x) = x1
d0.95x1

dt0.95 + x2
d0.95x2

dt0.95

= (−0.25+0.75cos(ωt)− k1)x2
1

+(−0.25−0.75cos(ωt)− k2)x2
2

−1.5sin(ωt)x1x2

6 (1.25− k1)x2
1 +(1.25− k2)x2

2, (24)

当 k1 > 1.25,k2 > 1.25时,函数 h(x)6 0.根据定理 2,
受控非自治系统 (23)稳定. 取 k1 = 1.25, k2 = 1.25,
仿真结果如图 4所示,仿真结果验证了根据定理 2
设计的控制器依然有效.
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图 4 系统 (23)状态变量 x1, x2 随时间演化

例 3 考虑如下整数阶非自治系统
dx1

dt
dx2

dt


=

(−b+asin(ωt))x1 +acos(ωt)x2

acos(ωt)x1 +(−b−asin(ωt))x2

 , (25)

当 a > 0,b >
3
5

a 时, 整数阶非自治系统 (25) 稳

定 [15]. 取 a = 7.5, b = 5.5, ω = 12, 仿真结果如
图 5所示. 整数阶系统 (25)的分数阶形式为:

d0.95x1

dt0.95

d0.95x2

dt0.95


=

(−b+asin(ωt))x1 +acos(ωt)x2

acos(ωt)x1 +(−b−asin(ωt))x2

 . (26)

文献 [13]从特征值的角度分析了当整数阶系
统 (25) 稳定时, 分数阶系统 (26) 取与整数阶系统
(25) 相同的参数, 比如取 a = 7.5, b = 5.5, ω = 12,
分数阶系统 (26)未必稳定. 然而,我们进行数值仿
真如图 6所示,仿真结果表明分数阶系统 (26)也渐
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近稳定. 另外从定理 2 的证明过程依然可以看出:
如果一个整数阶系统 Lyapunov 稳定, 其分数阶形
式也稳定. 这一点不仅适用于分数阶自治系统,同
样适用于分数阶非自治系统.
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

图 5 系统 (25)状态变量 x1, x2 随时间演化
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图 6 系统 (26)状态变量 x1, x2 随时间演化

例 4 考虑如下整数阶非自治系统

dx1

dt
= (−1−9cos2(6t)

+12sin(6t)cos(6t))x1

+(12cos2(6t)

+9sin(6t)cos(6t))x2,

dx2

dt
= (−12sin2(6t)

+9sin(6t)cos(6t))x1

+(−1−9sin2(6t)

−12sin(6t)cos(6t))x2,

(27)

系统仿真如图 7所示,仿真结果表明该系统不稳定.

对系统 (27)设计线性反馈控制器:

dx1

dt
= (−1−9cos2(6t)

+12sin(6t)cos(6t))x1

+(12cos2(6t)

+9sin(6t)cos(6t))x2 − k1x1,

dx2

dt
= (−12sin2(6t)

+9sin(6t)cos(6t))x1

+(−1−9sin2(6t)

−12sin(6t)cos(6t))x2 − k2x2.

(28)
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图 7 系统 (27)状态变量 x1, x2 随时间演化
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图 8 系统 (29)状态变量 x1, x2 随时间演化

根据定理 2构造函数:

h(x) = x1
dx1

dt
+ x2

dx2

dt

=(−1−9cos2(6t)+6sin(12t)− k1)x2
1
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+(12cos2(12t)+9sin(12t))x1x2

+(−1−9sin2(6t)−6sin(12t)− k2)x2
2

6
(
−1−9cos2(6t)+6sin(12t)

+

√
122 +92

2
− k1

)
x2

1 +
(
−1−9sin2(6t)

−6sin(12t)+

√
122 +92

2
− k2

)
x2

2

6 (12.5− k1)x2
1 +(12.5− k2)x2

2, (29)

显然当 k1 > 12.5,k2 > 12.5时, h(x)6 0,根据定理 2,
受控系统 (28)稳定. 取 k1 = 12.5, k2 = 12.5,仿真结
果如图 8所示. 仿真结果表明: 定理 2用于整数阶

非自治系统同样有效.

5 结 论

本文从一个新的角度证明了分数阶系列稳定

性理论的正确性,并通过多个例子进行稳定性分析

与控制.研究结果表明: 该系列理论不仅适用于分

数阶自治系统, 同样也适用于分数阶非自治系统.

该理论的研究有助于进一步掌握分数阶系统性质,

丰富分数阶系统稳定性理论, 促进分数阶控制的

发展.
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Abstract
The stability theorem of fractional systems is the basis of controlling fractional nonlinear systems. The theorem of fractional

nonlinear systems is proved by a new approach in this paper. The results show that the theorem is applicable not only to the fractional
nonlinear autonomous system, but also to the fractional nonlinear nonautonomous system. Several examples are analyzed by the
theorem, and simulations are carried out, whose results show the effectiveness of the theorem.
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