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RLC并联电路是一种非常重要的单元电路, 本文尝试着系统地分析和总结分数阶RLαCβ并联电路的基

本特征和规律. 对比整数阶RLC并联电路, 电感的分数阶阶次α和电容的分数阶阶次β作为两个新的关键

参数, 使得分数阶RLαCβ并联电路在设计上有了更多自由度、更大的柔性和新意. 同时, 它们的引入也增加
了许多新的现象和规律. 本文首先分析了分数阶RLαCβ并联电路的两个基本特性: 导纳和相位. 进而分析
了分数阶条件下分数阶RLαCβ并联电路所特有的纯虚阻抗的问题. 并且, 分析了LC电路中特有的现象之

一——谐振, 和五个参数对谐振的影响. 进一步地, 阻抗和相位关于各参数的敏感性分析也得到了详细地研
究. 数值分析和理论分析两者互相印证, 彼此支持.
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1 引 言

近几十年来, 非线性电路一直是国内外的研究
热点之一, 不同领域的研究人员都致力于该课题的
研究, 包括混沌电路[1−4], 电力电子电路[5−7] 和忆

阻器电路[8−10] 等, 开展了相关的理论分析、数值仿
真和实验研究.

分数阶微积分因为具有一定的记忆功能, 且
更符合自然界普遍连续的朴素哲学观点, 近年来
飞速发展, 广泛应用于力学[11−13]、控制科学与控

制[14−16]、信号处理[17−19]等领域. 在分数阶非线性
电路理论中, 也取得了初步的研究成果[20,21]. 但是,
作为一种重要单元电路的RLC电路, 还没有系统
的研究和总结其在分数阶领域的特性和规律.

本文将系统的研究分数阶RLαCβ并联电路的

基本特征和规律. 具体包括分析分数阶RLαCβ并

联电路的两个基本特性: 导纳和相位, 进而研究分
数阶条件下分数阶RLαCβ并联电路所特有的纯虚

阻抗的问题. 并且, 分析了LC电路中特有的现象

之一——谐振及五个参数对其影响. 最后, 给出阻
抗和相位对各参数的敏感性分析.

2 导 纳

分数阶并联RLαCβ电路示意图如图 1所示,
根据电路理论易知, 其导纳公式为

Y (jω, α, β) = 1

R
+ (jω)α C +

1

(jω)β L
, (1)

进而, 可得

Y (jω, α, β)

=
1

R
+ cos

(απ
2

)
ωαC +

cos
(
βπ

2

)
ωβL

+ j

sin
(απ

2

)
ωαC −

sin
(
βπ

2

)
ωβL

 , (2)

式中虚部的平方加实部的平方, 然后等式左右两边
同乘R2, 可得
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∥Y (jω, α, β) ∥2R2

= 1 + (ωαRC)
2
+

(
R

ωβL

)2

+ 2ωαRC cos
(απ

2

)
+ 2

[
R

ωβL
cos

(
βπ

2

)
+

ωαR2C

ωβL
cos

(
α+ β

2
π

)]
. (3)

为了更好地分析分数阶并联RLαCβ电路导纳随着

电路频率ω 的变化规律, 分别将RC = L/R的值取

0.001, 0.01, 0.1, 1, 10和100,画出 |Y (jω, α, β) |×R

关于ω变化的曲线图, 如图 2所示.

R

L↼β↽

C↼α↽

图 1 分数阶并联RLαCβ电路示意图

10-5 100
100

102

104

106

108

1010

105 1010 10-5 100 105 1010

10-5 100 105 1010 10-5 100 105 1010

10-5 100 105 1010 10-5 100 105 1010

0.3

0.1

0.5

0.4

0.2

0.6

0.9

0.8

0.7

0.3

0.1

0.5

0.4

0.2

0.6

0.9

0.8

0.7

0.3

0.1

0.5

0.4

0.2

0.6

0.9

0.8

0.7

0.3

0.1

0.5

0.4

0.2

0.6

0.9

0.8

0.7

0.3

0.1

0.5
0.4

0.2

0.6

0.9
0.8
0.7

0.3

0.1

0.5
0.4

0.2

0.6

0.9
0.8
0.7

α=β=1
α=β=1

α=β=1

ω

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

ω

ω ω

ω ω

α=β=1

α=β=1
α=β=1

|Y
↼j

ω
֒ 

α
, 

β
)|

Τ
Ρ

100

102

104

106

108

1010

|Y
↼j

ω
֒ 

α
, 

β
)|

Τ
Ρ

100

105

1010

1015

|Y
↼j

ω
֒ 

α
, 

β
)|

Τ
Ρ

100

105

1010

1015

|Y
↼j

ω
֒ 

α
, 

β
)|

Τ
Ρ

100

102

104

106

108

1010

|Y
↼j

ω
֒ 

α
, 

β
)|

Τ
Ρ

100

102

104

106

108

|Y
↼j

ω
֒ 

α
, 

β
)|

Τ
Ρ

图 2 分数阶并联RLαCβ 电路导纳随电路频率ω变化示意图 (a) RC = L/R = 0.001; (b) RC = L/R = 0.01;
(c) RC = L/R = 0.1; (d) RC = L/R = 1; (e) RC = L/R = 10; (f) RC = L/R = 100

观察图 2可知, 阻抗的最小值点随着RC =

L/R的逐渐增大而向左侧移动, 因为 (3)式中

(ωαRC)
2
+

(
R

ωβL

)2

的最小值为2,而1
/(

ωβ L

R

)
的值应该在0.5到2之间, 所以, 当RC = L/R 增大

时, ω的值就会减小来保证出现最小值. 有趣的是,
除了图 2 (d)之外, 其余各图在频率等于1, 即ω = 1

时, 阻抗交于一点. 观察任一图可知, 随着分数阶
阶次减小, 阻抗的增大趋势和减小趋势都变缓, 这
主要是 (3)式中
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2

(
R

ωβL
cos

(
βπ

2

)
+

ω2R2C

ωβL
cos

(
α+ β

2
π

))
的影响所致. 为了更加形象地描述阻抗随分数阶阶
次的变化规律, 给出了如图 3所示的三维图.

对比图 3中各图可知, 当RC = L/R取值较小

时, 电容的分数阶阶次β对整个导纳的影响很小,
起初甚至可以忽略. 随着RC = L/R的取值逐渐

增大, 电感的分数阶阶次α 对整个导纳的影响不断

减弱, 直至微乎其微. 所以, 对比图 3 (a)和 (f), 两

个图形相当于旋转90◦. 这主要是因为 (3)式中

(ωαRC)
2
+

(
R

ωβL

)2

的两个因子随着RC = L/R的变化, 对整个导纳值
的影响程度不同. 具体为, 当RC = L/R取值较小

时,
(

R

ωβL

)2

对整个导纳影响较大. 所以, 电容的

分数阶阶次β对整个导纳影响大; 当RC = L/R取

值较大时, (ωαRC)
2
对整个导纳影响较大. 所以,

电感的分数阶阶次α对整个导纳影响大.
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图 3 分数阶并联RLαCβ 电路导纳随分数阶阶次变化的三维图 (a) RC = L/R = 0.001; (b) RC = L/R =

0.01; (c) RC = L/R = 0.15; (d) RC = L/R = 0.2; (e) RC = L/R = 0.5; (f) RC = L/R = 1

3 相 位

将 (2)式的虚部除以其实部, 可得其相位表达式为

φ (Y (jω, α, β)) = tan−1

 sin
(απ

2

)
ωαRC − R

ωβ
sin

(
βπ

2

)
1 + ωαRC cos

(απ
2

)
+

R

ωβ
cos

(
βπ

2

)
 . (4)
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图 4 分数阶并联RLαCβ 电路相位随频率变化图 (a) α = β = 0.1; (b) α = β = 0.2; (c) α = β = 0.3; (d)
α = β = 0.4; (e) α = β = 0.5; (f) α = β = 0.6; (g) α = β = 0.7; (h) α = β = 0.8; (i) α = β = 0.9; (j) α = β = 1
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根据 (4)式, 可以画出分数阶并联RLαCβ电路

相位随频率ω变化图, 如图 4所示.
对比图 4中各图可知, 随着分数阶阶次的增大,

相位曲线所构成的 “类磁滞回线区域”的宽度越来
越窄, 但其相位最大值却越来越大. 在同一图中,
相位的最大值和最下值不随RC = L/R的变化而

变化, 尽管上升速度随着RC = L/R的变化有所不

同. 为了更形象地展示相位随着分数阶阶次的变化
趋势, 还给出了如图 5所示的三维图.

对比图 5可知, 当RC = L/R取值较小时, 相
位随β变化显著, 而随α变化不明显. 但是, 当
RC = L/R取值增大时, 这个关系发生改变. 相
位随β的变化几乎可以忽略, 而随α的变化明

显. 关键是因为RC = L/R取值较小时, (4)式
中R/(ωβL)起决定性作用, 进而电容的分数阶阶次
β占主导地位. 当RC = L/R取值较大时, ωαRC

的影响逐渐增大, 所以电感的分数阶阶次α 对相位

的影响逐渐增大.
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图 5 分数阶并联RLαCβ 电路相位随分数阶阶次的变化图 (a) RC = L/R = 0.001; (b) RC = L/R = 0.01; (c)
RC = L/R = 0.03; (d) RC = L/R = 0.05; (e) RC = L/R = 0.1; (f) RC = L/R = 0.2

4 纯虚导纳

4.1 纯虚导纳等效为电容

对于 (2)式所表示的分数阶并联RLαCβ电路

导纳, 其在一定频率下可为纯虚导纳, 对应的频率

可由下式求得:

− 1

R
= cos

(απ
2

)
ωαC +

cos (βπ/2)
ωβL

. (5)

令RC = L/R, 求解 (5)式可得ωα
pi, 此处ωpi为纯虚

频率, 得
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ωα
pi =

1

2RC

− 1

cos
(απ

2

) +

√√√√ 1

cos2
(απ

2

) − 4


(6)

和

a =

− 1

cos
(απ

2

) +

√√√√ 1

cos2
(απ

2

) − 4

 . (7)

分数阶并联RLαCβ电路在此频率下可对外等效为

一个整数阶电容Ceq,

j

sin
(απ

2

) a

2R
−

sin
(
βπ

2

)
a

2RC
L

 = jωpiCeq. (8)

由 (6), (7)和 (8)式可得sin
(απ

2

) a

2RC
−

sin
(
βπ

2

)
a

2R
L


×
( a

2RC

)−1/α

=
Ceq
C

. (9)

为了更形象地展示等效电容和纯虚频率随着

分数阶阶次和电阻、电感和电容值的变化规律, 给
出图 6 .

观察图 6 (a)可知, ωpi和Ceq/C在分数阶阶

次α = β为 0.1到 1和 1到 2两个区间内均大致单
调, 即ωpi呈递减趋势, Ceq/C呈递增趋势. 观
察图 6 (b)可知, 整个趋势在α = β = 2/3和

α = β = 4/3两处出现了间断.

4.2 纯虚导纳等效为电感

分数阶并联RLαCβ电路在此频率下还可对外

等效为一个整数阶电感Leq, 其对应公式为

j

sin
(απ

2

) a

2R
−

sin
(
βπ

2

)
aL

2RC

 =
1

jωpiLeq
. (10)

由 (2)式, (6)和 (7)式得

Leq
L

=
1sin

(
βπ

2

)
aL

2RC

− sin
(απ

2

) a

2R

( a

2RC

)1/α

.

(11)

如图 7所示, 形象地展示等效电感和纯虚频率
随着分数阶阶次和电阻、电感和电容值变化规律.
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图 6 分数阶并联RLαCβ电路的纯虚导纳等效电容随分数阶阶次变化图 (a) 全局图; (b) 局部放大图
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图 7 分数阶并联RLαCβ电路的纯虚导纳等效电感随分数阶阶次变化图 (a) 全局图; (b) 局部放大图
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5 谐振频率

谐振现象是并联RLαCβ电路的一个重要现

象. 我们将分析系统参数, 特别是两个新参数: 分
数阶阶次α和β对谐振频率的影响.

将 (2)式中的虚部设为0, 则有

j

sin
(απ

2

)
ωαC −

sin
(
βπ

2

)
ωβL

 = 0.

则谐振频率为

ω =

 sin
(
βπ

2

)
sin

(απ
2

)
LC


1

α+β

.

分别选取电感的分数阶阶次α为 0.1, 0.3, 0.5
和 0.9, 画出谐振频率随电容的分数阶阶次β变化

曲线 (如图 8所示), 其中LC = 0.001, 0.01, 0.1, 1,
10, 100.
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图 8 分数阶并联RLαCβ 电路的谐振频率随分数阶阶次 β变化图 (a)α = 0.1; (b) α = 0.3; (c) α = 0.5;
(d) α = 0.9

表 1 当LC = 10−8, 不同分数阶阶次所对应的谐振频率值

β, α 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.1 1.00× 1040 4.80× 1025 6.97× 1018 7.1× 1014 2× 1012 2.6× 1010 1.1× 109 1× 108 2× 107 3× 106

0.2 4.49× 1027 1.00× 1020 4.63× 1015 7.4× 1012 8× 1010 3× 109 2.4× 108 3× 107 7× 106 2× 106

0.3 1.43× 1021 2.16× 1016 2.15× 1013 1.9× 1011 6× 109 4.1× 108 5.1× 107 1× 107 2× 106 8× 105

0.4 1.41× 1017 6.29× 1013 3.88× 1011 1× 1010 6× 1008 7.3× 107 1.3× 107 3× 106 1× 106 4× 105

0.5 2.662× 1014 8.75× 1011 1.74× 1010 9.5× 108 1× 108 1.7× 107 3828278 1× 106 4× 105 2× 105

0.6 2.806× 1012 3.33× 1010 1.47× 109 1.4× 108 2× 107 4641589 1323115 461432 2× 105 87594
0.7 8.799× 1010 2.51× 109 1.96× 108 2.7× 107 6× 106 1534952 517947 206276 93764 47468
0.8 5.753× 109 3.08× 108 36702066 6931433 2× 106 581384 225018 100000 49685 27061
0.9 631375151 53887582 8871103 2124378 657587 246098 106650 51944 27826 16132
1.0 101193432 12350410 2616112 757059 271442 114163 54370.6 28612 16344 10000
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类似地, 还可画出谐振频率随电感分数阶阶次
α变化曲线, 如图 9所示.

为了更好地展示谐振频率随分数阶阶次变化

规律, 将图 8和图 9局部放大, 得到图 10 .
对比图 8各图可知, 随电感的分数阶阶次α增

大, 在同一LC值下的谐振频率起始值逐渐降低.
对于任一图, 随着LC值增大, 谐振频率的值减小.
类似地, 由图 9中可知, 随电容的分数阶阶次β增

大, 在同一LC值下的谐振频率起始值逐渐降低.
尽管图 8和图 9展示的谐振频率随分数阶阶次变化

是单调的, 其实则不然, 通过图 10的局部放大图可

以很好地说明其非单调性.

为了更精确和量化地展示谐振频率随分数阶

阶次变化规律, 选取LC一特定值, 即LC = 10−8,
给出表 1所示谐振频率值.
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图 9 分数阶并联RLαCβ 电路的谐振频率随分数阶阶次α变化图 (a) β = 0.1; (b) β = 0.3; (c) β = 0.5; (d)
β = 0.9

分析表 1可知, 给定β值时, 谐振频率随α的

增大而减小; 类似地, 给定α 值, 谐振频率随β的增

大而减小.

6 灵敏度分析

6.1 导 纳

将 (3)式对α求偏导, 得
R

L
×
(
RCωα+β

(
2 cos

(
π(α+ β)

2

)
lnω

− π sin
(
π(α+ β)

2

)
+ 2

L

R
ωβ cos

(απ
2

)
lnω

− π
L

R
ωβ sin

(απ
2

)
+ 2LCωα+β lnω

))

=0. (12)

据 (12)式, 绘制图 12和图 13 .
由图 11 (a)易知, 随着分数阶阶次β增大, 分

数阶阶次α的最高值点有减小趋势, 最大值有增大
趋势, 且频率ω取值范围减小. 从图 11 (b)可知, 随
RC = L/R增大, 分数阶阶次α最高值点先减小再

增大, 且频率ω取值范围减小.
由图 12 (a)可知, 随频率ω增大, 导纳最大值

一直减小, 只是起初减速快, 而后减速慢, 而导纳
最小值则是先减小后增大, 其转折点在频率ω = 10

附近. 几条曲线比较, 随分数阶阶次β增大, 曲线下
移, 且频率ω取值范围减小.
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将 (3)式对β求偏导, 得

−
(

R

Lωβ

)2

×
(
2 lnω + 2

L

R
ωβ cos

(
βπ

2

)
lnω

+ π
L

R
ωβ sin

(
βπ

2

)
+ 2RC

L

R
ωα+β

× cos
(
(α+ β)π

2

)
lnω

+ πLCωα+β sin
(
(α+ β)π

2

))
= 0. (13)

所以, 根据 (13)式, 可绘出图 13和图 14 .
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图 10 分数阶并联RLαCβ 电路的谐振频率随分数阶阶次变化的局部放大图 (a) α = 0.1; (b) α = 0.3; (c)
α = 0.5; (d) α = 0.9; (e) β = 0.1; (f) β = 0.3; (g) β = 0.5; (h) β = 0.9
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图 14 频率ω对导纳电阻之积的影响分析图 (a) RC = L/R = 0.1; (b) α = 0.5

由图 13 (a)知, 曲线最高点不随分数阶阶次α

的变化而变化, 但过了最大值后, 曲线随ω的增大

而减小, 且随α增大而下移. 图 13 (b)中显示, 随
RC = L/R增大, 曲线最高点先减小后增大, 过了
最大值点后, 各条曲线随RC = L/R增大而减小.
图 13 (c)则展示了分数阶阶次β随频率ω增大一直

减小, 并趋于同一值, 且在几乎相同频率ω处有一

个明显骤降. 分析 (13)式易知, 因为公式中 lnω在

那时趋近最大值.
由图 14 (a)可知, 导纳最小值随频率ω增大而

增大; 在高频率时随分数阶阶次α 增大而增大; 在
低频率时, 分数阶阶次α对导纳最小值影响不大.
整体分析图 14 ,导纳最小值随分数阶阶次β减小而

增大.

6.2 相 位

(4)式对分数阶阶次α求偏导可得

1(
cos

(
βπ

2

)
+

L

R
ωβ + LCωα+β cos

(απ
2

))2

×
[
1

2
× LCωα+β ×

(
2 lnω sin

(
π(α+ β)

2

)
+ π cos

(
π(α+ β)

2

)
+ πLCωα+β

)
+

1

2
LCωα+2β

×
(
2
L

R
sin

(απ
2

)
lnω + π

L

R
cos

(απ
2

))]
= 0.

(14)

由 (14)式可得图 15 .
观察图 15 (a)可知, α 的较大值随ω增大先增

大后减小, 较小值则随ω 增大单调增大, 且曲线最
高点随β增大而下移, ω的范围随β增大而减小.

图 15 (b)中, 当β = 0.5时, 对相位求导得α

和ω关系图. α的较大值随ω 增加先增大后减小,

较小值则随ω增大单调增大. 曲线最大值点随
RC = L/R增大而下移, ω的范围随RC = L/R增

大而减小.
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图 15 参数 ω对 α 和相位影响分析图 (a) RC =

L/R = 0.1; (b) β = 0.5; (c) α与导纳变化的对比

图 16 (c)红线为当β = 0.5, RC = L/R = 0.1,
导纳随ω变化. 蓝线由上图 16 (b)得到. 可观察到
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在蓝线缺口处红线有一突变.
(4)式对分数阶阶次β求偏导得

1(
L

R
+

1

ωβ
cos

(
βπ

2

)
+ ωαLC cos

(απ
2

))2

×
[
−
(

1

2ωβ
×
(

π

ωβ
− 2

L

R
sin

(
βπ

2

)
lnω

+ π
L

R
cos

(
βπ

2

))
− 1

2ωβ
ωαRC

(
2
L

R
lnω

× sin
(
(α+ β)π

2

)
− π

L

R
cos

(
(α+ β)π

2

)))]
= 0. (15)

由 (15)式可以得到图 16 .
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图 16 参数ω对 β 和相位影响分析 (a) RC = L/R =

0.1; (b) α = 0.5; (c) β与导纳变化的对比

图 16 (a)中, 当RC = L/R = 0.1时, 相位对β

求导, 得β与ω关系图. β 随ω增加而减小, 且曲线
随α增大而下移.

图 16 (b)为当α = 0.5时, 相位对β求导得β与

ω关系图. β 随ω增加而减小,且曲线随RC和L/R

增大而下移.
图 16 (c)蓝线由图 16 (b)得到, 红线是当α =

0.5和RC = L/R = 0.1时, 最小导纳随ω变化曲

线. 可观察相位最小值随β减小而增大, 且有相同
拐点.

7 结 论

作为非线性电路一个典型单元电路的并联

RLC电路, 本文尝试将其拓展到分数阶领域, 即系
统地研究分数阶RLαCβ并联电路的基本特性和规

律, 丰富非线性电路理论, 也为推进分数阶RLαCβ

并联电路的工业应用奠定坚实的理论基础. 具体的
研究内容包括:

1. 研究了导纳随着频率、电路参数和分数阶阶
次的变化规律;

2. 研究了相位随着频率、电路参数和分数阶阶
次的变化规律;

3. 分析了纯虚导纳的现象, 分别将分数阶
RLαCβ并联电路等效为电容和电感两种情况;

4. 分析了电路参数和分数阶阶次对谐振频率
的影响;

5. 分析了分数阶阶次与其他电路参数和频率
之间的参数敏感性分析.
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Abstract
Since the RLC circuit is a basic circuit, attention is directed to the generalization of the fundamentals of fractional

multiple RLαCβ circuit. Compared with the conventional multiple RLC circuit, the effects of fractional orders, α

and β, is the key factor for extra freedom, more flexibility and novelty. First, we study the basic features including
the admittance and phase. Then, the conditions for fractional-order multiple RLαCβ circuit to act as pure imaginary
impedances are derived, which are unrealizable in the conventional case. As a peculiar phenomenon–resonance, the
relationships among resonance frequency, fractional order and LC are studied in detail. In addition, sensitivity analysis
including some interesting rules is illustrated. Finally, numerical simulations are carried out to validate the above studies.

Keywords: fractional circuit, multiple RLC circuit, pure imaginary impedances, sensitivity analysis
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