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对称分类在非线性偏微分方程组边值

问题中的应用∗
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研究了微分方程对称分类在非线性偏微分方程组边值问题中的应用. 首先, 利用偏微分方程 (组) 完全对
称分类微分特征列集算法确定了给定非线性偏微分方程组边值问题的完全对称分类; 其次, 利用一个扩充对
称将非线性偏微分方程组边值问题约化为常微分方程组初值问题; 最后, 利用龙格 -库塔法求解了常微分方程
组初值问题的数值解.
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1 引 言

1873年, 挪威数学家Lie[1] 为了统一和扩充求
解常微分方程的各类方法, 首次提出了 (偏) 微分
方程 (组) (PDEs) 的对称理论. 所谓对称是指作
用于自变量和因变量空间上使PDEs不变的单参
数连续变换群. 20世纪初, Lie 群理论开始受到
重视, 国内外研究者研究发展了对称理论, 提出了
Lie-Bäcklund 变换、条件对称、强对称、Lie 代数结
构、Clarkson-Kruskal直接法、条件相似约化及同伦
近似对称约化法 [2−9]等. 研究者还提出微分方程
有对称相应的可积性和Hamilton结构, 而且, 对称
与Bäcklund变换, Darboux 变换, Painlevé 分析也
有密切联系 [10−13]. 特别地, 文献 [12, 13]中给出了
用对称方法产生具有刘维尔可积性、双哈密顿结构

的方程族及各类精确解的方法. 目前PDEs对称理
论和方法的研究在现代数学、物理和力学等学科中

有重要的理论和实际意义, 并且已有了广泛的应
用 [14,15]. 但是除了在文献 [14, 16, 17]中研究者做
了一些对称群在边值问题上的应用研究以外, 这方

面的研究还很少, 所以用对称群研究PDEs边值问
题是对称理论应用的新研究领域.

Lie 算法是确定对称的主要方法, 该算法将确
定对称的问题转化为确定对应无穷小向量的问题,
而该无穷小向量是由满足所谓确定方程组 (DTEs)
的无穷小生成函数确定. 完成这个过程将涉及大
量、复杂的机械化计算, 并且传统的Lie 算法中未
能考虑未知量的序关系, 导致计算机上的无穷循环
及工作量大等许多困难. 研究发现, 微分形式的吴
方法是有效克服 Lie算法缺陷的方法之一. 所以特
木尔朝鲁 [18]推广建立的吴 -微分特征列集算法部
分解决了上述Lie 算法存在的困难. 该算法主要考
虑控制计算过程中符号堆积及易于在机器上实现

的问题, 并已成功地应用在PDEs的古典对称、非
古典对称、高阶对称、近似对称、势对称和守恒律等

问题上, 促进了PDEs对称理论的研究 [18−27]. 最
近我们基于吴 -微分特征列集算法研究了对称方法
在非线性PDEs边值问题中的应用 [28], 并且将对称
方法和同伦分析方法进行结合解决了边值问题 [29].
也有研究者基于吴 -微分特征列集算法, 将对称方
法与变分迭代法和同伦摄动法结合, 求解了PDEs
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边值问题 [30−32].
对称分类问题是对称方法中具有挑战性的问

题之一. 作为吴方法在微分领域中一个新的应用,
特木尔朝鲁 [33−35]提出了偏微分方程完全对称分

类微分特征列集算法, 用该理论克服了在传统Lie
算法中存在的缺陷, 使确定和分类对称更系统和直
接, 从而扩大了对称方法的应用范围 [33−36]. 本文
中, 我们首次将该算法应用于非线性PDEs 边值问
题, 确定其完全对称分类, 并将其约化为常微分方
程组 (ODEs) 初值问题, 再求解初值问题的数值解.
这也是基于吴 -微分特征列集算法, 有效结合对称
方法与数值方法求解边值问题的一项新研究.

2 基本公式、概念和计算步骤

2.1 PDEs边值问题的不变性公式

考虑具有N(N > 1) 个k(k > 2) 阶偏微分方

程组成的边值问题

Fµ(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku)

=0 (µ = 1, 2, · · · , N), (1)

其中x = (x1, x2, · · · , xn) 是 n 个自变量, u =

(u1, u2, · · · , um) 是 m 个因变量, 且可以写为以
下可解形式

Fµ(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku)

=ui1,i2,··· ,il − fµ(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0, (2)

其中 fµ(x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) 不显式地依赖
ui1,i2,··· ,il , 其定义在x 空间 (x = (x1, x2, · · · , xn))
上的领域 Ωx 内，且边界条件为

Bνα(x, u, ∂u, ∂
2u, · · · , ∂k−1u) = 0

(ν = 1, 2, · · · ,m), (3)

规定在边界曲面

ωα(x) = 0 (α = 1, 2, · · · , s). (4)

假设边值问题 (2)—(4)具有惟一解. 考虑 (2)—(4)
式的对称对应的无穷小向量为

X = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ην(x, u)

∂

∂uν

(i = 1, 2, · · · , n; ν = 1, 2, · · · ,m). (5)

定理1 边值问题 (2)—(4)拥有 (5)形式的点
对称 X, 当且仅当

I) X(k)F (x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0,

当 F (x, u, ∂u, ∂2u, · · · , ∂ku) = 0; (6)

II) Xωα(x) = 0,

当 ωα(x) = 0 (α = 1, 2, · · · , s); (7)

III) X(k−1)Bνα(x, u, ∂u, ∂
2u, · · · , ∂k−1u) = 0,

当 Bνα(x, u, ∂u, ∂
2u, · · · , ∂k−1u) = 0,

ωα(x) = 0 (α = 1, 2, · · · , s). (8)

其中X(k) 是对称 (5)的k(k > 1) 阶延拓的无穷小

向量, 并且

X(k) = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ην(x, u)

∂

∂uν

+ η
(1)ν
i (x, u, ∂u)

∂

∂uνi
+ · · ·

+ η
(k)ν
i1i2···ik(x, u, ∂u, ∂

2u, · · · , ∂ku)

× ∂

∂uνi1i2···ik
, (9)

uνi =
∂uν

∂xi
, η

(1)ν
i = Diη

ν − (Diξj)u
ν
j ,

η
(t)ν
i1i2···it = Ditη

(t−1)ν
i1i2···it−1

− (Ditξj)
ν
i1i2···it−1j , (10)

Di =
∂

∂xi
+ uνi

∂

∂uν
+ uνij

∂

∂uνj
+ · · ·

+ uνii1i2···in
∂

∂uνi1i2···in
+ · · · , (11)

且 i = 1, 2, · · · , n; ν = 1, 2, · · · ,m; iℓ = 1, 2, · · · , n;
ℓ = 1, 2, · · · , t, t > 2.

2.2 对称分类

考虑一个含参数 θ 的PDEs:

∆(θ;x, u) = 0, (12)

其中x ∈ Rn(n > 1) 是自变量, u = u(x) ∈
Rm(m > 1)为因变量. 设Gθ 为当 θ 取遍其定义

域时方程 (12)所允许的全部对称, 称为方程 (12)
的整体对称. 确定所有参数 θ 和其对应的整体对

称Gθ 的问题称为该含参数PDEs的对称分类问题.
如果分类是穷尽的, 则称之为完全对称分类问题.
对所有的参数 θ, 方程 (12) 拥有的对称称为方程
(12)的主对称, 记为G0. 这样对某参数值 θ̃, 作为对
称变换集合有G0 ⊆ Gθ. 当对某一个参数值 θ = θ̃

有Gθ̃ ̸= G0 时, 称 Gθ̃ 为G0 的一个扩充对称
[33].

对称分类问题不仅有其理论意义, 而且也有很
强的实际意义. 许多描述数学物理问题的PDEs都
含有实验和经验不易确定的参数, 而实际问题要求
在一定条件 (如对称存在)下确定这些参数和方程
的解. 一般这些参数都以表格和图形形式出现. 在
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描述问题的连续方程中它们扮演着任意参数的角

色, 所以利用对称分类解决非线性 PDEs 边值问
题时, 我们可以根据不同的参数, 确定不同的对称,
并利用这些对称对所研究的边值问题进行不同的

约化.

2.3 计算步骤

下面简单描述一下利用对称分类求解边值问

题的计算步骤.
第一步, 确定PDEs 边值问题 (2)—(4)的完

全对称分类.
1) 产生含参数 θ 的确定方程组; 2) 确定主对

称; 3) 确定扩充对称.
第二步, 约化边值问题.
利用第一步得到的对称求PDEs 边值问题

(2)—(4)式的不变量, 并且将其约化为 ODEs 初值
问题. 这一步的计算使用不变量法或直接代入法,
并且在进行第三步计算之前, 可选择适当的对称参
数简化 ODEs初值问题.

第三步, 计算初值问题的数值解或精确解.
利用数值方法或精确解方法求解ODEs 初值

问题.

3 对称分类在非线性PDEs 边值问题
中的应用

我们考虑的边值问题的控制方程 [16] 为

ux + vy = 0, (13)

uux + vuy = uyy + S(x)w, (14)

u

[
wx + w

d ln(S(x))
dx

]
+ vwy =

1

Pr
wyy, (15)

边界条件为

v(x, 0) = B1(x), u(x, 0) = B2(x), uy(x, 0)

= B3(x), u(x,∞) = 0, (16)

w(x, 0) = B4(x), wy(x, 0) = B5(x), w(x,∞)

= 0, (17)

其中函数Bi(x) (i = 1, 2, 3, 4, 5), 在后面根据边界
条件在对称作用下的不变性来确定.

首先我们定义一个流函数ψ:

u = ψy, v = −ψx, (18)

那么方程 (13)自然满足, 故控制方程可写成

ψyψxy − ψxψyy = ψyyy + S(x)w, (19)

ψy

[
wx + w

d ln(S(x))
dx

]
− ψxwy =

1

Pr
wyy, (20)

相应的边界条件成为

ψx(x, 0) = −B1(x), ψy(x, 0) = B2(x), ψyy(x, 0)

= B3(x); ψy(x,∞) = 0, (21)

w(x, 0) = B4(x), wy(x, 0) = B5(x),

w(x,∞) = 0. (22)

第一步, 确定PDEs 边值问题 (19)—(22)的
完全对称分类.

假设非线性PDEs (19), (20)的对称对应的无
穷小向量为

X = ξ(x, y, ψ, w)
∂

∂x
+ τ(x, y, ψ, w)

∂

∂y

+ η(x, y, ψ, w)
∂

∂ψ
+ φ(x, y, ψ, w)

∂

∂w
, (23)

其中 ξ(x, y, ψ, w), τ(x, y, ψ, w), η(x, y, ψ, w), φ(x, y,

ψ, w) 称为该对称的无穷小生成函数.
1) 产生含参数S(x)的确定方程组

根据Lie 算法, 利用产生DTEs 的算法 [35] 可

得到方程组 (19), (20)的对称的DTEs, 即由微分多
项式系统DPS 组成的方程组DPS = 0:

DPS =


ξy, ξψ, ξw, τyy, τxy, τψ, τw, ηx, ηy, ηψψ, ηw, φy, φψ, φww,

ηψ − ξx + τy, φw − 2τy, (wηψ − φ− 3wτy)S(x)− wξS′(x),

φxS
2(x) + (φ+ wηψ − wτy)S(x)S

′(x)− wξS′2(x) + wξS(x)S′′(x)

 = 0. (24)

2) 确定主对称
若令S(x) 为任意函数, 则把确定方程组 DPS = 0进一步分解, 得 DCS0 = 0, 其中

DCS0 =

 ξ, τyy, τxy, τψ, τw, ηx, ηy, ηψψ, ηw, φx, φy, φψ, φww,

ηψ + τy, φw − 2τy, wηψ − φ− 3wτy, φ+ wηψ − wτy

 = 0. (25)
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求解方程组 (25), 可得到其零点集 zero (DCS0), 也
就是得到了主对称的无穷小生成函数

ξ = 0, τ = τ(x), η = c, φ = 0, (26)

其中 c为任意常数, τ(x) 为x 的任意函数. 将 (26)
式代入 (23)式, 得到主对称

X0 = τ(x)
∂

∂y
+ c

∂

∂ψ
. (27)

3) 确定扩充对称
在基本序x ≺ y ≺ ψ ≺ w下, 根据确定含参数

PDEs 的完全对称分类微分特征列集算法 [33−35],
获得如下零点分解

zero(DPS) = zero(DCS1/I) ∪ zero(DCS2, I),

其中

DCS1 = {ηw, ηψ, ηy, ηx, φ, ξ, τw, τψ, τy},

DCS2 = {ηw, ηy, ηx, ξw, ξψ, ξy, τw, τψ, 6τyS′(x)

+ ξS′′(x), ξxS(x)S
′(x)

− ξS′2(x) + ξS(x)S′′(x),

6ηψS(x)S
′(x)− 6ξS′2(x)

+ 5ξS(x)S′′(x), 3φS′(x) + wξS′′(x)},

I = S′2(x)S′′(x)− 2S(x)S′′2(x)

+ S(x)S′(x)S(3)(x).

我们很容易得到 zero(DCS0) = zero(DCS1/I).
而求解分类方程 I = 0, 可得到

zero(I) = {S(x) = ex, xn (n ̸= 0)}.

参数S(x) 对应的特征列集如表 1所示.
表 1 特征列集

S(x) 特征列集

ex DCS2

xn DCS2

所以根据参数 S(x)的不同,求解 zero(DCS2,I),得
到如下分类结果.

1) 当 S(x) = ex时, 有

X1 = a
∂

∂x
+

[
f(x)− ay

6

]
∂

∂y

+

(
aψ

6
+ b

)
∂

∂ψ
− aw

3

∂

∂w
. (28)

2) 当 S(x) = xn, n ̸= 0时, 有

X2 = ax
∂

∂x
+

[
f(x) +

ay

6
(1− n)

]
∂

∂y

+

[
aψ

6
(5 + n) + b

]
∂

∂ψ

+
aw

3
(1− n)

∂

∂w
, (29)

其中a, b 为任意常数, f(x) 为任意函数. 最终分类
结果如表 2所示.

表 2 无穷小向量

S(x) 无穷小向量

∀ τ(x)
∂

∂y
+ c

∂

∂ψ

ex a
∂

∂x
+

[
f(x)−

ay

6

]
∂

∂y
+

(
aψ

6
+ b

)
∂

∂ψ
−
aw

3

∂

∂w

xn ax
∂

∂x
+

[
f(x) +

ay

6
(1− n)

]
∂

∂y
+

[
aψ

6
(5 + n) + b

]
∂

∂ψ
+
aw

3
(1− n)

∂

∂w
, (n ̸= 0)

第二步, 约化边值问题.
下面我们利用第一个扩充对称 (28)式来约化

边值问题 (19)—(22). 对称 (28)式的特征方程为
dx
a

=
dy

f(x)− ay

6

=
dψ

aψ

6
+ b

=
dw
−aw

3

. (30)

由式子
dx
a

=
dy

f(x)− ay

6

, 可以得到不变量

ζ = y e x
6 + F (x), (31)

其中F (x) 为由 f(x) 表示的函数. 同理可以从特征

方程得到

ψ = −6b

a
+ e x

6 s(ζ), w = e−x
3 g(ζ), (32)

将 (32)式代入方程组 (19), (20), 便可得到ODEs6g − 2s′2 + ss′′ + 6s′′′ = 0,

4gs′ − sg′ − 6
Prg

′′ = 0.
(33)

根据定理1知, 边界条件 (21), (22)在对称 (28)
的延拓作用下不变, 故有

X
(1)
1 [ψx(x, y) +B1(x)]
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=0, 当ψx(x, 0) = −B1(x);

X
(1)
1 [ψy(x, y)−B2(x)]

=0, 当ψy(x, 0) = B2(x), (34)

X
(2)
1 [ψyy(x, y)−B3(x)]

=0, 当ψyy(x, 0) = B3(x);

X1[w(x, y)−B4(x)]

=0, 当w(x, 0) = B4(x), (35)

X
(1)
1 [wy(x, y)−B5(x)]

=0, 当wy(x, 0) = B5(x), (36)

X
(1)
1 [ψy(x, y)] = 0, 当ψy(x,∞) = 0;

X1[w(x, y)] = 0, 当w(x,∞) = 0, (37)

其中X
(1)
1 , X

(2)
1 分别为对称X1 的一阶和二阶延拓

的无穷小向量, 并且由 (9)—(11)式可以推出

X
(1)
1 = X1 +

a

6
ψx

∂

∂ψx
+
a

3
ψy

∂

∂ψy

− a

3
wx

∂

∂wx
− a

6
wy

∂

∂wy
,

X
(2)
1 = X

(1)
1 +

a

6
ψxx

∂

∂ψxx
+
a

3
ψxy

∂

∂ψxy

+
a

3
ψxy

∂

∂ψyx
+
a

2
ψyy

∂

∂ψyy

− a

3
wxx

∂

∂wxx
− a

6
wxy

∂

∂wxy
− a

6
wxy

∂

∂wyx
.

在二阶延拓X
(2)
1 的表达式中 η

(2)w
22 = 0, 所以不出

现
∂

∂wyy
.

从而由关系式 (34)—(36)可以确定函数
B1(x), B2(x), B3(x), B4(x), B5(x), 即

B1(x) = b1 e x
6 , B2(x) = b2 e x

3 , B3(x) = b3 e x
2 ,

B4(x) = b4 e−x
3 , B5(x) = b5 e−x

6 , (38)

其中 b1, b2, b3, b4, b5为任意常数.
为了对应边界条件 (21), (22), 取F (x) = 0,

故有:

当y = 0时, ζ = 0;当y → ∞时, ζ → ∞. (39)

根据边界条件 (21), (22)和关系式 (32), 得到初值
条件:

s(0) = −6b1, s
′(0) = b2, s

′′(0) = b3,

g(0) = b4, g
′(0) = b5,

s′(∞) = 0, g(∞) = 0. (40)

第三步, 计算初值问题的数值解.

常微分方程组初值问题 (33), (40)可以利用数
值解方法进行求解. 下面我们利用四阶龙格 -库塔
法求解ODEs 初值问题 (33), (40)的数值解.

为了使用龙格 -库塔法, 首先将 (33), (40) 化为
一阶ODEs 初值问题. 令

y1 = s, y2 = s′, y3 = s′′, y4 = g, y5 = g′. (41)

则 (33), (40)可以化为

y′1 = y2, y
′
2 = y3, y

′
3 = −1

6
(6y4 − 2y22 + y1y3),

y′4 = y5, y
′
5 =

Pr

6
(4y4y2 − y1y5). (42)

相应的有初值条件

y1(0) = −6b1, y2(0) = b2, y3(0) = b3,

y4(0) = b4, y5(0) = b5. (43)

令

f1 = y2, f2 = y3, f3 = −1

6
(6y4 − 2y22 + y1y3),

f4 = y5, f5 =
Pr

6
(4y4y2 − y1y5), (44)

其中 f1, f2, f3, f4, f5 都是 ζ, y1, y2, y3, y4, y5 的函

数. 那么可以建立龙格 -库塔公式

yi,n+1 = yin +
h

6
(Ki1 + 2Ki2

+ 2Ki3 +Ki4) (i = 1, 2, 3, 4, 5),

Ki1 = fi(ζn, y1n, y2n, y3n, y4n, y5n),

Ki2 = fi(ζn +
h

2
, y1n +

h

2
K11, y2n +

h

2
K21, y3n

+
h

2
K31, y4n +

h

2
K41, y5n +

h

2
K51),

Ki3 = fi(ζn +
h

2
, y1n +

h

2
K12, y2n +

h

2
K22, y3n

+
h

2
K32, y4n +

h

2
K42, y5n +

h

2
K52),

Ki4 = fi(ζn + h, y1n + hK13, y2n + hK23, y3n

+ hK33, y4n + hK43, y5n + hK53),

其中 ζ0 = 0, ζn = ζ0 + nh, h为步长.
在初值条件 (43)中, 取 b1 = 1, b2 = 0.1, b3 =

1, b4 = 1, b5 = 1, 并且 Pr = 1, h = 0.1 时, 借助于
Mathematica 符号系统可以得到函数 s(ζ), g(ζ) 在

区间 [0, 2]上的数值解, 如图 1和图 2 所示.
初值条件 (43)中的 b1, b2, b3, b4, b5 和方程中

的Pr 取其他不同值时, 我们也可以得到相应的数
值解.

利用第二个扩充对称 (29)式, 参考文献 [12,
13]的方法可得到原方程组的精确解.如在 (29)式
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中, 取n = 1, f(x) = x 时, 利用文献 [12]中的方法
可以得到方程组 (13)—(15)的如下精确解:

u(x, y) = Cx e x
a−y,

v(x, y) = C e x
a−y

(
1 +

x

a

)
− 1

Pr
,

w(x, y) =

(
1

Pr
− 1

)
C e x

a−y, (45)

其中 C 为任意常数. 这说明了文献 [12, 13]中给出
方法的有效性. 用该方法也能探究原方程组的多孤
子解的问题, 因篇幅所限我们将另文讨论该问题.

0 0.5 1.0 1.5 2.0

-6.0

-5.8

-5.6

-5.4

-5.2

ζ

s
(ζ
)

图 1 s(ζ)在 [0, 2]上的数值解

0 0.5 1.0

ζ

g
(ζ
)

1.5 2.0

0

2

4

6

8

图 2 g(ζ)在 [0, 2]上的数值解

4 结 论

本文研究了微分方程对称分类在非线性PDEs
边值问题中的应用, 也探索了对称分类在PDEs 应
用中的新途径. 首先, 利用偏微分方程 (组) 完全
对称分类微分特征列集算法分析确定了一个含参

数非线性PDEs 边值问题的完全对称分类, 并根据
方程参数S(x) 的不同取值, 分类确定了方程的主
对称和扩充对称; 其次, 利用确定的第一个扩充对
称将所研究的非线性PDEs 边值问题约化为ODEs
初值问题. 最后, 借助于Mathematica 符号系统,
利用四阶龙格 -库塔法求解了ODEs 初值问题的数

值解. 同理, 将第二个扩充对称和精确解方法 [12]

相结合, 获得了原方程组的一个精确解. 研究结果
充分体现了对称分类在偏微分方程应用中的优越

性, 也反映了偏微分方程 (组) 完全对称分类微分
特征列集算法是非常有效的. 并且本文有效结合对
称方法和数值方法求解了边值问题, 这项研究也推
广了对称方法的应用范围.

感谢上海海事大学文理学院特木尔朝鲁教授给予的有

价值的意见和建议.
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Abstract
In this paper, we study the application of the symmetry classification to the boundary value problem of nonli-

near partial differential equations. Firstly, by using differential characteristic set algorithm for the complete symmetry
classification of partial differential equations, the complete symmetry classification of a given boundary value problem
of nonlinear partial differential equations is proposed. Secondly, by using an extended symmetry, the boundary value
problem of nonlinear partial differential equations is reduced to an initial value problem of the original differential
equations. Finally, we numerically solve the initial value problem of the original differential equations by using Runge-
Kutta method.

Keywords: symmetry classification, differential characteristic set algorithm, the boundary value problem
of partial differential equations
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