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垂直振动床中的能量传递与耗散∗
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本文采用数值方法分析了一维垂直振动床内颗粒动能/温度、能量耗散以及体积分数的分布规律. 离散元
模拟结果表明: 当床底做低频、小振幅振动时, 床层内颗粒整体随床底上下运动, 沿床高方向颗粒动能逐渐增
加; 对于高频振动, 床层内的颗粒做无规则的运动, 沿床高方向颗粒动能逐渐降低.在不同振动频率 (高频、低
频)下体积分数、能量耗散也表现出不同的分布规律. 将离散元模拟结果与动力学理论计算值对比, 当系统做
高频振动时,两模型所得结果基本吻合; 而对于低频、小振幅振动,所得结果存在较大差异. 由于低频、小振幅
振动时床内颗粒并非做无规则运动, 动力学理论的适用性需进一步完善.
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1 引 言

对气体或液体加热, 加热区域温度升高, 随后
热量从加热区域向非加热区域传递, 并形成一定的
温度分布. 热量的传递过程是通过分子之间的相互
碰撞实现的: 当两个分子相互接近时, 分子的动能
转变为势能; 一旦动能完全转变为势能后, 两分子
不能继续接近, 此时分子间的斥力将使两分子被弹
开, 势能又转变为动能. 对于气体或液体, 分子碰
撞前后动能和势能之和不变, 即分子之间的碰撞可
视为完全弹性碰撞.

对颗粒物质施加振动, 颗粒相互之间产生剧
烈地碰撞.此时, 颗粒系统从表观现象上与气体
或液体非常相似, 即 “granular gas”或 “granular
liquid”[1]. 然而, 颗粒之间的碰撞为非完全弹性
碰撞, 颗粒动能在相互碰撞过程中一部分转化为系
统的内能, 即颗粒系统为耗散体系 [2−4]. 颗粒系统
的强耗散特性使得颗粒物质在振动作用下表现出

远比传统流体更为丰富的非线性行为, 例如振动对
流 [5]、振动分离 [6,7]、表面波 [8]等现象.

在颗粒床层底部施加振动, 振动的能量通过床
底与床层底部颗粒的碰撞传入床层. 对于床层中任
意位置的颗粒, 从下部床层传入的能量一部分通过
碰撞耗散, 余下部分继续向床层上部传递. 处于稳
定状态后, 沿床高方向颗粒具有不同的能量, 即稳
定的能量分布, 使得整个系统的能量耗散速率等于
床底的能量输入速率; 当振动参数 (振幅和频率)发
生改变时, 床层内颗粒能量、能量传递与耗散、床层
颗粒体积分数率等亦随之发生改变.

目前, 离散元模拟 [9−12]是床层内颗粒运动最

有效的数值分析方法之一. 离散元模型物理过程
清晰, 能够反映床内每一颗粒任意时刻的受力与运
动, 分析能量在床层中传递和耗散规律.对床层能
量传递和耗散分析的另一方法是采用颗粒动力学

理论 [13,14]. 在颗粒动力学理论中, 认为颗粒运动具
有类似于气体分子运动的特点, 并将颗粒脉动动能
定义为颗粒温度 (T ). 基于这一拟气体假设, 采用
热传导理论分析振动能量的传递和耗散 [15−17]. 在
动力学理论中, 床底的振动仅向床层提供 “热流”,
只要 “热流”大小相等, 床内能量传递和耗散不发生
改变. 因此动力学模型不能反映改变振动频率和改
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变振幅这两种操作方式的差异.
本文分别采用离散元模型和动力学模型, 分析

床层内颗粒的运动, 研究振动参数 (振幅、频率)对
颗粒动能/温度、能量耗散以及颗粒体积分数的影
响规律, 并将离散元模型模拟结果与动力学理论计
算结果进行对比, 探讨两者的异同.

2 计算模型

模型所计算的区域为长方体, 几何尺寸为
80 mm × 80 mm × 1000 mm, 如图 1所示. 计算
区域底部为床底, 做正弦振动:

s = A sin(2πft), (1)

其中, A, f分别为振幅和频率, t为运动时间. 床
底振动前, 将一定数量 (1440个)的颗粒随机初始化
于计算区域内, 颗粒在重力作用下下落并最终堆积
在计算区域底部 (深色区域), 形成高度为h的床层.
计算区域四周侧面为周期边界, 颗粒离开侧面边界
后会立刻从对面侧面以相同的速度进入.颗粒直径
d = 12 mm, 密度ρ = 1000 kg/m3, 颗粒材料及床
底材料的物性参数见表1.

80 mmT80 mm

1
0
0
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m

图 1 模型计算区域几何结构

表 1 材料物性参数

名称 符号 值

泊松比 (颗粒、壁面) γ 0.25

弹性模量 (颗粒、壁面) E 1× 108

剪切模量 (颗粒、壁面) G 1× 108

颗粒弹性恢复系数 ep 0.25

颗粒之间摩擦系数 µpp 0.9

壁面的弹性恢复系数 ew 0

颗粒与壁面的摩擦系数 µpw 0

2.1 离散元模型

床底振动后, 床层内颗粒随之发生运动, 床内
颗粒的运动方程为

mdu/dt = Fn + Ft +mg, (2)

其中, u为颗粒运动速度, m为颗粒质量, g为重力
加速度, Fn和Ft分别为颗粒碰撞时受到的法向作

用力和切向作用力. 颗粒与床底之间、颗粒与颗
粒之间均为弹性碰撞, 碰撞过程中的碰撞力采用
Hertz-Mindlin无滑移接触模型计算 [18], 计算时间
步长取 1 × 10−6 s. 碰撞过程中颗粒所受的法向力
和切向力分别为

Fnij = −(knα
3/2 − cnuijn)n, (3)

Ftij = −ktδ − ctuct, (4)

式中, α, δ分别为碰撞接触点法向和切向重叠量,
uij 为颗粒 i 相对于颗粒 j的速度, n为从颗粒 i球

心指向颗粒 j球心的单位矢量, uct为接触点的滑移

速度, kn和 cn分别为颗粒 i的法向弹性系数和法向

阻力系数, kt和 ct分别为切向弹性系数和切向阻尼

系数. 当

|Ftij | > µs|Fnij |, (5)

颗粒 i与颗粒 j发生滑动, 切向力为

Ftij = µs|Fnij |nt, (6)

式中, µs为摩擦系数. 弹性系数、阻尼系数的计算
公式如下:

kn =
4

3
E∗(R∗)−1/2, (7)

kt = 8G∗(R∗α)−1/2, (8)

cn = −2

√
5

6
β
√
Snm∗, (9)

ct = cn, (10)

其中,

E∗ =

(
1− v2i
Ei

+
1− v2j
Ej

)−1

,

G∗ =

(
1− v2i
Gi

+
1− v2j
Gj

)−1

,

R∗ =
Ri +Rj

RiRj
,

m∗ =
mimj

mi +mj
,

β =
ln e√

ln2 e+ π2
,
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Sn = 2E∗
√
R∗α,

下标 i, j分别表示碰撞的颗粒, E为弹性模量, G为
剪切模量, e为弹性恢复系数. 当颗粒与壁面碰撞
时, 以上碰撞模型同样适用. 当 i或 j代表壁面 (i,
j = w) 时, Rw趋于无穷大, R∗ = 1, m∗ = 1. 颗粒
与壁面的碰撞为完全弹性碰撞, ew = 0, µpw = 0.

颗粒动能根据颗粒运动速度计算:

ek =
1

3
mu2. (11)

在x, y, z方向上, 颗粒动能分别为 ekx = mu2
x,

eky = mu2
y, ekz = mu2

z. 颗粒的平均动能为

Ek =
1

3
m⟨u2⟩, (12)

其中, ⟨ ⟩表示统计平均值, 在本文中, 统计时间
取 6 s. 在x, y, z方向上, 颗粒平均动能分别为
Ekx = m⟨u2

x⟩, Eky = m⟨u2
y⟩, Ekz = m⟨u2

z⟩.
在床层振动过程中, 颗粒之间产生非完全弹性

碰撞, 颗粒碰撞前后的动能差即为每次碰撞引起的
动能耗散:

∆ek = eki + ekj − e′ki − e′kj , (13)

其中, e′ki和 e′kj分别为颗粒 i, j碰撞后的动能.将单
位时间单位体积内床层颗粒碰撞的总能量耗散定

义为床层的能量耗散速率:

γ =

t∑
V

∆ek, (14)

而床层颗粒体积分数定义为

η =
1

6
πd3n, (15)

其中, n为颗粒密度数, 即单位体积内颗粒数量.

2.2 动力学模型

当床层做剧烈振动时, 床层内颗粒的运动和碰
撞具有不规则性和随机性. 类比于气体, 将颗粒的
平均脉动动能定义为颗粒温度 [19]

T =
1

3
m⟨v2⟩, (16)

其中, v为颗粒运动的脉动速度, v = u − ū, u为颗
粒瞬时速度, ū为颗粒平均速度,体现为颗粒的宏观
运动速度. 当颗粒的平均运动速度 ū = 0时, v = u.
对比颗粒动能和颗粒温度定义, 存在T = Ek.

床内颗粒随床底振动, 对床层内的能量传递过
程进行分析, 如图 2所示.振动能量通过床底与床
层底部颗粒的碰撞传入床层, 然后沿床高方向上自

下往上传递, 由于颗粒间相互碰撞会耗散颗粒自身
一部分动能, 在传递过程中颗粒能量流逐渐减小.
在床层内任意高度上选取一微元体 (dA × dh), 对
微元体做能量分析.振动能量从微元体底部传入微
元体, 一部分由于颗粒的相互碰撞在微元体内部耗
散, 余下部分继续向上部床层传递. 微元体的能量
平衡方程如下式所示:

dJ = γdAdh, (17)

其中, dJ为进出微元体的静能量流, dJ = Jin −
Jout, Jin, Jout分别是微元体底部流入和顶部流出

的能量流, γ为床层内颗粒碰撞引起的能量耗散

速率.

γ

Jbottom

Jsurface

Jin

Jout

图 2 颗粒床层内能量传递

床层内的能量流 (J)采用类似于傅里叶定律的
计算式 [20]:

J = k
dT
dh , (18)

其中, k为热传导系数:

k =
4MGPd√

πm(1 + 4G)T 1/2
, (19)

其中, M = 1 +
9π

32

(
1 +

5

12G

)2

, G = ηg0, g0 =

(2− η)

2(1− η)3
, P为压力. 压力与温度之间存在以下关

系 [20,21]:

P =
6

πd3
η(1 + η + η2 − η3)

(1− η3)
T. (20)

床层内能量耗散速率 [20]

γ =
24√
πm

(1− e)
P

1 + 4G
G
T 1/2

d
. (21)

系统内的耗散能量由床底输入, 系统稳定后,
输入的能量全部通过颗粒碰撞在床层内耗散.在床
层顶部, 床层与外界无能量交换, 即

Jsurface = 0. (22)
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床底向床层输入的能量流为 [20,22]

Jbottom =

(
2

π

)1/2

P
2V

2

T/m+ V
2 , (23)

其中, V 为床底的运动速度, V 2
为床底运动速度平

方的平均值.
联立方程 (17)—(21), 并根据床底和床顶部的

能量流边界条件 (22)和 (23) 式, 计算床层内的温
度分布与能量耗散.

3 结果分析与讨论

3.1 颗粒运动

采用离散元模型, 根据 (1)—(10)式得到床层
内颗粒的运动规律. 图 3 (a), (b), (c) 给出了不同
振幅 (A = 0.002, 0.005, 0.01 m; f = 10 Hz)时床层
内颗粒的运动, 其中, uz(空心点曲线)和ux(实心点
曲线)分别表示颗粒垂直方向和水平方向上的运动

速度.
当A = 0.002 m时 (图 3 (a)), 床底的无量纲振

动强度Γ < 1 (Γ = (2πf)2A/g), 振动过程中床内
颗粒未完全脱离床底, 即颗粒与床底一起做正弦运
动. 增加振幅 (A = 0.005 m) (图 3 (b)), 当无量纲
振动强度Γ > 1时, 颗粒被抛起.由颗粒垂直方向
的运动速度可以看出, 床层颗粒仍然是整体上随着
床底振动周期性地抛起 -下落. 继续增加床底振动
振幅, 颗粒上下运动的幅度增加, 颗粒抛起 -下落所
需时间增长. 图 3 (c)为A = 0.01 m时床内颗粒的
运动, 相比于床底振动周期, 此时颗粒抛起 -下落的
周期发生衰减.

由于颗粒之间的非对心碰撞, 垂直振动引起颗
粒一定的水平运动, 即产生水平运动速度ux. 随着
振动幅度的增加, ux亦越大; 但是与uz相比, ux较

小. 床内颗粒在水平方向上做无规则的运动和碰
撞, 但是在垂直方向, 床层整体上处于 “有序”的上
下振动.
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图 3 振幅对床层内颗粒运动的影响, f = 10 Hz (a) A = 0.002 m; (b) A = 0.005 m; (c) A = 0.01 m

在图 3中, (I), (II), (III)分别代表不同位置
(h = 0.302, 0.145, 0.004 m)颗粒的运动. 对于小振
幅 (A = 0.002, 0.005 m)振动, 随着颗粒所处高度
增加, 颗粒运动越剧烈; 当A = 0.01 m时, 沿床层
高度方向上, 床底和床层表面颗粒的运动幅度大、
运动剧烈, 而床层中部颗粒运动幅度相对较小.

图 4 (a), (b), (c)分别为不同振动频率 (f = 10,
20, 100 Hz; A = 0.002 m)时床层内颗粒的运动.

当 f = 10 Hz时 (图 4 (a)), 床底的无量纲振动强度
Γ < 1, 颗粒与床底一起作上下运动. 增加振动频
率 f = 20 Hz (图 4 (b)), 无量纲振动强度Γ > 1, 床
层内颗粒被抛起, 颗粒运动规律与图 3 (b)相似, 床
层整体上仍处于 “有序”运动. 继续增加振动频率,
当振动频率 f = 100 Hz 时 (图 4 (c)), 床层颗粒运
动与低频时相比存在两点明显区别: 1) 在水平方
向和垂直方向颗粒运动的速度大致相同, 颗粒运动
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体现为无规则性; 2) 沿床高方向上, 颗粒的运动剧
烈程度存在明显差异, 床底颗粒运动剧烈, 而床层
上部颗粒运动幅度很小.

3.2 床层能量

1) 颗粒动能
根据离散元模型计算床层内颗粒的运动规律,

当床层内颗粒运动稳定后, 统计一定时间 (6 s)内
颗粒的平均动能Ek, 即得到床内颗粒动能分布.

当振幅A = 0.001 m时, 随着振动频率 f的加

大, 床内颗粒总动能逐渐增加, 同时沿床高方向颗
粒的动能分布也随之发生变化, 如图 5以及图 5中

插图所示. 对于低频 (f = 10, 20 Hz)振动, 沿床层
高度方向上, 颗粒动能逐渐增加, 即颗粒动能沿床
高呈正梯度分布; 对于高频率 (f = 100 Hz)振动,
颗粒动能沿床层高度方向逐渐减小, 即颗粒动能沿
床高呈负梯度分布;而当 f = 70 Hz时, 颗粒动能呈
U型分布, 床层中部颗粒动能低.
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图 4 振动频率对床层内颗粒运动的影响, A = 0.002 m (a) f = 10 Hz; (b) f = 20 Hz; (c) f = 100 Hz
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图 5 频率对颗粒动能的影响, 插图为床层总动能变化规律

图 6为振幅对床内颗粒动能分布的影响规律.
随着振幅的增加, 床层内颗粒总动能增加 (图 6 (a),
(b), (c)中插图). 当 f = 10 Hz时 (图 6 (a)), 随着
振幅增加, 颗粒动能从正梯度分布逐渐转变为U
型分布; 当 f = 30 Hz时 (图 6 (b)), 随着振幅增加,

颗粒动能从U型分布逐渐转变为负梯度分布; 当
f = 100 Hz时 (图 6 (c)), 颗粒动能呈现为负梯度分
布, 随着振幅增加, 动能分布梯度值越来越大.

2) 颗粒温度
采用动力学模型, 根据 (17)—(23)式计算床

层内的温度分布. 在动力学模型中, 改变振动振
幅A 或频率 f , 仅影响模型边界条件. 只要振幅
与频率乘积Af相同, 床底具有相同的运动速度
(V = 2πAf), 床底向床层输入的能量流Jbottom相

同 ((22)式), 则床层具有相同颗粒温度和温度分布.
因此, 在动力学模型中, 改变振幅和改变频率具有
相同的效果.

图 7给出了频率和振幅对床层温度的影响. 计
算结果表明: 随着振动频率、振幅的增加, 床层内颗
粒温度升高; 对任意振动频率和振幅, 颗粒温度沿
床层高度方向上总是逐渐减小, 即呈负梯度分布;
振动频率、振幅越大, 沿床高方向的温度分布梯度
值越大.
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图 6 不同振动频率下振幅对颗粒动能的影响, 插图为床
层总动能变化规律

对比图 5中颗粒动能分布和图 7中颗粒温度分

布, 当床底为高频振动 (f = 100 Hz)时, 床层内颗
粒动能与颗粒温度分布基本一致, 即沿床高均为负
梯度分布. 然而, 对于低频、小振幅振动 (f = 10,
20 Hz), 两者存在较大差异, 颗粒动能为正梯度分
布 (图 5 ), 而颗粒温度为负梯度分布 (图 7 ).

当床底做高频振动时, 床层内颗粒的运动和碰
撞具有无规则性 (图 4 ). 在振动过程中, 床层内无
对流现象, 颗粒在床层中的位置不发生改变, 这意
味着颗粒的平均运动速度 ū ≈ 0, T ≈ Ek. 此时的
颗粒运动和碰撞与气体分子相似, 动力学理论可直

接应用于振动颗粒体系.
然而, 当床底做低频、小振幅振动时, 颗粒的运

动在水平方向具有无规则性, 而在振动方向表现出
显著的周期性上抛 -下落规律 (图3). 虽然床层内无
对流现象, 但此时颗粒的平均运动速度不能视为 0
处理, 即 ū ̸= 0, 床层内颗粒动能与颗粒温度分布存
在很大差异.
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图 7 床层颗粒温度分布

3.3 床层能量耗散

随着振幅或振动频率的增加, 床底向床层输入
的总能量增加, 床层内耗散亦随之增加. 图 8为离

散元模型所得结果统计得到的床层能量耗散分布,
其中γ∗ = γ/γav, γav为整个床层的平均能量耗散

速率, γav = ⟨γ⟩.
当无量纲振动强度Γ < 1时 (图 8 (a)或 (b)中

线�), 床层整体抛起 -下落, 床层内能量耗散速率
在床层高度方向上基本相同; 增加振动强度 (增加
频率或振幅), 当Γ > 1时 (图 8 (a), (b) 中线⃝和
♢), 床层底部能量耗散大于顶部, 能量耗散速率沿
床高方向呈负梯度.

增加频率或增大振幅, 能量耗散速率分布均呈
负梯度, 但负梯度在量值上存在差异. 当床底做大
振幅振动时, 床层整体随床底上下振动, 整个床层
由于碰撞引起的能量耗散差异不显著, 因此能量耗
散速率分布梯度较小 (图 8 (b)中线♢); 当床底做高
频振动时, 床底颗粒剧烈运动而床层上部颗粒运动
幅度相对较小, 因此床底能量耗散速率远大于上部
床层 (图 8 (a)中线♢).

图 9为根据动力学模型计算得到的床层能量

耗散速率. 在床高方向上, 无论何种振幅和频率,
床层能量耗散速率沿床高方向总是降低, 即能量耗
散速率呈负梯度. 振动越剧烈 (振动强度或频率越
大), 梯度值也越大.

044502-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 4 (2014) 044502

将两模型计算结果进行对比, 对于高频、大振
幅振动, 动力学计算值与离散元模拟所得结果定性
一致;振动越剧烈, 两者差异越小. 而当振动强度较
弱时, 所得结果相差甚远.
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图 8 床层内能量耗散速率分布

3.4 床层体积分数

当床底振动振幅较小 (A = 0.001 m)时, 床层
颗粒整体上下运动, 床内颗粒体积分数在各个高度
上几乎相同 (η ≈ 0.67), 且受频率的影响较小, 如
图 10 (a)所示.

增加振幅, 床层颗粒体积分数会发生改变, 颗
粒体积分数的变化在不同振动频率时表现不同的

特点.增加低频 (f = 10 Hz)振动的增幅 (图 10 (b)),
床层高度增加, 床层顶部颗粒体积分数减小, 即
床层顶部颗粒变得松散.振幅越大, 床层高度越
大, 顶部颗粒体积分数越小.当床底振动为高频
(f = 100 Hz) 时增加振幅 (图 10 (c)), 床层高度增
加, 床层底部颗粒体积分数减小, 即床层底部颗粒
变得松散.振幅越大, 床层高度越大, 底部颗粒体积
分数越小.

图 11为根据动力学理论计算得到的床层体积

分数. 床层颗粒体积分数几乎呈倒U型分布, 在床
层底部和顶部颗粒体积分数较小, 而在床层中部颗
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粒体积分数较大. 随着振动振幅或频率的增加, 床
层高度增加, 整个床层颗粒体积分数减小, 倒U 型
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分布规律越明显.
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4 结 论

当床层处于高频振动时, 床内颗粒作剧烈的无
规则运动, 颗粒之间发生无规律碰撞. 床底输入的
能量沿床高方向逐渐耗散, 床底颗粒动能远大于床
层上部颗粒, 沿床高方向, 颗粒动能、能量耗散均迅
速减小.

当床层振动振幅较小、强度较弱时, 床内颗粒
被整体周期性地 “抛起 -下落”, 床层顶部颗粒运动
幅度大于床底颗粒, 颗粒动能、能量耗散沿床高方
向逐渐增加.

对于高频振动, 动力学理论计算值与离散元模
拟结果基本一致;而对于低频、小振幅振动, 两模型
结果存在较大差异, 将动力学理论应用于低频、小
振幅振动床层需进一步完善.
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Abstract
By using numerical simulation, the kinetic energy/temperature, the energy dissipation and the volume fraction in

a 1D vertical vibrational bed are studied. Discrete element simulation shows that the granular bed moves up and down
as an ensemble and the kinetic energy of the particles increases along the bed height when the bed bottom vibrates at
a low-frequency and low-amplitude. For high-frequency vibrations, the particles in the bed move randomly and their
kinetic energy decreases along the bed height. The energy dissipation and the volume fraction of the particles are also
influenced by the vibrations frequency obviously, and they show different distributions at the high and low frequencies.
In addition, we have compared the result of the discrete element simulation with that of the hydrodynamic simulation.
When the bed bottom vibrates at high frequency, the two simulation methods can get the similar results. However, for
the low-frequency and low-amplitude vibrations, the computed results are opposite to each other. Since the particles in
the bed do not move and collide randomly, the application of the hydrodynamic simulation to the bed with low-frequency
and low-amplitude vibrations should be investigated and discussed further.

Keywords: vibration bed, kinetic energy transfer, discrete element simulation, particle dynamics
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