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缓变下垫面和耗散作用的非线性Rossby波∗
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从准地转位涡方程出发, 采用摄动方法和时空伸长变换推导了在缓变下垫面和耗散共同作用的Rossby
代数孤立波方程, 得到Rossby波振幅满足带有缓变下垫面的非齐次Benjamin-Davis-Ono-Burgers (BDO-
Burgers) 方程的结论. 指出地形效应和耗散是诱导非线性Rossby 波产生的重要因素, 说明了在缓变下垫面
强迫效应和非线性作用相平衡的假定下, Rossby 孤立波振幅的演变满足非齐次BDO-Burgers方程, 给出在
切变基本气流下缓变下垫面和正压流体中Rossby波的相互作用.
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1 引 言

大气下垫面是地球表面, 它包括海洋、陆地以
及陆地上的高原、山地、平原、森林、草原、城市等.
在全球变暖和人类活动的相互作用, 下垫面的缓
慢变化将会对大气和海洋产生影响 [1−8]. Rossby
波是指生命史很长结构上有组织的前后一致的大

尺度永久性波动 [9−12]. 对于正压流体, Long[13]在

1964年做了开创性的研究, 得到在β平面近似下

Rossby波振幅演变满足Korteweg-de Vries (KdV)
方程, Benney[14]在 1966年推广了Long的结论, 同
时还得到Rossby孤立波波速与波振幅有关的结论,
刻画了非线性的重要性. Larsen[15]和Clarker[16]

也研究了Rossby孤立波振幅的演变, 他们都得到
了一系列与文献 [13]类似的结果. Redekopp[17]和

Wadati[18]从正压流体和分层流体的模式推导了

Rossby孤立波振幅演变的方程分别满足KdV方程
和改进的KdV (mKdV)方程的结论, 极大地推广
了文献 [13]的结果. Redekopp 和Weidman[19]研究

了切变气流中Rossby孤立波的产生, 指出在纬向
流中Rossby孤立波存在的必要条件. Maslowe和
Redekopp[20]讨论了在分层流体中纬向流的切变对

Rossby波的影响. Charney和Straus[21]基于准地

转位涡度方程构造了一个β平面通道中考虑地形、

非绝热加热和摩擦的正压大气模式, 这项工作开创
了大气多平衡态非线性动力学的研究 [22,23]. BDO
方程源于物理海洋背景 [24,25], 具有许多与KdV方
程类似的性质, 同时还存在与众不同的代数孤立
波解, Ono[26,27]用多重尺度方法, 从准地转位涡
方程导出在分层流体中Rossby孤立波振幅演变满
足BDO. Meng 和Lü[28]采用扰动展开和时空伸长

变换导出了包括地形和耗散强迫的非齐次BDO-
Burgers 方程, 讨论了地形强迫和耗散强迫Rossby
孤立波的产生, 显示出地形耗散对扰动具有明显的
增幅作用. 于鑫和赵强 [29]在完全Coriolis力下获
得线性Rossby波振幅满足KdV-Burgers方程, 同
时杨洁和赵强 [30]给出了超长波的解析解. 汪萍和
戴新刚 [31]讨论了外强迫作用下正压大气非线性特
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征数值模拟, 说明了大气大尺度非线性运动的某
些特征. 随着人类文明的发展, 加剧了全球变暖和
全球海平面大幅度的升高 [32], 这都说明地形会随
时间发生变化. 非线性方程的孤立波解在非线性
问题中占有重要地位, 给出了许多求孤立波解的
方法, 如Hirota’s双线性方法、椭圆函数展开等方
法 [33−36]以及数值方法 [37,38] 等被广泛应用. 本文
在基本气流切变的条件下研究了缓变下垫面和耗

散作用对Rossby波振幅的演变.

2 方程的推导

2.1 控制方程

考虑有地形无量纲形式的准地转位涡方程 [39](
∂

∂t
+
∂ψ

∂x

∂

∂y
− ∂ψ

∂y

∂

∂x

)
× [∇2ψ + βy + h(x, y, t)] = −k∇2ψ, (1)

方程 (1)中,ψ是流函数; β为常数, 它是Rossby参
数; k是耗散系数, 取正的常数; ∇2为Laplace算子,
定义为

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, (2)

h(x, y, t)是地形廓线. 为了得到非齐次BDO-
Burgers方程, 切变基本流U

[26,27]

U =


U1 = c1 y > 1

U(y) 0 6 y 6 1

U2 = c2 y < 0

, (3)

这里 c1, c2是常数.

2.2 非齐次BDO-Burgers方程

取基本流函数为纬向流

Ψ(y) = −
∫ y

0

[U(s)− c0 + εα]ds, (4)

式中 ε是度量非线性程度的强弱的小参数, 当
ε ≪ 1, 成为弱非线性问题, α是量级为 1的常
数, 它的引入是为考虑线性情况下系统是非共振
的 [40,41], 称为失谐参数. c0相当于线性Rossby 波
在切变基本流U(y) 中当波长很长的波速. 给出下
垫面 [42−44]

h(x, y, t) = hB0(x, y) + εhB1(t), (5)

这里hB0(x, y)是地形随经度和纬度变化的函数,
hB1(t)是下垫面随时间缓慢变化的函数. 为了使地
形强迫和非线性之间达到平衡, 设 [28]

hB0(x, y) = ε2Ω(x, y), k = ε2λ, (6)

总的流函数

ψ(x, y, t) = Ψ(y) + εψ′(x, y, t)

=−
∫ y

0

[U(s)− c0 + εα]ds

+ εψ′(x, y, t), (7)

其中ψ′(x, y, t)是扰动流函数, 将 (6)和 (7)式代入
方程 (1)得到扰动流函数的方程:(

∂

∂t
+

(
U − c0 + εα

)
∂

∂x

)
∇2ψ′ +

dhB1
dt

+

(
β − d2U

dy2

)
∂ψ′

∂x
+ ε(U − c0 + εα)

∂Ω

∂x

+ εJ(ψ′,∇2ψ′) + ε2J(ψ′, Ω) = −ε2λ∇2ψ′, (8)

式中

J(A,B) =
∂A

∂x

∂B

∂y
− ∂A

∂y

∂B

∂x

是Jacobi算子.
方程 (8)表示在区域 0 6 y 6 1的方程,它的

边界线为 y = 0和 y = 1, 根据Ono[27]在外部区域

y < 0和 y > 1不考虑地形, 且取柯氏力 f = 0. 由
(8)式知外部区域的方程(

∂

∂t
+

(
U1 − c0 + εα

)
∂

∂x

)
∇2ψ′ + εJ(ψ′,∇2ψ′)

= 0 y > 1, (9)(
∂

∂t
+ (U2 − c0 + εα)

∂

∂x

)
∇2ψ′ + εJ(ψ′,∇2ψ′)

= 0 y < 0. (10)

为了使方程 (8)中的非线性效应与频散项相平
衡我们对变量x, t 引入Gardner-Morikawa变换

X = εx, T = ε2t, y = y. (11)

将 (11)式代入方程 (8)得到(
ε
∂

∂T
+ (U − c0 + εα)

∂

∂X

)(
ε2
∂2ψ′

∂X2
+
∂2ψ′

∂y2

)
+ β(y)

∂ψ′

∂X
+ ε

(
U − c0 + εα

)
∂Ω

∂X

+ ε

(
∂ψ′

∂X

∂

∂y
− ∂ψ′

∂y

∂

∂X

)(
ε2
∂2ψ′

∂X2
+
∂2ψ′

∂y2

)
+ ε2

(
∂ψ′

∂X

∂Ω

∂y
− ∂ψ′

∂y

∂Ω

∂X

)
+ ε

dhB1
dT
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=− ελ

(
ε2
∂2ψ′

∂X2
+
∂2ψ′

∂y2

)
, (12)

上述方程中已没有快变量x, t, 只有缓变量X,T ,

(12)式中β(y) = β − d2Ū

dy2 .

扰动流函数有如下的小参数展开形式 [45]

ψ′(X, y, T )

=ψ0(X, y, T ) + εψ1(X, y, T ) +O(ε2), (13)

将 (13)式代入方程 (12)得到各阶约化摄动问题的
方程.

对于O(ε0)阶, 有

∂

∂X

(
∂2ψ0

∂y2

)
+

β(y)

U − c0

∂ψ0

∂X
= 0, (14)

方程 (14)中U − c0 ̸= 0.
ψ0有如下形式的分离变量解

[46]

ψ0 = A(X,T )Φ(y), (15)

将 (15)式代入方程 (14)得(
d2

dy2 +
β(y)

U − c0

)
Φ(y) = 0, (16)

如果给定U(y), 利用外部条件能够确定函数Φ(y)

与 c0. 由于β(y)是关于纬度变量 y的非线性函数,
方程 (16)很难获得解析解. 另外, 在本阶问题中,
只能确定波的空间结构, 而不能确定波振幅随时间
的演变. 为了确定波振幅A(X,T )的演变,继续求
解高阶问题.

对于O(ε1)阶,有

∂

∂X

(
∂2ψ1

∂y2

)
+

β(y)

U − c0

∂ψ1

∂X

=

(
∂A

∂T
+ α

∂A

∂X

)
β(y)

(U − c0)2
Φ(y)

+A
∂A

∂X

Φ2(y)

U − c0

d
dy

(
β(y)

U − c0

)

− ∂Ω

∂X
+A

λΦ(y)β̄(y)

(U − c0)2
− 1

U − c0

dhB1
dT , (17)

本阶出现X方向的频散效应, 而 Jacobi算子项在
本阶出现了非线性效应, 因此它们分别为弱频散效
应和弱非线性效应. 用Φ(y)乘以方程 (17)的两端,
并在变量 y的区间 [0, 1]积分

∂

∂X

(
Φ(y)

∂ψ1

∂y
− ψ1

∂

∂y
Φ(y)

)∣∣∣∣1
0

=

(
∂A

∂T
+ α

∂A

∂X

)∫ 1

0

β(y)

(U − c0)2
Φ2(y)dy

+A
∂A

∂X

∫ 1

0

Φ3(y)

U − c0

d
dy

(
β(y)

U − c0

)
dy

− ∂

∂X

∫ 1

0

Φ(y)Ωdy +A

∫ 1

0

λΦ2(y)β(y)

(U − c0)2
dy

− dhB1
dT

∫ 1

0

Φ(y)

U − c0
dy. (18)

方程 (18)的左端由外部方程 (9)和 (10)确定.由于
外部扰动是通过内部产生的, 因此 [27]

ξ = x, T = ε2t, (19)

ψ(x, y, t) = εψ̃(ξ, y, T ). (20)

将 (19)和 (20)式代入方程 (9)和 (10)得到最低阶的
外部方程

(U1 − c0)
∂

∂ξ

(
∂2ψ̃

∂ξ2
+
∂2ψ̃

∂y2

)
= 0 y > 1, (21)

(U2 − c0)
∂

∂ξ

(
∂2ψ̃

∂ξ2
+
∂2ψ̃

∂y2

)
= 0 y < 0, (22)

这里假设U1 − c0 ̸= 0, U2 − c0 ̸= 0, 根据Ono[27]由

方程 (21)和 (22)得
∂2ψ̃

∂ξ2
+
∂2ψ̃

∂y2
= 0

ψ̃ → 0, |y| → ∞
. (23)

方程 (23)的解为


ψ̃(ξ, y, T ) =

1

π
P
∫ +∞
−∞ ψ̃(ξ′, 1, T )

(y − 1)

(ξ − ξ′)2 + (y − 1)2
dξ′ y > 1

ψ̃(ξ, y, T ) =
1

π
P
∫ +∞
−∞ ψ̃(ξ′, 1, T )

y

(ξ − ξ′)2 + y2
dξ′ y < 0

, (24)

其中P表示上述积分主值. 对 (24)式关于变量 y求导得
∂ψ̃(ξ, y, T )

∂y
=

1

π
P
∫ +∞
−∞ ψ̃(ξ′, 1, T )

(ξ − ξ′)2 − (y − 1)2

[(ξ − ξ′)2 + (y − 1)2]2
dξ′ y > 1

∂ψ̃(ξ, y, T )

∂y
=

1

π
P
∫ +∞
−∞ ψ̃(ξ′, 1, T )

(ξ − ξ′)2 − y2

[(ξ − ξ′)2 + y2]2
dξ′ y < 0

. (25)
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y方向的内部解在 y = 0, 1处光滑, 因此在 O(ε1)有ψ0(X, 1, T ) + εψ1(X, 1, T ) = ψ̃(ξ, 1, T ) +O(ε)

ψ0(X, 0, T ) + εψ1(X, 0, T ) = ψ̃(ξ, 0, T ) +O(ε)
(26)

与 
∂ψ0(X, 1, T )

∂y
+ ε

∂ψ1(X, 1, T )

∂y
=
∂ψ̃(ξ, 1, T )

∂y
+O(ε)

∂ψ0(X, 0, T )

∂y
+ ε

∂ψ1(X, 0, T )

∂y
=
∂ψ̃(ξ, 0, T )

∂y
+O(ε)

. (27)

由 (15)和 (26)式得

A(X,T )Φ(1) = ψ̃(ξ, 1, T )

A(X,T )Φ(0) = ψ̃(ξ, 0, T )

ψ1(X, 1, T ) = 0

ψ1(X, 0, T ) = 0

. (28)

将 (26)式代入 (25)式得
∂ψ̃(ξ, 1, T )

∂y
= −εΦ(1) ∂

∂X
H(A(X,T ))

∂ψ̃(ξ, 0, T )

∂y
= εΦ(0)

∂

∂X
H(A(X,T ))

, (29)

这里

H(A(X,T )) =
1

π
P

∫ +∞

−∞

A(X ′, T )

X −X ′ dX ′

是A(X,T )的Hilbert变换, 由方程 (27)和 (29)得
dΦ(1)

dy = 0

dΦ(0)
dy = 0

(30)

和 

∂ψ1(X, 1, T )

∂y

= −Φ(1) ∂

∂X
H(A(X,T ))

∂ψ1(X, 0, T )

∂y

= Φ(0)
∂

∂X
H(A(X,T ))

, (31)

方程 (30)就是方程 (16)的边界条件, 由此可以确
定本征函数Φ(y)与本征值 c0. 将方程 (28), (30)和
(31)式代入 (18)式得

∂A

∂T
+ α

∂A

∂X
+ γA

∂A

∂X
+ S

∂2H(A)

∂X2
+ λA

=Q
dhB1
dT +

∂F

∂X
, (32)

其中 

γ =
1

σ

∫ 1

0

Φ3

U − c0

d
dy

(
β(y)

U − c0

)
dy

S =
1

σ
[Φ2(1) + Φ2(0)]

Q =
1

σ

∫ 1

0

Φ

U − c0
dy

F =
1

σ

∫ 1

0
ΦΩdy

σ =

∫ 1

0

β(y)Φ2

(U − c0)2
dy

.

方程 (32)说明缓变下垫面和耗散作用下Rossby孤
立波振幅的演变满足非齐次BDO-Burgers方程,方
程的系数依赖于函数β, U(y)与地形廓线hB0(x, y).
如果不存在下垫面强迫和耗散及其缓变下垫面, 此
时方程 (32)是齐次BDO方程, 其孤立波解

A(X,T ) =
A0δ

2

(X − csT )2 + δ2
, (33)

A0是初始孤立波振幅,

δ2 =
16S2

A2
0γ

2
, cs = α+

A0γ

4

是代数孤立波的波速.

3 结 论

正压流体中,应用约化摄动法导出了弱非线
性Rossby孤立波振幅的演变满足非齐次BDO-
Burgers方程, 当基本气流有水平切变,地形和耗
散都是非线性Rossby波产生的重要因子. 在全球
环境变化的影响下, 大气下垫面随时间缓慢变化,
这种变化对大气运动会产生影响, 而Rossby孤立
波可以更好地描述大气运动的真实状态 [47−49].
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Abstract
An inhomogeneous Benjamin-Davis-Ono-Burgers (BDO-Burgers) equation including underlying surface, slowly

changing underlying surface and turbulent dissipation is derived in terms of quasi-geostrophic vorticity equation by
employing the singular perturbation method. An inhomogeneous BDO-Burgers equation describing the evolution of the
amplitude of solitary Rossby waves is investigated.
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