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空间交替Julia集的反馈控制与线性广义同步
王培† 刘树堂

(山东大学控制科学与工程学院, 济南 250061)

( 2013年 7月 10日收到; 2013年 12月 5日收到修改稿 )

讨论了由空间交替系统迭代产生的空间交替 Julia集. 空间交替 Julia集是由交替的复动力系统
zm+1,n + azm,n+1 = (1 + a)2z2mn + ci, i = 1, 2 迭代产生的, 且通过辅助反馈控制方法实现了对空间交替
Julia集的控制. 同时利用线性反馈的方法, 实现了不同空间交替 Julia集之间的线性广义同步. 仿真结果验证
了控制和同步方法的有效性.
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1 引 言

分形现象在自然界中是普遍存在的. 1918
年, Gaston Julia 通过研究复平面上的迭代映
射 zn+1 ← z2n + c, 得到了一系列令人眼花缭乱
的精美图形. 文献 [1]研究复平面上的交替迭代
zn+1 ← z2n + ci, i = 1, 2, 得到了平面交替 Julia 集,
并且讨论了其连通性. Alan Norton 首先采用边
界检测法构造出四元数 Julia集. 而后, 空间分形
Julia 集的研究引起学者们的注意. 隋首钢 [2]讨论

了复动力系统生成的空间分形Julia 集的构成及其
性质. 近年来,对空间分形Julia集的控制成为分形
理论研究的焦点. 刘树堂和张永平 [3] 利用一种非

线性耦合的方法实现了同一系统不同参数的Julia
集的同步. 秦卫阳等 [4]证明了当线性耦合实现同

步后, 函数在满足一定的条件下,可以通过函数耦
合实现系统的混沌同步. Liu和Liu[5]利用梯度控

制和最优控制等方法实现了对耦合映像格子模型

的空间Julia 集的控制与同步. Liu和Liu[6]实现了

空间Julia 集的线性广义同步. 刘树堂等 [7,8]通过

辅助控制方法实现了 Julia集的控制. Blanchard
等 [9−17]讨论了混沌系统的控制方法, 为我们实现

Julia集的控制提供了理论基础.
对空间 Julia 集的做图、控制等的研究已经得

到发展. 为了完善空间分形理论, 对作为新的空间
分形集之一的空间交替 Julia 集的控制的讨论就显
得尤为重要. 本文首先给出空间交替系统的定义,
并引出空间交替分形 Julia 集的定义. 空间交替分
形 Julia 集的提出为自然界中四季交替现象, 经济
学中的股票走势和生物学中的肿瘤模型等的研究

提供了理论依据. 本文用线性反馈控制方法实现了
对空间交替 Julia 集的控制与线性广义同步.

首先给出如下交替系统的定义

F (zmn, zm+1,n, zm,n+1)

=

F1(zmn, zm+1,n, zm,n+1) (m,n) ∈ D1

F2(zmn, zm+1,n, zm,n+1) (m,n) ∈ D2

,

其中 Di, i = 1, 2 为 (m,n) 的定义域.
本文中, 我们研究如下交替系统

zm+1,n + azm,n+1

=

(1 + a)2z2mn + c1 m+ n是偶数

(1 + a)2z2mn + c2 m+ n是奇数
, (1)

其中 a 是实参数且 a ̸= −1, c1 ̸= c2 是复变量, 同
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时记

f((1 + a)zmn) = (1 + a)2z2mn + ci, i = 1, 2.

2 空间交替 Julia 集的定义及基本
性质

为了实现对空间交替 Julia 集的控制, 引入下
面的概念及结论 [2].

定义1[2] 空间交替系统 (1)中如果状态变量
zmn 在迭代过程中呈现出周期的和斥性的特点, 那
么 zmn 称为空间交替斥性周期点.

定义2[2] 空间交替斥性周期点集的闭包称

为空间交替 Julia 集.
引理1[2] 对任意正整数 m,n, 空间交替系统

(1)的不动平面为

zmn = z∗

=


1±
√
1− 4c1

2(1 + a)
m+ n是偶数

1±
√
1− 4c2

2(1 + a)
m+ n是奇数

.

引理2[2] 交替迭代系统中 z∗ = zmn 时,
若有

|f ′((1 + a)zmn)| 6
1 + |a|
|1 + a|

,

则不动平面 z∗ 是稳定的.
引理3[2] 如果 s 是一个稳定的不动平面,

则有

∂A(s) = J(f),

其中 ∂A 是稳定空间 A(s) 的边界, J 表示空
间交替 Julia 集. 并且 s 可以是 ∞, 那么有
∂A(s) = J(f) = ∂A(∞) 也是成立的.

由空间交替 Julia 集的基本概念及性质可知,
通过控制系统吸引不动平面或 ∞ 的稳定空间的边
界可以实现对空间交替 Julia 集的控制. 因此, 本
文通过控制稳定空间的边界实现对空间交替 Julia
集的控制.

3 空间交替 Julia 集的反馈控制

这一部分中, 引入辅助反馈控制项

umn = gmn[(1 + a)zmn − zrefi] i = 1, 2,

同时我们希望系统 (1)的不动平面 z∗ 在如下控制

系统 (2)中仍然是稳定的.

zm+1,n + azm,n+1 =


(1 + a)2z2mn + c1 + gmn[(1 + a)zmn − zref1] m+ n是偶数

(1 + a)2z2mn + c2 + gmn[(1 + a)zmn − zref2] m+ n是奇数

, (2)

其中 gmn 是反馈控制项, zref1, zref2 是辅助参考项, 取

gmn =


kzref1 +

µ∑
i=0

ν∑
j=0

wijzm−i,n−j m+ n是偶数

kzref2 +

µ∑
i=0

ν∑
j=0

wijzm−i,n−j , m+ n是奇数

,

其中 k 是控制参数, wij 是与控制系统 (2)的稳定性相关的参数. 简单地, 取 µ = ν = 0, 新的控制系统可化
简为

zm+1,n + azm,n+1 =



((1 + a)2 + (1 + a)w00)z
2
mn + ((1 + a)k

−w00)zmnzref1 − kz2ref1 + c1 m+ n是偶数

((1 + a)2 + (1 + a)w00)z
2
mn + ((1 + a)k

−w00)zmnzref2 − kz2ref2 + c2 m+ n是奇数

.
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为了叙述方便, 我们讨论 m + n 是偶数的情

况, m+ n 为奇数时可做类似的讨论. 当 m+ n 是

偶数时, 系统 (2)简化为如下形式

zm+1,n + azm,n+1 = αz2mn + βzmn + γ, (3)

其中 
α = (1 + a)2 + (1 + a)w00

β = ((1 + a)k − w00)zref1

γ = −kz2ref1 + c1

.

有 z∗1 =
1 + a− β ±

√
∆

2α
, 其中 ∆ = (β − (1 +

a))2 − 4αγ, 取正号进行讨论, 令
√
∆ = s + ti, 其

中 s, t 是实数, 此时有

|f ′((1 + a)z∗1)|

= |1 + a+ s+ ti| =
√
(1 + a+ s)2 + t2.

若 z∗1 是稳定的不动平面, 由引理 2[2]知
|f ′((1 + a)z∗1)| 6

1 + |a|
|1 + a|

, 可知

|f ′((1 + a)z∗1)| 6


a− 1

1 + a
: a < −1

1− a
1 + a

: −1 < a < 0.

1 : a > 0

为了叙述方便, 只讨论 a > 0, w00 = k(1 + a) 的情

况. 若 z∗1 是吸引的, 则有−2− a < s < −a

−1 < t < 1
.

根据

s2 − t2 + 2sti = ∆ = 4k(1 + k)(1 + a)2z2ref1

+ (1 + a)2 − 4c1(1 + k)(1 + a)2,

有

|4k(1 + k)(1 + a)2z2ref1|

= |s2 − t2 + 2sti− (1 + a)2(1− 4c1(1 + k))|.

因此

|z2ref1| <
(2 + a)2 + 1 + |(1 + a)2(1− 4c1(1 + k))|

|4k(1 + k)(1 + a)2|
.

类似地, 当 m+ n 是奇数时, 有

|z2ref2| <
(2 + a)2 + 1 + |(1 + a)2(1− 4c2(1 + k))|

|4k(1 + k)(1 + a)2|
,

显然 zrefi, i = 1, 2 的取值范围依赖于 k, a, ci. 以

k = 0.1, a = 0.5,

c1 = −0.765 + 0.105i, c2 = −0.76 + 0.1i

为例, 则有 |zref1| < 4.1595, |zref2| < 4.1529.
当 w00 = k(1 + a) 时, 有

(1 + a)2(1 + k)z2mn − (1 + a)zmn + c1 − kz2ref1 = 0 m+ n是偶数

(1 + a)2(1 + k)z2mn − (1 + a)zmn + c2 − kz2ref2 = 0 m+ n是奇数
.

当 m+ n 是偶数时, 考虑方程

|(1 + a)2(1 + k)|z2 − (1 + a)z − |c1 − kz2ref1| = 0, (4)

显然方程 (4)有正根

T1 =
1 + a+

√
(1 + a)2 + 4(1 + a)2|1 + k||c1 − kz2ref1|

2|(1 + a)2(1 + k)|
,

有

|f((1 + a)z)| >
[
|z|
T1

(1 + a)1/2
]2
T1.

当 m+ n 是奇数时, 考虑方程

|(1 + a)2(1 + k)|z2 − (1 + a)z − |c2 − kz2ref2| = 0, (5)
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显然方程 (5)有正根

T2 =
1 + a+

√
(1 + a)2 + 4(1 + a)2|1 + k||c2 − kz2ref2|

2|(1 + a)2(1 + k)|
,

有 (推导详见附录A1)

|f((1 + a)z)| >
[
|z|
T2

(1 + a)1/2
]2
T2.

令 T = max{T1, T2}, 则有

fn((1 + a)z) >

[
(1 + a)1/2|z|

T

]2n
T →∞(n→∞),

即交替系统 (2)的空间交替 Julia 集应包含在空间 {z : |z| 6 T} 内.
由于吸引不动平面 z∗1 , z

∗
2 或 ∞ 的吸引域的边界即为 Julia 集 (由引理 3[2]), 用 C0 表示曲面 |z| = T ,

显然 C0 包含稳定的不动平面 z∗1 , z
∗
2 . 由于

|f−1((1 + a)C0)|2 =


{∣∣∣∣(1 + a)T1 e iθ − |c1 − kz2ref1|

|1 + k|(1 + a)2

∣∣∣∣ : 0 6 θ 6 2π

}
{∣∣∣∣(1 + a)T2 e iθ − |c2 − kz2ref2|

|1 + k|(1 + a)2

∣∣∣∣ : 0 6 θ 6 2π

} .

根据方程 (4), 有∣∣∣∣(1 + a)T1 e iθ − |c1 − kz2ref1|
|1 + k|(1 + a)2

|

6 |(1 + a)T1 e iθ|+ |c1 − kz2ref1|
|1 + k|(1 + a)2

= |T1 e iθ|2 0 6 θ 6 2π,

则有

|f−1((1 + a)C0)|2

6 max
{∣∣∣∣(1 + a)T1 e iθ − |c1 − kz2ref1|

|1 + k|(1 + a)2

∣∣∣∣,
|
(1 + a)T2 e iθ − |c2 − kz2ref2|

|1 + k|(1 + a)2

∣∣∣∣}
6max{|T1 e iθ|2, |T2 e iθ|2}

6 |T e iθ|2 = T 2 0 6 θ 6 2π,

即 |f−1((1 + a)C0)| 6 T , 因此 f−1((1 + a)C0)

包含在曲面 C0 所围成的空间内. 令 C1 =

f−1((1+ a)C0), 则有 C1 ⊂ C0. 用类似的方法继续
下去, 我们可以得到一个系列 Cs, s = 0, 1, 2, 3, · · · ,
满足 Cs+1 ⊂ Cs, 且当 s → ∞ 时, Cs 逼近吸引

不动平面 z∗1 , z
∗
2 的稳定空间的边界, 即空间交替

Julia 集.

由于 m+ n 为偶数时, 有

|f−1((1 + a)z)|2

=

∣∣∣∣(1 + a)T1 e iθ − |c1 − kz2ref1|
|1 + k|(1 + a)2

∣∣∣∣
6 |(1 + a)T1 e iθ|+ |1 + k|z2ref1 + |c1 + z2ref1|

|1 + k|(1 + a)2

=
z2ref1

(1 + a)2
+

(1 + a)T1 + |c1 + z2ref1|
|1 + k|(1 + a)2

. (6)

同样地, 当 m+ n 为奇数时, 有

|f−1((1 + a)z)|2

6 z2ref2
(1 + a)2

+
(1 + a)T2 + |c2 + z2ref2|
|1 + k|(1 + a)2

. (7)

结合不等式 (6)和 (7)式, 对于给定的 a, ci, i = 1, 2,
f−1((1 + a)z) 随 |1 + k| 的增加而变小. 根据空
间交替 Julia 集的构成, 则交替系统 (2)的空间交
替 Julia 集随 |1 + k| 的增加而减小. 当 a = 0.5,
c1 = −0.765 + 0.105i, c2 = −0.76 + 0.1i 时, 控制
系统 (2)的空间交替 Julia 集随控制参数 k > 0 的

变化如图 1所示, 其中 k = 0 是无控制时的空间交

替 Julia 集, 控制系统 (2)的空间交替 Julia 集随控
制参数 k < 0 的变化如图 2所示.
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图 1 交替系统 (2)的空间交替 Julia 集在反馈控制下随正的参数 k 的变化 (a) k = 0.1 时的 Julia 集及其切面
图; (b) k = 0.05 时的 Julia 集及其切面图; (c) k = 0 时的 Julia 集及其切面图

4 空间交替 Julia 集的线性广义同步

这部分中, 考虑两个不同的空间交替系统

zm+1,n + azm,n+1

=

(1 + a)2z2mn + c1 m+ n是偶数

(1 + a)2z2mn + c2 m+ n是奇数
, (8)

wm+1,n + awm,n+1

=

(1 + a)2w2
mn + c3 m+ n是偶数

(1 + a)2w2
mn + c4 m+ n是奇数

, (9)

其中 ci, i = 1—4 是复变量且互不相等, 并且
a ̸= −1.

且由于 ci, i = 1—4 互不相等, 系统 (8)和 (9)
的空间交替 Julia 集是两个不同的独立的集合. 为
了实现这两个空间交替系统的 Julia 集的同步, 耦
合控制项

p[zmn, wmn, cj , a; εi] i = 1, 2, j = 3, 4

q[zmn, wmn, ci, a; εj ] i = 1, 2, j = 3, 4
,

分别被加到系统 (8)和 (9)中, 其中 εi, i = 1—4 互

060503-5

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 6 (2014) 060503

不相同, 则有

zm+1,n + azm,n+1

= (1 + a)2z2mn + ci + p(zmn, wmn, cj , a; εi)

i = 1, 2, j = 3, 4, (10)

wm+1,n + awm,n+1

= (1 + a)2w2
mn + cj + q(zmn, wmn, ci, a; εj)

i = 1, 2, j = 3, 4, (11)

其中 p(·), q(·) 是关于 zmn, wmn, ci, cj , εi, εj 的函

数, εi, εj 是耦合强度.
取 q[zmn, wmn, ci, a; εj ] = 0, 则系统 (11)即为

系统 (9). 分别记 J9, J10 是系统 (9)和 (10)的空间
交替 Julia 集.
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图 2 交替系统 (2)的空间交替 Julia 集在反馈控制下随负的参数 k 的变化 (a) k = −0.01 时的 Julia 集及其切
面图; (b) k = −0.05 时的 Julia 集及其切面图; (c) k = −0.08 时的 Julia 集及其切面图

定义3[3] 如果存在函数 φ, 当 k 趋于 k0, 使得空间交替 Julia 集 J9, φ(J10) 变得相同, 即

lim
k=k0

(φ(J10)
∪
J9 − φ(J10)

∩
J9) = ∅,

则称系统 (9)和 (10)的空间交替 Julia 集实现广义同步.
取耦合项

p[zmn, wmn, cj , a; εi] = εi[g(zmn, wmn)]
2,
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代入系统 (10)有

zm+1,n + azm,n+1 = (1 + a)2z2mn + ci + εi[g(zmn, wmn)]
2 i = 1, 2. (12)

为了实现线性广义同步, 取线性反馈项 g(zmn, wmn) = a1zmn − a2wmn, 同时, 令

emn = h(zmn, wmn),

如果可以找到函数 h(zmn, wmn), 满足

em+1,n + aem,n+1 =

(1 + a)2e2mn + s m+ n是偶数

(1 + a)2e2mn + t m+ n是奇数
, (13)

则系统 (8)和 (9)的空间交替 Julia 集实现广义同步, 通常 s, t 与 ci, cj , a, εi 存在函数关系, 有s = φ(c1, c3, a, ε1)

t = ψ(c2, c4, a, ε2)
.

若找到合适的 εi, i = 1, 2, 使得 emn 趋于稳定不动平面 e∗, 有 h(zmn, wmn) = 常数, 那么系统 (8)和 (9) 的
空间交替 Julia 集实现广义同步.

为了叙述方便, 我们讨论 a > 0 的情况下不同交替系统的空间交替 Julia 集的线性广义同步, 而 a 的

其他取值可做类似的讨论.
取线性反馈项 g(zmn, wmn) = zmn − wmn, 为了简化计算, 令 a1 = a2 = 1, 我们得到控制系统如下:

zm+1,n + azm,n+1 =

(1 + a)2z2mn + c1 + ε1(zmn − wmn)
2 m+ n是偶数

(1 + a)2z2mn + c2 + ε2(zmn − wmn)
2 m+ n是奇数

. (14)

取 h(zmn, wmn) = αizmn + βiwmn, i = 1, 2, 并选

emn =

α1zmn + β1wmn m+ n是偶数

α2zmn + β2wmn m+ n是奇数
, (15)

则有

em+1,n + aem,n+1 = αi(zm+1,n + azm,n+1) + βi(wm+1,n + awm,n+1). (16)

将 (14)式代入 (16)式, 有

em+1,n + aem,n+1

=

α1[(1 + a)2z2mn + c1 + ε1(zmn − wmn)
2] + β1[(1 + a)2w2

mn + c3] m+ n是偶数

α2[(1 + a)2z2mn + c2 + ε2(zmn − wmn)
2] + β2[(1 + a)2w2

mn + c4] m+ n是奇数
, (17)

又

em+1,n + aem,n+1

=

(1 + a)2(α1zmn + β1wmn)
2 + s m+ n是偶数

(1 + a)2(α2zmn + β2wmn)
2 + t m+ n是奇数

, (18)

根据 (17)式和 (18)式的对应系数相等, 我们得到

αi = 1 +
εi

(1 + a)2

βi = −
εi

(1 + a)2

s =
ε1

(1 + a)2
(c1 − c3) + c1

t =
ε2

(1 + a)2
(c2 − c4) + c2

. (19)
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由 (19)式可知 
ε1 =

(1 + a)2

c1 − c3
(s− c1)

ε2 =
(1 + a)2

c2 − c4
(t− c2)

.

令 Mi =
εi

(1 + a)2
, Wmn = zmn −

1

1 +Mi
emn, i = 1, 2, 化简后可得 (详见附录A2)

Wm+1,n + aWm,n+1 =


1 +M1

M1
(1 + a)2W 2

mn + c3
(1+M1)/M1

m+ n是偶数

1 +M2

M2
(1 + a)2W 2

mn + c4
(1+M2)/M2

m+ n是奇数

. (20)

如果 emn 有稳定的不动平面 e∗, 当 m,n 足够大时, 有

Wmn →


zmn −

1

1 +M1
e∗ m+ n是偶数

zmn −
1

1 +M2
e∗ m+ n是奇数

. (21)

系统 (20)中的复系数是 M1

1 +M1
,

M2

1 +M2
, 取

θi = arctan
Im

( Mi

1 +Mi

)
Re

( Mi

1 +Mi

) , i = 1, 2,

从而有
M1

1 +M1
=

∣∣∣∣ M1

1 +M1

∣∣∣∣(cos(θ1) + i sin(θ1))

M2

1 +M2
=

∣∣∣∣ M2

1 +M2

∣∣∣∣(cos(θ2) + i sin(θ2))
.

显然 |1 +Mi

Mi
|(1 + a)2, | Mi

1 +Mi
|, i = 1, 2 是耦

合系统 (20)的伸缩倍数, 使其空间交替 Julia 集发
生伸缩变化, 而 cos(θj) + i sin(θj), j = 1, 2 表示系

统旋转 θj 度, 即使其空间交替 Julia 集旋转 θj 度,
变换 (21)式使得耦合系统 (20)式的空间交替 Julia
集发生位置上的变化.

由于 
s =

ε1
(1 + a)2

(c1 − c3) + c1

t =
ε2

(1 + a)2
(c2 − c4) + c2

,

根据 s, t 的稳定条件 (在文献 [4]中有详细介绍, 不
赘述), 对 a > 0 有

∣∣∣∣ ε1
(1 + a)2

(c1 − c3) + c1

∣∣∣∣ < 1

1 + a∣∣∣∣ ε2
(1 + a)2

(c2 − c4) + c2

∣∣∣∣ < 1

1 + a

. (22)

若取 a = 0.5, 则有
∣∣∣∣ ε1
(1 + 0.5)2

(c1 − c3) + c1

∣∣∣∣ < 0.67∣∣∣∣ ε2
(1 + 0.5)2

(c2 − c4) + c2

∣∣∣∣ < 0.67

.

以 a = 0.5, s = t = 0.4 和 c1 = −0.765 + 0.105i,
c2 = −0.76 + 0.1i, c3 = −1, c4 = −0.5 + i 为例有ε1 = 8.9236− 4.9925i

ε2 = −0.5425 + 2.7433i
.

由于 ε1, ε2 可以取复数值, 得到的广义同步的
空间交替 Julia 集可能会出现旋转伸缩等刚性变
化. 由于 Mi = εi

(1+a)2 可知, 对于给定的参数 a,
Mi, i = 1, 2 随耦合强度 εi, i = 1, 2 的变化而变化.
调控参数 εi 决定了空间交替 Julia 集的广义同步
的实现. 图 3给出了无控制时交替系统 (8)和 (9)的
空间交替 Julia 集和线性广义同步的情形.

5 平面交替 Julia 集的反馈控制

特别地, 当 a = 0, n = n0 时, 我们得到的交替
迭代函数系为

zm+1,n0 = z2m,n0
+ ci i = 1, 2,

即文献 [1]所研究的平面交替系统.
下面讨论复平面上的如下交替迭代系统

zm+1 =

z2m + c1 m是偶数

z2m + c2 m是奇数
, (23)

其中 c1, c2 是复变量, 且 c1 ̸= c2.
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图 3 被驱动系统系统 (8)与驱动系统 (9)的空间交替 Julia 集实现线性广义同步 (a) 被驱动系统 (8)的空间交
替 Julia 集及其切面图; (b) 驱动系统 (9)的空间交替 Julia 集及其切面图; (c) 被驱动系统系统 (8)与驱动系统 (9)
的空间交替 Julia 集同步的情形

简单地, 引入反馈控制项

um =

(kzref1 + w0zm)(zm − zref1) m是偶数

(kzref2 + w0zm)(zm − zref2) m是奇数
.

同时, 我们希望系统 (23)的不动点 z∗ 在如下控制系统 (24)中仍然是稳定的,

zm+1 =

(1 + w0)z
2
m + (k − w0)zref1zm + c1 − kz2ref1 m是偶数

(1 + w0)z
2
m + (k − w0)zref2zm + c2 − kz2ref2 m是奇数

. (24)

为了方便叙述, 我们讨论 m 是偶数的情况, m
为奇数时可做类似的讨论此时, 系统 (24)简化为

zm+1 = αz2m + βzref1zm + γ,

其中


α = 1 + w0

β = (k − w0)zref1

γ = c1 − kz2ref1

此时, 不动点
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z∗1 =
1− β ±

√
∆

2α
,

其中 ∆ = (β − 1)2− 4αγ. 由吸引不动点的定义知,
若不动点 z∗1 是吸引的, 则有

|f ′(z∗1)| = |2αz∗1 + β| = |1±
√
∆| < 1.

不失一般性地, 取正号进行计算, 令
√
∆ = s + ti,

其中 s, t 是实数, 有

|f ′(z∗1)| = |1 + s+ ti| =
√
(1 + s)2 + t2 < 1,

即有 −2 < s < 0,−1 < t < 1.
由于

s2 − t2 + 2sti = ∆ = (β − 1)2 − 4αγ

= [(k − w0)
2 + 4k(1 + w0)]z

2
ref1 − 2(k − w0)zref1

+ 1− 4c1(1 + w0).

为了简化计算, 取 k = w0, 则有

|4k(1 + k)z2ref1|

= |s2 − t2 + 2sti − (1− 4c1(1 + k))|.

经计算, 有

|z2ref1| 6
|s2 − t2 + 2sti|+ |(1− 4c1(1 + k))|

|4k(1 + k)|

<
4 + |1− 4c1(1 + k)|
|4k(1 + k)|

. (25)

由不等式 (25)知, zref1 的取值依赖于 k, c1. 同样
地, 当 m 为奇数时,

z∗2 =
1±
√
1− 4c2
2

,

有

|z2ref2| <
4 + |1− 4c2(1 + k)|
|4k(1 + k)|

.

以 c1 = −0.765+0.105i, c2 = −0.76+0.1i, k = 0.1

为例, 有 |zref1| < 4.3668, |zref2| < 4.3605.
当 k = w0 时, 有(1 + k)z2m − zm + c1 − kz2ref1 = 0 m是偶数

(1 + k)z2m − zm + c2 − kz2ref2 = 0 m是奇数
.

在 m 是偶数的情况下, 考虑方程

|1 + k|z2 − z − |c1 − kz2ref1| = 0. (26)

显然方程 (26)有正根

T1 =
1 +

√
1 + 4|1 + k||c1 − kz2ref1|

2|1 + k|
.

当 |z| > T1 时, 有 |f(z)| >
( |z|
T1

)2

T1.

在 m 是奇数的情况下, 考虑方程

|1 + k|z2 − z − |c2 − kz2ref2| = 0. (27)

显然方程 (27)有正根

T2 =
1 +

√
1 + 4|1 + k||c2 − kz2ref2|

2|1 + k|
.

当 |z| > T2 时, 有 |f(z)| >
( |z|
T2

)2

T2. 推理见附录

A3.
令 T = max{T1, T2}, 因此当 |z| > T 时, 有

fn(z) >

(
|z|
T

)2n

T →∞(n→∞),

显然, 系统 (24)的 Julia 集包含在集合 {z : |z| 6
T} 内.

根据 Julia 集性质, 吸引不动点 z∗1 , z
∗
2 或 ∞

的吸引域的边界即为 Julia 集, 由此我们讨论系统
(24)的平面交替 Julia集. 令 C0 表示曲线 |z| = T ,
显然 C0 包含稳定的不动点 z∗1 , z

∗
2 . 由于

|f−1(C0)|2

=


{∣∣∣∣T1 e iθ − |c1 − kz2ref1|

|1 + k|
| : 0 6 θ 6 2π

}
{∣∣∣∣T2 e iθ − |c2 − kz2ref2|

|1 + k|
| : 0 6 θ 6 2π

} ,

有

|f−1(C0)|2 6max
{∣∣∣∣T1 e iθ − |c1 − kz2ref1|

|1 + k|

∣∣∣∣,∣∣∣∣T2 e iθ − |c2 − kz2ref2|
|1 + k|

∣∣∣∣}
6max{|T1 e iθ|2, |T2 e iθ|2}

6|T e iθ|2 = T 2, 0 6 θ 6 2π,

即 |f−1(C0)| 6 T , 因此 f−1(C0) 包含于 C0 围成

的区域内, 并记 C1 = f−1(C0). 用类似的方法继续
下去, 可以得到一个序列 Cp, p = 0, 1, 2, 3, · · · , 满
足 Cp+1 包含于 Cp 所围成的区域内. 当 p → ∞
时, 曲线 Cp 逼近 z∗1 , z

∗
2 的吸引域的边界, 即系统

(24)的平面交替 Julia 集.
另外, m 为偶数时有

|f−1(z)|2 =
|z − |c1 − kz2ref1||

|1 + k|

6 |T1e
iθ|+ |c1 − kz2ref1|
|1 + k|
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6|z2ref1|+
T1 + |c1 + z2ref1|
|1 + k|

0 6 θ 6 2π. (28)

同样地, 当 m 是奇数时, 有

|f−1(z)|2 6 |z2ref2|+
T2 + |c2 + z2ref2|
|1 + k|

.

因此, 系统 (24)的 Julia 集随 |1+ k| 的增加而

减小. 当 c1 = −0.765 + 0.105i, c2 = −0.76 + 0.1i

时, 图 4给出了系统 (24)的 Julia 集在反馈控制下

随参数 k 的变化情况, 其中 k = 0 是无控制时的平

面交替 Julia 集.
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图 4 交替系统 (24)的平面交替 Julia 集在反馈控制下随参数 k 的变化

6 结 论

本文中首次提出空间交替系统及空间交替Ju-
lia集的定义, 并且利用反馈控制方法实现了对空间
交替 Julia 集的控制, 仿真结果验证了该控制方法

在空间交替 Julia 集控制上的有效性和可行性. 同

时, 我们也实现了不同空间交替 Julia 集的线性广

义同步, 仿真结果证明该方法同样适用在空间交替

Julia 集的同步上. 特别地, 我们利用反馈控制方法

实现了对平面交替 Julia 集的控制, 仿真结果证明
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了该控制思想的有效性. 对空间交替 Julia 集的反
馈控制和线性广义同步的实现丰富了空间交替分

形理论, 为我们理解更多的非线性现象提供了理论
基础.

附录A
由于

f((1 + a)z) = (1 + a)2(1 + k)z2 + c1 − kz2ref1

= (1 + a)z,

那么当 |z| > T1, (1 + a)|z| > (1 + a)T1 时, 根据等式 (4),
有

|f((1 + a)z)|

> |(1 + a)2(1 + k)z2| − |c1 − kz2ref1|

=
|(1 + k)(1 + a)2T 2

1 |
T 2
1

z2 − |c1 − kz2ref1|

= [(1 + a)T1 + |c1 − kz2ref1|]
|z|2

T 2
1

− |c1 − kz2ref1|

= (1 + a)

(
|z|
T1

)2

T1 + |c1 − kz2ref1|
((

|z|
T1

)2

− 1

)
> (1 + a)

(
|z|
T1

)2

T1

=

[
|z|
T1

(1 + a)1/2
]2

T1.

由于

f((1 + a)z) = (1 + a)2(1 + k)z2 + c2 − kz2ref2

= (1 + a)z,

那么当 |z| > T2, (1 + a)|z| > (1 + a)T2 时, 根据等式 (5),
有

|f((1 + a)z)|

> |(1 + a)2(1 + k)z2| − |c2 − kz2ref2|

=
|(1 + k)(1 + a)2T 2

2 |
T 2
2

z2 − |c2 − kz2ref2|

= [(1 + a)T2 + |c2 − kz2ref2|]
|z|2

T 2
2

− |c2 − kz2ref2|

= (1 + a)

(
|z|
T2

)2

T2 + |c2 − kz2ref2|
((

|z|
T2

)2

− 1

)
> (1 + a)

(
|z|
T2

)2

T2

=

[
|z|
T2

(1 + a)1/2
]2

T2.

附录B
当

M1 =
ε1

(1 + a)2
, M2 =

ε2
(1 + a)2

时, 则有 emn = (1+Mi)zmn −Miwmn, i = 1, 2, 由此可得

wmn =
1 +Mi

Mi
zmn − 1

Mi
emn.

将wmn 代入 (14)式, 则有

zm+1,n + azm,n+1 =

1 +M1

M1
(1 + a)2(zmn − emn

1 +M1
)2 +

(1 + a)2

1 +M1
e2mn + c1

m+ n是偶数

1 +M2

M2
(1 + a)2(zmn − emn

1 +M2
)2 +

(1 + a)2

1 +M2
e2mn + c2

m+ n是奇数

.

由于

em+1,n + aem,n+1 =(1 + a)2e2mn +M1(c1 − c3) + c1 m+ n是偶数

(1 + a)2e2mn +M2(c2 − c4) + c2 m+ n是奇数
,

从而有

zm+1,n − 1

1 +M1
em+1,n + a

(
zm,n+1 −

1

1 +M1
em,n+1

)
=

1 +M1

M1
(1 + a)2

(
zmn − emn

1 +M1

)2

+
M1

1 +M1
c3

m+ n是偶数

zm+1,n − 1

1 +M2
em+1,n + a

(
zm,n+1 −

1

1 +M2
em,n+1

)
=

1 +M2

M2
(1 + a)2

(
zmn − emn

1 +M2

)2

+ M2
1+M2

c4

m+ n是奇数

.

当 Wmn = zmn − 1

1 +Mi
emn 时, 则有

Wm+1,n + aWm,n+1 =
1 +M1

M1
(1 + a)2W 2

mn +
c3

(1 +M1)/M1
m+ n是偶数

1 +M2

M2
(1 + a)2W 2

mn +
c4

(1 +M2)/M2
m+ n是奇数

.

附录C
由于

f(z) = (1 + k)z2 + c1 − kz2ref1 = z,

那么当 |z| > T1 时, 根据 (26)式有

|f(z)| > |(1 + k)z2| − |c1 − kz2ref1|

=
|(1 + k)T 2

1 |
T 2
1

z2 − |c1 − kz2ref1|
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= (T1 + |c1 − kz2ref1|)
(
|z|
T1

)2

− |c1 − kz2ref1|

=

(
|z|
T1

)2

T1 + |c1 − kz2ref1|
((

|z|
T1

)2

− 1

)
>

(
|z|
T1

)2

T1.

由于

f(z) = (1 + k)z2 + c2 − kz2ref2 = z,

那么当 |z| > T2 时, 根据 (27)式有

|f(z)| > |(1 + k)z2| − |c2 − kz2ref2|

=
|(1 + k)T 2

2 |
T 2
2

z2 − |c2 − kz2ref2|

= (T2 + |c2 − kz2ref2|)
(
|z|
T2

)2

− |c2 − kz2ref2|

=

(
|z|
T2

)2

T2 + |c2 − kz2ref2|
((

|z|
T2

)2

− 1

)
>

(
|z|
T2

)2

T2.
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Feedback control and linear generalized synchronization
of spatial-alternated Julia sets

Wang Pei† Liu Shu-Tang

(College of Control Science and Engineering, Shandong University, Jinan 250061, China)
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Abstract
In this paper, the spatial-alternated Julia sets are discussed, which are obtained by alternated iteration of quadratic

family zm+1,n + azm,n+1 = (1 + a)2z2m,n + ci, i = 1, 2. The control of spatial-alternated Julia sets is accomplished by
using the feedback control. Then the linear generalized synchronization of two different spatial-alternated Julia sets is
discussed. The simulations demonstrate the effectiveness of the control methods.

Keywords: spatial-alternated Julia sets, the feedback control, synchronization, the linear generalized
synchronization
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