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一个描述金融投资项目演化的量子力学状态方程∗
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本文提出了一个描述金融投资项目演化的量子力学状态方程, 该方程的参数比较好地模拟了金融市场
的基本要素, 包括投资 (输入)、资产损耗 (缩水)、资产增益、和收益 (输出)等, 方程中的量子力学算符也能够反
映该项目的动力学过程与特征, 所以能代表一类金融投资项目 (其状态用Dirac符号表示)在市场中的演化模
式. 通过引入纠缠态表象得出了该方程的量子解 (算符之和形式), 该量子解给出了初态与终态的联系, 也就
给出了投资项目的动态过程. 作为例子, 求出单一投资项目在金融市场中的演化, 不但得出了符合市场演化
趋势的解, 而且提出了二项 -负二项纠缠态. 在推导过程中, 充分利用了Dirac符号和有序算符内的积分技术
(IWOP).
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1 引 言

物理学现在已经渗透到市场动力学, 初步形
成了经济物理学的学科, 一些热力学和统计力学
的方程和模型, 如Kolmogorov方程, Brown运动模
型, Baptiste模型, Ising模型等都渗透到金融的研
究中 [1−8]; 市场不稳定性可以找到它的热力学类
比, 熵的概念也可以来分析金融市场的动态; 更有
甚者, 量子力学的一些概念和方法也已经被金融领
域所借鉴, 例如将路径积分技术运用到期货理论和
利率模型中 [9], 得到了不少新的结果. 由于考虑到
金融市场的基本要素是投资 (输入)、资产损耗 (缩
水)、资产增益、和收益 (输出)等 [10,11], 每个金融投
资项目状态都随之变化, 是否有一个方程来描写其
演化呢? 我们在本文中首次尝试提出一个描述金
融投资项目状态的量子力学方程, 该方程的参数比
较好地模拟了金融市场的基本要素, 包括投资 (输
入)、资产损耗 (缩水)、资产增益、和收益 (输出)等,
方程中的量子力学算符也能够反映该项目的动力

学过程与特征, 所以能代表一类金融投资项目 (其

状态用Dirac符号表示)在市场中的演化模式. 我
们通过引入纠缠态表象得出了该方程的量子解 (算
符之和形式), 该量子解给出了初态与终态的联系,
也就给出了投资项目的动态过程. 作为例子, 我们
求出单一投资项目在金融市场中的演化, 不但得出
了符合实际市场的解, 而且提出了二项 -负二项纠
缠态. 在推导过程中, 我们充分利用了Dirac符号
和有序算符内的积分技术 (IWOP). 我们称此方程
为金融市场状态演化方程.

2 描述金融市场演化的量子力学状态
方程的建立

本节我们提出金融市场某笔投资项目的方程,
鉴于每个项目都在大市场中生息, 所以此方程是
在该项目在整个金融大市场背景下 (相当于一个热
库)约化出来的一个方程 (相当于对市场背景的自
由度求迹, 即已经考虑到市场的影响), 如下:

dM (t)

dt = g
[
2a†M (t) a− aa†M (t)−M (t) aa†

]
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+ κ
[
2aM (t) a† − a†aM (t)

−M (t) a†a
]
, (1)

其中M (t)代表某个投资项目的资产组合状态, g

代表利好因素, 比如说证券市场交易费用的降低
或者一项支持金融市场的政策出台等刺激金融市

场的因素; κ代表利空因素, 比如说交易费用提高、
市场环境恶化、经济萧条等紧缩金融市场的因素;
M (t)可以用物理中的密度算符 (矩阵)来表示, 湮
没算符a代表损耗 (缩水), 产生算符a†代表增益,
满足玻色对易关系,

[
a, a†

]
= 1, a†M (t) a代表资

产增益, aM (t) a†代表资产损耗 (缩水). 例如, 对
于一个单一项目, M (t) = |n⟩ ⟨n|是一个纯态 , |n⟩
是Dirac符号, n表示资金数, 所以

a†M (t) a = a† |n⟩ ⟨n| a =
∣∣a† |n⟩∣∣2

代表资金增益,

aM (t) a† = a |n⟩ ⟨n| a† = |a |n⟩|2

代表资金缩水, 所以这是一个既有损耗 (缩水)又
有增益的方程. 注意, M (t) aa†与aa†M (t)是不同

的, 这可以从以下例子说明, 一般情况下, 当项目是
一个混合型的投资, 相应的

M (t) =
∑
k,l

Ck,l |k⟩ ⟨l|

是一个混合态, Ck,l代表各个投资子项目之间的相

互关联系数, 例如基金跟着股票走, 股票 |k⟩跌了基
金 ⟨l|跟着跌,

aa†M (t) =
∑
k,l

(k + 1)Ck,l |k⟩ ⟨l|

就代表对k项目进行处理, 使得相关系数变化, 使
在整个资产组合中, k项目相对于 l项目的比重增

大, 而

M (t) aa† =
∑
k,l

(l + 1)Ck,l |k⟩ ⟨l|

则代表其相反情况. 方程 (1)中的系数 2是为了保
证密度算符的迹为 1. 在下一节中, 我们要求出方
程 (1)的严格量子解.

3 金融市场演化量子力学状态方程
的解

为了求方程 (1)的解, 我们引入双模纠缠
态 [12−14]

|η⟩ = exp
(
−1

2
|η|2 + ηa† − η∗ã† + a†ã†

) ∣∣00̃⟩ ,

η = η1 + iη2 (2)
其中 ã†是独立于实模 a†的虚模, |0̃⟩被 ã所湮没,[
ã, ã†

]
= 1. 将a和 ã作用于 |η⟩我们得到 |η⟩的本

征方程(
a− ã†

)
|η⟩ = η|η⟩,

(
a† − ã

)
|η⟩ = η∗|η⟩,

⟨η|
(
a† − ã

)
= η∗ ⟨η| , ⟨η|

(
a− ã†

)
= η ⟨η| , (3)(

a− ã†
) (

a† − ã
)
|η⟩ = |η|2|η⟩. (4)

注 意 到
[(
a− ã†

)
,
(
a† − ã

)]
= 0, 因 此 |η⟩是(

a− ã†
)
和

(
ã− a†

)
的共同本征态. |η⟩具有正交

性和完备性, 即
⟨η′| η⟩ = πδ (η′ − η) δ (η′∗ − η∗) , (5)∫ d2η

π
|η⟩ ⟨η| = 1. (6)

有压缩性质 [15]

S ≡
∫ d2η

πµ
|η/µ⟩ ⟨η|

= exp
[
λ
(
a†ã† − aã

)]
µ = eλ, (7)

S|η⟩ = 1

µ
|η/µ⟩, (8)

|η⟩给我们提供一个获得M (t)主方程的新方法.
我们引入态矢量 |M⟩ = M |I⟩, 此处

|I⟩ ≡ |η = 0⟩ = exp
(
a†ã†

)
|00̃⟩. (9)

|I⟩具有如下性质:
a |I⟩ = ã† |I⟩ , a† |I⟩ = ã |I⟩ ,(
a†a

)n |I⟩ = (
ã†ã

)n |I⟩ . (10)
在方程 (1)两边同时作用 |I⟩, 即得到 |M (t)⟩的时间
演化方程,

d
dt |M (t)⟩ =

{
g
[
2a†ã† − aa† − ãã†

]
+ κ

(
2aã− a†a− ã†ã

)}
× |M (t)⟩ . (11)

其形式解为

|M (t)⟩ = exp
[
gt

(
2a†ã† − aa† − ãã†

)
+ κt

(
2aã− a†a− ã†ã

) ]
|M0⟩ ,

|M0⟩ = M0 |I⟩ . (12)
为了求解上式, 注意到

2aã− a†a− ã†ã = −
(
a† − ã

) (
a− ã†

)
+ aã

− ã†a† + 1 (13)
和关系

gt
(
2a†ã† − aa† − ãã†

)
+ κt

(
2aã− a†a− ã†ã

)
= t (κ+ g)

(
ã− a†

) (
a− ã†

)
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+ t (κ− g)
(
aã− ã†a† + 1

)
, (14)

以及注意到对易关系[
aã− ã†a†,

(
ã− a†

) (
a− ã†

)]
= − 2

[(
ã− a†

) (
a− ã†

)]
, (15)

就可以利用如下算符恒等式:

eλ(A+σB) = eλA exp
[
σ
(
1− e−λτ

)
B/τ

]
,

([A,B] = τB) .

将 (12)式中的指数算符分解为

|M (t)⟩ = exp
[(
aã− ã†a† + 1

)
(κ− g) t

]
× exp

[
κ+ g

2 (κ− g)

(
1− e2(κ−g)t

)
×
(
a† − ã

) (
a− ã†

) ]
|M0⟩ . (16)

再用 (8)式, 得

⟨η| exp
[(
aã− ã†a† + 1

)
(κ− g) t

]
=

⟨
ηe−(κ−g)t

∣∣∣ , (17)

所以

⟨η| M (t)⟩

=
⟨
ηe−(κ−g)t

∣∣∣ exp
[

κ+ g

2 (κ− g)

(
1− e2(κ−g)t

)
×
(
a† − ã

) (
a− ã†

) ]
|M0⟩

= exp
[
− κ+ g

2 (κ− g)

(
1− e−2(κ−g)t

)
|η|2

]
×
⟨
ηe−(κ−g)t

∣∣∣M0

⟩
. (18)

从中我们可以看出
⟨
η e−(κ−g)t

∣∣增益因子是 egt, 损
耗因子是 e−κt, 利用 (18), (6), (2)式和有限算符内
的积分技术 [16], 得到

|M (t)⟩

=

∫ d2η

π
|η⟩ ⟨η| M (t)⟩

=

∫ d2η

π
: exp

[
− κ− ge−2(κ−g)t

κ− g
|η|2

+ η
(
a† − e−(κ−g)tã

)]
× exp

[
η∗

(
e−(κ−g)ta− ã†

)
+ a†ã†

+ aã− a†a− ã†ã
]
: |M0⟩

= T3 exp
(
gT1a

†ã†
)
: exp

[
(T2 − 1)

(
ã†ã+ a†a

)]
:

× exp [κT1aã] |M0⟩ , (19)

这里,

T1 =
1− e−2(κ−g)t

κ− g e−2t(κ−g)
,

T2 =
(κ− g) e−(κ−g)t

κ− g e−2t(κ−g)
,

T3 =
κ− g

κ− g e−2t(κ−g)
= 1− gT1. (20)

(19)式中的

: exp
[
(T2 − 1)

(
ã†ã+ a†a

)]
:

= exp
[(
ã†ã+ a†a

)
lnT2

]
. (21)

再用 (10)式, 可以把 (19)式进一步写成

|M (t)⟩ = T3 exp
[
gT1a

†ã†
]

exp
[(
ã†ã+ a†a

)
lnT2

]
× exp [κT1aã]M0 |η = 0⟩

= T3

∞∑
i,j=0

κigjT i+j
1

i!j!

× a†j ea
†a ln T2aiM0

× a†i ea
†a lnT2aj |η = 0⟩ . (22)

所以 t时刻的状态M (t)为

M (t) =
∞∑

i,j=0

T3
κigjT i+j

1

i!j!T 2j
2

exp
[
a†a lnT2

]
× a†jaiM0a

†iaj exp
[
a†a lnT2

]
, (23)

这是一个算符之和形式.

4 单一项目投资在金融市场中的演化
——二项 -负二项纠缠态的提出

当一个单一投资项目M0 = |n⟩ ⟨n|进入金融市
场后, 随着利好因素和利空因素的变化, 资产在金
融市场中不断地演化, 最终的输出结果就是收益.
利用

a† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩ ,

a |n⟩ =
√
n |n− 1⟩ (24)

得

M (t) =

∞∑
i,j=0

T3
κigjT i+j

1

i!j!T 2j
2

exp
[
a†a lnT2

]
× a†jai |n⟩ ⟨n| a†iaj exp

[
a†a lnT2

]
=

∞∑
i,j=0

T3
κigjT i+j

1

i!j!T 2j
2

exp
[
a†a lnT2

]
× a†j

n!

(n− i)!
|n− i⟩ ⟨n− i|
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× aj exp
[
a†a lnT2

]
= T3

∞∑
i=0

(
n

i

)
κiT i

1T
2(n−i)
2

×
∞∑
j=0

gjT j
1

(
n− i+ j

j

)
× |n− i+ j⟩ ⟨n− i+ j| . (25)

该解的系数部分

T3

∞∑
i=0

(
n

i

)
κiT i

1T
2(n−i)
2

∞∑
j=0

gjT j
1

(
n− i+ j

j

)
(26)

是一个概率分布函数, 前面二项式部分
∞∑
i=0

(
n

i

)
κiT i

1T
2(n−i)
2

与后面负二项式部分
∞∑
j=0

gjT j
1

(
n− i+ j

j

)
是通过 i指标纠缠在一起的, 所以我们命名该态为
二项 -负二项纠缠态.

利用负二项式定理:
∞∑
d=0

(
d+ l

d

)
(−x)

d
= (1 + x)

−l−1
, (27)

我们有

TrM (t) =

∞∑
m=0

⟨m|T3

∞∑
i=0

(
n

i

)
κiT i

1T
2(n−i)
2

×
∞∑
j=0

gjT j
1

(
n− i+ j

j

)
× |n− i+ j⟩ ⟨n− i+ j| m⟩

=
∞∑
i=0

(
n

i

)
κiT i

1T
2(n−i)
2 (1− gT1)

−n+i

=

∞∑
i=0

(
n

i

)
κiT i

1T
2(n−i)
2 (1− gT1)

−(n−i)

=

(
κT1 +

T 2
2

1− gT1

)n

= 1. (28)

这正是我们所期待的,表明这个演化过程是保迹的.

5 单一项目投资在金融市场中的收益

根据量子统计理论, 上述资产在金融市场演化
过程中 t时刻的期望值为

n̄ (t) = Tr
[
M (t) a†a

]
= T3

∞∑
i=0

(
n

i

)
κiT i

1T
2(n−i)
2

×
∞∑
j=0

gjT j
1

(
n− i+ j

j

)
× ⟨n− i+ j| a†a |n− i+ j⟩

= T3

∞∑
i=0

(
n

i

)
κiT i

1T
2(n−i)
2

×

 ∞∑
j=0

gjT j
1

(
n− i+ j

j

)
(n− i+ j)


= T3

∞∑
i=0

(
n

i

)
κiT i

1T
2(n−i)
2

×

[
(n− i)

∞∑
j=0

gjT j
1

(
n− i+ j

j

)
+ gT1 (n− i+ 1)

×
∞∑
j=1

(gT1)
j−1

(n− i+ j)!

(j − 1)! (n− i+ 1)!

]
. (29)

然后利用负二项式定理 (27)我们得到

n̄ (t)

= T3

∞∑
i=0

(
n

i

)
κiT i

1T
2(n−i)
2

×
[
(n− i) (1− gT1)

−n+i−1

+ gT1 (n− i+ 1) (1− gT1)
−n+i−2

]
= T3

∞∑
i=0

(
n

i

)
κiT i

1T
2(n−i)
2

× (1− gT1)
−n+i−2

(n− i+ gT1)

=
(n+ gT1)T3

(1− gT1)
2

∞∑
i=0

(
n

i

)
(κT1)

i

(
T 2
2

1− gT1

)n−i

− T3n (κT1)

(1− gT1)
2

∞∑
i=1

(n− 1)!

(i− 1)! (n− i)!
(κT1)

i−1

×
(

T 2
2

1− gT1

)(n−1)−(i−1)

. (30)

现在我们利用二项式定理简化 (30)式得

n̄ (t) =
(n+ gT1)T3

(1− gT1)
2

(
κT1 +

T 2
2

1− gT1

)n

− κT1T3n

(1− gT1)
2

(
κT1 +

T 2
2

1− gT1

)n−1

=
κ

κ− g

[
1− e−2(κ−g)t

]
+ (n+ 1) e−2(κ−g)t − 1. (31)

根据 (31)计算出
dn̄
dt =

d
dt

{
κ

κ− g

[
1− e−2(κ−g)t

]
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+ (n+ 1) e−2(κ−g)t − 1

}
= 2κ e−2(κ−g)t − 2 (n+ 1) (κ− g) e−2(κ−g)t

= 2 [(n+ 1) g − nκ] e2(g−κ)t. (32)

由于通常n ≫ 1, 所以
dn̄
dt = 2 [(n+ 1) g − nκ] e2(g−κ)t

≈ 2n (g − κ) e2(g−κ)t. (33)

6 分析和讨论

当金融市场处于萧条时期, 利好因素 g → 0或

者利好因素相对利空因素几乎可以忽略, 此时

n̄ (t) = n (1− κT1) = n e−2κt,

资产价值呈现指数衰减趋势, 快速缩水, 缩水速度
由利空指标κ表征.

当金融市场处于复苏时期, g > κ, 由 (33)式可

知
dn̄
dt > 0, 表明由于利好因素占主导地位, 资产价

值呈增值趋势的.
当金融市场处于繁荣时期, 利空因素κ → 0或

者利空因素相对利好因素几乎可以忽略, 此时

n̄ (t) =
n+ gT1

1− gT1
= (n+ 1) e2gt − 1,

资产价值呈现指数增加趋势, 增加速度由利好指标
g表征.

当金融市场处于衰退时期, g < κ, 由 (33)式可

知
dn̄
dt < 0, 表明由于利空因素占主导地位, 资产价

值呈现逐渐缩水趋势的.
当κ ≈ g时, 根据 (31)式可以得出 n̄ ≈ n, 表

明当金融市场处于均衡时期, 由于利好和利空因素
出现的程度相当或者差距很小, 此时资产在金融市
场中的价值几乎保持不变, 即处于保值状态 (或者
说 g略微大于κ, 资产在金融市场中略有增长, 其
程度和银行利息相当, 即通常意义上的资产保值或
不贬值).

7 实证检验

如图 1所示: 在2010年06月28日—2010年11
月 11日时间段基金市场处于繁荣时期 (其他杠杆
基金也呈显著增加趋势), 选取银华锐进 150019为
具体例子, 100万的资产在其中演化时价值近似呈

指数增长趋势的 (对价值取对数就是呈线性增长趋
势的).

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

5.0

5.1

06-28 07-21 08-17 09-09 10-15 11-11

图 1 表征繁荣时期 (g = 0.003932/日, κ = 0, 拟合效果:
Adjusted R-Squared = 0.9119) 根据中国证券市场基

金评价研究数据库相关数据整理而成

如图 2所示: 在2011年03月22日—2011年12
月 15日时间段基金市场处于萧条时期 (其他杠杆
基金也呈显著衰减趋势), 选取银华锐进 150019为
具体例子, 100万的资产在其中演化时价值近似呈
指数衰减趋势的 (对价值取对数就是呈线性衰减趋
势的).

03-22

3.8

3.9

4.0

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

05-13 07-11 08-24 10-17 12-15

图 2 表征衰退时期 (g = 0, κ = 0.0020382/日, 拟合效
果: Adjusted R-Squared = 0.8671) 根据中国证券市

场基金评价研究数据库相关数据整理而成

图中实线代表用我们模型对这个实例的计算

结果曲线, 波纹线是这个例子的实际演化曲线, 对
照两者可见拟合较成功.
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8 结论和展望

我们已经提出了一个描述金融投资项目状态

的量子力学方程, 能模拟一类金融投资项目 (其状
态用Dirac符号表示)在市场中的演化模式. 我们
通过引入纠缠态表象得出了该方程的量子解 (算符
之和形式), 该量子解给出了初态与终态的联系, 也
就给出了投资项目的动态过程. 作为例子, 我们求
出了单一投资项目在金融市场中的演化, 得出一些
有意义的结果, 不但得出了符合市场演化趋势的
解, 而且提出了二项 -负二项纠缠态.

尽管该方程和量子光学中激光通道的主方程

的形式有类似之处, 但其内涵是完全不同的, 就像
用Schrödinger方程用于描写生命过程一样, 我们
在本文中提出的金融市场量子力学状态演化方程

在复杂多变的金融市场中可以为投资者提供了一

个理想的基准, 用量子力学观点理解金融市场变
化, 在一定程度上进行数值分析. 我们将在今后的
工作中对该模型作进一步完善和应用.

感谢和材料科学与工程系陈千帆博士的有益讨论! 感
谢统计与金融系笪婷婷女士提供的数据和案例支持!
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Abstract
This paper proposes a quantum mechanical state equation for describing evolution of projects of financial investment,

while the parameters of this equation well simulate the fundamental elements of financial market, including investment
(input), assets loss (assets decrease), assets increase and income (output), the quantum mechanics operators involved
in this equation also can reflect the dynamic process and characteristics of the project, so the equation can be taken
as the evolution model of a kind of financial investment projects in the market. The entangled state representation is
introduced to solve this equation and its solution is obtained in an infinite operator-sum form, which exhibits the link
between the initial state and final state, i.e., the dynamic process of the financial investment project. As an example, we
derive the evolution law of a pure investment project in financial market, which conforms with the evolution trend of the
market. In solving the equation we also find a new state which we name it as the binomial-negative binomial entangled
state. Throughout the discussions we make full use of Dirac’s symbolic method and the technique of integration within
an ordered product (IWOP) of operators.

Keywords: econophysics, evolution of project of financial investment, binomial-negative-binomial
entangled state, entangled state representation
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