
物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 10 (2014) 104210

广义双曲正弦-高斯光束的Gyrator变换
性质和暗空心光束产生
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基于Gyrator变换, 推导了广义双曲正弦 -高斯光束场分布的解析表达式, 研究了广义双曲正弦 -高斯光
束在Gyrator变换平面上的光强分布和相位特性. 结果表明, 在Gyrator变换过程中, 具有边缘位错相位特性
的双曲正弦 -高斯光束能转换为具有涡旋的暗空心光束, 并确定产生的暗空心光束的拓扑荷指数为一, 而不具
有边缘位错相位特性的双曲余弦 -高斯光束则不可能出现空心结构. 对影响变换场强度和相位分布的束结构
参数及系统参数进行了分析讨论.
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1 引 言

Gyrator变换产生了相空间中位置 -空间频率
平面上的转动, 它与分数Fourier变换相似, 从数学
上看属于一类线性正则积分变换. Rodrigo等 [1−3]

将Gyrator变换引入到光学领域, 并设计了实现相
关变换的光学系统, 利用Gyrator变换成功地实现
了激光的厄米 -高斯模到拉盖尔 -高斯模的转换. 同
时Gyrator变换也被广泛地应用于数字图像信息加
密、光学图像信息加密等信息处理方面 [3−7].

实际上, 光波场有两类相位奇异或位错: 一类
是点位错或光涡旋, 即光波场中孤立点处波场复振
幅的实部和虚部同时为零, 因而光强度也为零; 另
一类是边缘或刃型位错, 即沿某波场线的两侧相位
有π的相移突变 [8,9]. 与光涡旋相关的空心结构被
广泛地应用于光学的许多领域, 如光涡旋可用于
信息编码从而增加信息存储密度; 光涡旋也可作
为光镊、光学扳手等, 用于微观粒子的操控和囚禁,
在生命科学和纳米技术中发挥着重要的作用. 近

年来, 空心光涡束的产生等问题引起了国内外学
者的广泛关注, 是重要研究课题之一 [9−12], 并且边
缘位错与光涡旋的相互作用问题也得到了深入讨

论 [13−16]. 但就我们所知, 除了讨论上述厄米 -高斯
模到拉盖尔 -高斯模的转换外, 边缘位错与光涡旋
的相互转换研究尚未见报道. 双曲正弦 -高斯光束
是具有边缘位错相位结构的典型光束. 实际上, 厄
米 -正弦 (余弦)-高斯光束是Casperson 等 [17,18] 给

出的在直角坐标系下波动方程的一类解析解, 他们
还设计了用正弦 (余弦)-高斯光阑或光腔实验产生
这类光束的方案 [19]. 而高斯光束、厄米 -高斯光束、
双曲正弦 (双曲余弦)-高斯光束及正弦 (余弦)-高斯
光束等都可视为厄米 -正弦 (余弦)-高斯光束的特
例, 而且对双曲正弦 -高斯光束等的传播性质等问
题已进行了广泛且深入的研究 [20−26].

本文研究了广义双曲正弦 -高斯光束经过Gy-
rator变换后的场强分布及相位奇异等特性. 结果
表明, 在适当变换条件下可实现光束从边缘位错到
光涡旋的转换.
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2 广义双曲正弦 -高斯光束的Gyrator
变换公式

设在入射平面上广义双曲正弦 -高斯光束的场
分布uψ(x, y)为

uψ(x, y)

= exp
(
− x2 + y2

w2
0

)
sinh

(
2βx

w0
+ iψ

)
, (1)

其中, w0为基模高斯光束的束腰宽度; β为

与双曲正弦有关的实参数; sinhx为双曲正
弦函数, sinhx = (exp(x) − exp(−x))/2. 这

里 引 入 参 数ψ是 为 了 统 一 讨 论 双 曲 正 弦 -
高斯光束和双曲余弦 -高斯光束的Gyrator变换
性质, 因为

uψ=π/2(x, y)

= exp
(
− x2 + y2

w2
0

)
sinh

(
2βx

w0
+
iπ

2

)

= i exp
(
− x2 + y2

w2
0

)
cosh

(
2βx

w0

)
, (2)

所以uψ=π/2(x, y)为通常的双曲余弦 -高斯光束,
uψ=0(x, y)则是标准的双曲正弦 -高斯光束 [17−19].
因此本文将 (1)式所表示的光束称为广义双曲正
弦 -高斯光束, 这是因为它除了可代表通常的双曲
正 (余)弦 -高斯光束外, 还可代表它们的叠加光束,
如uψ=π/4(x, y) 就是双曲正弦 -高斯光束与双曲余
弦 -高斯光束的等权重相位相差π/2 的叠加束. 另
外, 实参数双曲正弦 -高斯光束沿x轴存在边缘位

错, 而实参数双曲余弦 - 高斯光束不具有任何相位
奇异性.

Gyrator变换 [1−3]对二维函数uψ(x, y)进行如

下的积分变换:

Uα,ψ(x, y)

=
1

| sinα|

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
uψ(xi, yi)

× exp
[
2iπ(xy + xiyi) cosα− (xiy + xyi)

sinα

]
× dxidyi, (3)

其中α被称为变换角. 容易证明, α = 0时对应恒

等变换, 而α = π/2时它代表了坐标转动π/2的

Fourier变换或逆变换. 此外, Gyrator变换关于变
换角α具有可加性和周期性, Gyrator变换的数学

性质在文献 [1,3]中已有详细讨论. 特别地, 通过柱
透镜的特殊级联组合, 已成功设计出完成Gyrator
变换的光学系统 [2].

将 (1)式代入Gyrator变换 (3)式, 并两次利用
积分公式 ∫ ∞

−∞
exp(−αx2 + βx)dx

= exp
(
β2

4α

)
Re(α) > 0, (4)

容易得到

Uα,ψ(x, y)

=
πw2

0

| sinα|
√
1 + π2w4

0cot2α

× exp
[
2πi(1− π2w4

0)cotα
1 + π2w4

0cot2α
xy

− π2w2
0(x

2 + y2)sec2α− β2

1 + π2w4
0cot2α

]
× sinh

[
2πβw0secα(πxw2

0cotα− iy)
1 + π2w4

0cot2α

+ iψ
]
. (5)

引入标度坐标 (xw, yw) = (x, y)/w0, (5)式可写为
如下更简洁的形式:

Uα,ψ(x, y) = E0 exp[iA(1− δ2)xwyw sin 2α

−Aδ(x2w + y2w)] sinh[2Aβ(δxw cosα

− iyw sinα)− iψ], (6)

其中,

δ = πw2
0,

A =
δ

sin2 α+ δ2 cos2 α
,

E0 =
√
δA exp(Aβ2 sin2 α/δ).

显然, 经Gyrator变换后广义双曲正弦 -高斯光束
形式上仍是广义双曲正弦 -高斯光束, Gyrator变换
的效果只是使实宗量双曲正弦 - 高斯光束变换成复
宗量双曲正弦 -高斯光束. 方程 (6)是本文的主要结
果, 下面将主要依据 (6)式讨论经Gyrator变换后,
广义双曲正弦 -高斯光束在变换平面上的光强分布
及光波相位分布等特性.
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3 Gyrator变换后的广义双曲正弦 -高
斯光束在变换平面上的光强分布和

相位特性

因为

cosh(x± iy) = cosh(x) cos(y)± i sinh(x) sin(y),

所以

Icosh(x, y)

= |Uα,ψ=π/2(x, y)|2

= |E0|2 exp[−2A2δ2(x2w + y2w)]

× [sinh2(2Aβδxw cosα) sin2(2Aβyw sinα)

+ cosh2(2Aβδxw cosα) cos2(2Aβyw sinα)]. (7)

因此, 双曲余弦 -高斯光束的Gyrator变换束
Uα,ψ=π/2(x, y)在中央部位不存在孤立奇点, 其不
可能有光涡旋出现, 而且计算结果表明其中心区域
也不会出现空心结构. 在以下讨论中我们将不再考
虑双曲余弦 -高斯光束的Gyrator变换性质.

由于 sinh(x± iy) = sinhx cos y± i coshx sin y,

在Gyrator变换平面上双曲正弦 -高斯光束的光强
分布为

I(x, y)

= |Uα,ψ=0(x, y)|2

= |E0|2 exp[−2A2δ2(x2w + y2w)]

× [sinh2(2Aβδxw cosα) cos2(2Aβyw sinα)

+ cosh2(2Aβδxw cosα) sin2(2Aβyw sinα)]. (8)

利用数值方法, 由 (8)式可得到经Gyrator变换后
双曲正弦 -高斯光束在变换平面上的光强分布. 不
失一般性, 我们用最大光强对变换平面上的光强进
行归一化. 另外由 (8)式可知, 对于双曲正弦 - 高斯
光束 (ψ = 0), 其Gyrator变换场分布仅与Gyrator
变换角α、表征光束的束参数 δ 和β三个参量有关.

图 1给出了在Gyrator变换平面上双曲正弦 -
高斯光束的归一化光强 I(x, y)分布及相应场复

振幅的相位分布. 从图 1可以看出, 当 tanα = δ,
β = 0.1, 1/3时, 双曲正弦 -高斯光束的光强分布呈
现出明显的理想空心结构, 即沿亮环光强分布几乎
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图 1 束参数 β不同时, 在Gyrator变换面上双曲正弦 -高斯光束的归一化光强 I(x, y)分布及对应场复振幅的相位

分布 tanα = δ = 3. (a) β = 0.1, 光强分布; (b) β = 0.1, 相位分布; (c) β = 1/3, 光强分布; (d) β = 1/3, 相位
分布
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是相同或均匀的. 而相位分布表明, 在环中心处存
在一个光涡旋, 且其拓扑荷指数为一. 实际上, 计
算结果表明只要 |β|限制在 1/3以内, 这种理想的
环结构总能保持, 而 δ只是影响了亮环的大小, 且 δ

愈大, 亮环愈小, 如图 2所示. 由于 δ = πw2
0, 所以 δ

与初始输入光束的高斯束腰宽度直接相关, 因此可
通过选择适当的高斯束腰宽度控制亮环的大小.

下面, 考虑 tanα = ±δ, δ = 1及β参数足够小

的特殊情况. 在此情况下, (6)式可写为

Uα,ψ=0(x, y)

∼ exp[−Aδ(x2w + y2w)] sinh[
√
2β(xw ± iyw)]

≈(xw ± iyw) exp[−Aδ(x2w + y2w)], (9)

由此可知, 经Gyrator变换后, 双曲正弦 -高斯光束
成为具有拓扑荷指数为一的光涡. 这与上述数值结
果一致.

当 tanα接近于 δ但 tanα ̸= δ时, 沿亮环光强
分布会失去理想均匀性, 且当β取定时, 随 tanα
偏离 δ愈远, 光强分布失去均匀性愈严重, 图 3 所

示结果清楚地显示了这一现象. 因此, 为获得理
想的暗空心光束, 在给定双曲正弦 -高斯光束的束
参数条件下, 必须仔细调整Gyrator变换系统的变
换角α.
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图 2 束参数 δ不同时,双曲正弦 -高斯光束在Gyrator变换面上的归一化光强 I(x, y) 分布 tanα = δ, β=0.2.
(a) δ = 2; (b) δ = 4; (c) δ = 7
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图 3 变换角 α不同时,双曲正弦 -高斯光束在Gyrator变换面上的归一化光强 I(x, y) 分布 β = 0.1, δ = 3

(a) tanα = 0.95δ; (b) tanα = δ; (c) tanα = 1.05δ
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图 4 束参数 β = 1.65, 1.75, 1.85时,双曲正弦 -高斯光束在Gyrator变换面上的归一化光强 I(x, y)分布 δ = 3,
α = 0.45π. (a) β = 1.65; (b) β = 1.75; (c) β = 1.85
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此外, 对于其他系统或束参数值, 还可能获得
不同类型的空心光束. 当α = 0.45π, δ = 3时可得

到近似矩形空心光束 (注意此时标度坐标xw, yw与
之前不同), 结果如图 4所示. 应当指出, 此时变换
后光束强度分布对束参数 δ, β及系统的变换角α

都非常敏感, 在实际操作时要谨慎选择和调整.

4 结 论

由Gyrator变换公式出发, 本文推导出广义双
曲正弦 -高斯光束的场分布解析表达式, 并研究了
广义双曲正弦 -高斯光束的光强分布和相位特性.
结果表明: 在Gyrator变换下广义双曲正弦 -高斯
光束具有形式不变性; 而在Gyrator变换过程中,
具有边缘位错相位特性的双曲正弦 -高斯光束可转
换为中央部分具有涡旋的空心结构光束, 且由场
振幅的零实部和零虚部曲线发现场复振幅具有相

位奇异, 而中央部分不具有边缘位错相位特性的
双曲余弦 -高斯光束则不存在此性质. 同时, 对影
响Gyrator变换场分布结构的光束参数及变换系
统参数进行了分析讨论. 尽管双曲正弦 -高斯光束
和双曲余弦 -高斯光束都属于厄米 -双曲正弦 -高斯
类光束, 但这两种光束具有不同的特性, 从而导致
了不同的Gyrator变换性质. 本文研究表明, 利用
Gyrator变换系统实现空心光束的产生时, 输入光
束应具有边缘位错的相位结构. 另外, 本文进一步
丰富了Gyrator变换在光波模式转换方面的应用,
并且光涡束在信息处理、微粒控制等领域具有重要

应用, 而本文对光涡场的产生及其应用研究具有促
进作用.
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Gyrator transform of generalized sinh-Gaussian beam
and generation of dark hollow light beam with vortex
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Abstract
Starting from the Gyrator trnasform formula, the closed-form filed distribution of generalized sinh-Gaussian beam

passing through such a transform system is derived, and the intensity distribution and the corresponding phase distribu-
tion associated with the transforming generalized sinh-Gaussian beams are analyzed. Based on the numerical method,
the distributions are graphically drawn and it is found that, for appropriate beam parameters and by carefully adjusting
the transform angle of Gyrator transform, the dark hollow beam with topological charge index being unity can be realized
with sinh-Gaussian beam carrying an edge dislocation. And the influences of the beam parameters and the transform
angle on the formation of perfect dark hollow beams are analyzed. However, it is impossible to obtain dark hollow beam
with Gyrator transforming cosh-Gaussian beam.
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