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分形基底上受限固-固模型动力学性质的
数值模拟研究∗

杨毅 唐刚† 宋丽建 寻之朋 夏辉 郝大鹏

(中国矿业大学理学院物理系, 徐州 221116)

( 2014年 3月 4日收到; 2014年 4月 15日收到修改稿 )

为了探讨非完整基底结构对生长表面动力学行为的影响, 本文在具有相同分形维数而不同谱维数的谢尔
宾斯基箭头和蟹状分形基底上对受限固 -固 (restricted solid-on-solid, RSOS)模型的生长过程进行了大量的
数值模拟研究. 通过计算表面宽度和饱和表面极值高度的统计行为对生长表面的动力学行为进行了分析. 结
果表明, 分形基底结构对生长表面的动力学行为具有显著的影响. 尽管在两种基底上受限固 -固模型的表面宽
度均表现出很好的动力学标度行为, 仍然满足Family-Vicsek标度规律, 但由此计算得到的动力学标度指数并
不相同. 饱和生长表面的极值高度并不能满足三种常用的极值统计分布, 即Weibull, Gumbel和Frechet分布,
而是能很好地符合Asym2Sig分布.
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1 引 言

近年来, 人们基于不同的连续性生长方程和离
散生长模型对表面界面粗化动力学生长现象进行

了广泛研究 [1−6]. 通常用表面宽度描述粗化生长表
面的动力学行为, 随着研究的深入, 人们发现饱和
粗化表面生长高度的极值统计行为在分析表面界

面粗化动力学现象中有着同样重要的作用. 此外,
很多实际的生长体系存在着这种现象, 如细菌边缘
生长、晶体生长等. 因此, 对其进行深入研究具有十
分重要的价值.

表面界面粗化生长是一种十分复杂的随机过

程, 但其粗化表面能够形成自仿射的分形结构. 其
动力学行为通常用表面宽度W (L, t)进行描述, 其
定义为

W (L, t) =

√√√√1/Ld

Ld∑
i=1

[h(i, t)− ⟨h(t)⟩]2, (1)

其中, L表示基底的横向尺寸, d表示基底的维数

(通常情况下, d被定义为正整数), Ld表示基底上

的格点数目, h(i, t)表示 t时刻在基底格点 i处的表

面高度, ⟨h(t)⟩表示 t时刻表面高度的平均值. 通常
情况下, 在有限尺寸系统中, 表面宽度W (L, t)满足

Family-Vicsek提出的动力学标度律 [7]

W (L, t) = Lαf(t/Lz), (2)

其中, 标度函数 f(u)具有渐近行为: 当u ≪ 1时,
f(u) ∝ uβ ; 当u ≫ 1时, f(u)趋于常数. 式中α和

z分别为粗糙度指数与动力学指数, 常用来决定粗
糙表面所属的普适类. β = α/z为生长系数, 表示
系统表面初始生长阶段的动力学性质.

除表面宽度外, 表面极值统计分布在描述表
面界面粗化生长现象中同样有着十分重要的作

用 [8−11]. 涨落表面作为一种典型的非平衡系统, 生
长阶段的极值统计性质十分复杂, 与系统生长时间
和系统尺寸之间存在着很大的关联性, 故极值统计
理论主要应用在表面生长的饱和阶段. 以涨落表面

∗ 中央高校基本科研业务费 (批准号: 2013XK04)和国家自然科学基金 (批准号: 11304377, 11247249)资助的课题.
† 通讯作者. E-mail: gangtang@cumt.edu.cn

© 2014 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

150501-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.150501
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 15 (2014) 150501

的纵向生长高度为例, 对于基底尺寸为L的有限系

统, 相对生长高度的最大值hmax在饱和区域的分

布满足 [10,11]

P (hmax, L) ∝ L−αf(hmax/L
α), (3)

其中 f (x)为标度函数, α为前文所述的粗糙度

指数.
表面界面粗化生长现象可以划分为不同的普

适类 [12], 同一普适类的生长表面可以用相同的动
力学方程描述. 例如抛射沉积 (ballistic deposition,
BD)模型 [13], Eden模型 [14]在欧几里得空间均能

够用Kardar-Parisi-Zhang(KPZ) [15]方程描述, 属
于KPZ普适类. 相应的KPZ方程表示为

∂h

∂t
= ν∇2h+

λ

2
(∇h)

2
+ η(r, t), (4)

式中, ν表示表面的张力系数, 方程右边非线性项
表示表面沿侧向的生长, 非线性系数λ正比于表面

的生长速度, η(r, t)表示生长随机性对表面涨落的
影响, 即高斯噪声项. 理论分析表明, 在欧几里得
空间粗糙度指数α和动力学指数 z满足标度关系

α+ z = 2, 且和基底的维数无关 [2,15].
人们在欧几里得空间运用上述方法取得了很

好的成果 [12,15,16], 而分形理论的发展使得人们开
始关注分形基底结构对表面界面粗化生长动力学

行为的影响.
受限固 -固 (restricted solid-on-solid, RSOS)模

型 [16]作为KPZ普适类中一个十分重要的离散生
长模型, Lee 等 [17]研究指出RSOS模型在分形维
数 df = 2的谢尔宾斯基垫片和棋盘分形两种分

形基底上的表面界面生长比维数d = 2的欧几里

得基底要粗糙, 虽然仍满足Family-Vicsek标度规
律, 但标度关系α + z = 2不再成立. Tang等 [18]

在谢尔宾斯基毯上对刻蚀模型的模拟结果也显示

出不满足标度关系α + z = 2, 并且认为分形结构
不仅导致了奇异扩散, 还影响了其非线性动力学
行为. 平衡受限固 -固 (equilibrium restricted solid-
on-solid, ERSOS)模型作为RSOS模型的推广, Lee
和Kim [19]在谢尔宾斯基垫片和棋盘分形等分形基

底上对其进行研究时发现欧几里得空间内成立的

线性Edwards-Wilkinson(EW)方程并不能用来描
述分形基底上的生长过程. 为此, 他们提出分数阶
EW方程

∂h

∂t
= ν∇zEWh+ η (r, t) , (5)

式中, zRW表示分形基底上随机游走的动力学指

数. 并且他们发现分形基底上ERSOS模型具有很

好的动力学标度行为, 满足Family-Vicsek标度律,
模拟结果与直接标度分析方法的解析结果符合的

很好, 满足标度关系 2α + df = z. 此外, Xun等 [20]

在谢尔宾斯基箭头和蟹状分形基底上对Family模
型以及Kim等 [21]在谢尔宾斯基垫片和棋盘分形上

对表面弛豫随机沉积模型的研究结果表明分数阶

的EW方程具有一定的普适性. 同时Xun等 [20]指

出当不同的分形基底具有相同的分形维数和谱维

数时, 所得标度指数相同.
Lee等 [17]所采用的基底虽然是分形结构, 但

其分形维数df = 2却为整数. 为更深入的探讨非
完整基底结构对生长表面动力学行为的影响, 本文
在两种分形维数为非整数维的分形基底上对RSOS
模型进行Kinetic Monte Carlo模拟研究, 并从表面
宽度和表面生长高度的极值统计分布两方面分析

RSOS模型的动力学标度行为. 研究发现分形基底
上RSOS模型的表面宽度表现出很好的标度行为,
仍遵循Family-Vicsek标度律, 但由此计算两种分
形基底上的标度指数存在差异. 发现α + z > 2,
不满足欧几里得空间成立的动力学标度关系

α + z = 2. 表面生长的极值高度具有很好的统
计分布行为, 能够很好地符合Asym2Sig函数.

2 分形基底及受限固 -固模型

2.1 谢尔宾斯基箭头和蟹状分形基底

Huynh等 [22]在研究Abelian Manna模型的雪
崩尺寸分布时引入了具有相同分形维数 (df ≈
1.585)的谢尔宾斯基箭头和蟹状分形基底, 分别
如图 1和图 2 所示. 这两种分形基底由弧分形系
统演化而来, 具有相同的初始生成元, 经过n次迭

代后它们总格点数目均为Nn = 3n + 1. 但由于它
们的生成规则不同, 造成基底的具体结构存在很大
差异, 相应的系统尺寸也不同, 谢尔宾斯基箭头的
系统尺寸Ln = 2n + 1, 蟹状分形基底的系统尺寸
Ln = 3× 2n−1(系统尺寸被定义为横向空心圆和实
心圆的个数总和).

图 1和图 2给出了经四次迭代生成的谢尔宾斯

基箭头和蟹状分形基底 (实心圆表示格点, 空心圆
是为标度系统尺寸而设置的参考点), 显示出这两
种分形基底的具体微观结构存在明显差异. 从图中
可以看出除边界点外基底上每个格点都有两个或

三个最近邻点, 且蟹状分形基底上配位数为三的格
点位置分布相对于谢尔宾斯基箭头更加集中.
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n/

L

图 1 经过四次迭代生成的谢尔宾斯基箭头分形基底, 线
性尺寸L = 17

n/

L

图 2 经过四次迭代生成的蟹状分形基底, 线性尺寸
L = 24

2.2 受限固 -固(RSOS)模型

Kim和Kosterlitz [16]为研究KPZ方程的动力
学行为提出RSOS模型, 该模型可以生成没有悬挂
键和空洞的致密结构. 其动力学生长规则是: 在分
形基底上随机选择一个格点位置x, 然后比较该格
点位置x与其最邻近格点位置x′上的高度差 |∇h|,
如果此高度差满足

|∇h| = |h(x)− h(x′)| 6 1, (6)

则在该格点位置沉积一个粒子, 相应的生长高度
h (x) → h (x) + 1; 如果不满足此高度差, 则该沉积
过程不发生, 相应的生长高度保持不变.

本文利用上述生长规则模拟了谢尔宾斯基箭

头和蟹状分形基底上RSOS模型表面粗化生长的
动力学行为. 选取的迭代次数为n = 4, 5, 6, 7, 8,
对应的格点数为N = 82, 244, 728, 2188, 6562, 即
谢尔宾斯基箭头的系统尺寸L = 17, 33, 65, 129,
257, 蟹状分形基底的系统尺寸L = 24, 48, 96, 192,
384. 在数值模拟中, 采用蒙特卡罗时间步长, 最
小尺寸的沉积时间为 211, 统计平均次数为 105; 最
大尺寸的沉积时间为 217, 统计平均次数为 104. 对
饱和生长涨落表面进行极值统计时选取迭代次数

n = 5, 即谢尔宾斯基箭头的系统尺寸L = 33, 蟹形

分形基底的系统尺寸L = 48, 为保证统计结果的准
确性, 统计平均次数设置为107.

3 数值模拟结果

3.1 谢尔宾斯基箭头和蟹状分形基底上

RSOS 模型表面宽度的动力学标度
行为

图 3给出了迭代次数n = 4, 5, 6, 7, 8的谢尔宾

斯基箭头分形基底上RSOS模型表面宽度W (L, t)

随生长时间 t变化的双对数曲线关系, 插图显示了
饱和宽度Wsat(L)与系统尺寸L的双对数曲线关

系. 在早期生长阶段 t ≪ Lz, 生长表面宽度与生
长时间满足幂律关系W (L, t) ∝ tβ , 我们采用文献
中最常用的标准处理方法 [7], 对最大基底尺寸的曲
线进行线性拟合, 获得生长指数β = 0.276± 0.002,
此时, 生长表面的横向关联性逐渐增强, 即离散
模型的生长规则起主要作用. 在饱和生长阶段,
生长表面宽度满足幂律关系Wsat(L) ∝ Lα, 通
过对插图中的数据进行线性拟合, 获得粗糙度指数
α = 0.514±0.003. 则动力学指数 z = α/β ≈ 1.862.

0 4 8 12 16 20
-1

0

1

2

3

4 5 6 7 8

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

lo
g

2
 W

lo
g

2
 W

log2 t

log2 L

 n/

 n/

 n/

 n/

 n/

β=0.276 

α=0.514

图 3 谢尔宾斯基箭头基底上RSOS模型的表面宽度
W (L, t), n = 4—8为基底的迭代次数 (t为生长时间, 插
图为饱和宽度Wsat随系统尺寸L变化的双对数曲线)

图 4给出了谢尔宾斯基箭头基底上W/Lα与

t/Lz重新标度后的双对数关系, 可以看出, 各个曲
线塌缩的很好, 说明谢尔宾斯基箭头分形基底上
RSOS模型的表面宽度表现出很好的标度行为. 根
据我们的模拟结果, 在谢尔宾斯基箭头上粗糙度指
数与动力学指数之和α+ z ≈ 2.376, 并不满足在欧
几里得空间成立的标度关系α+ z = 2 [2,15].

图 5给出了迭代次数n = 4, 5, 6, 7, 8的蟹状
分形基底上RSOS模型表面宽度W (L, t)随生长时
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间 t 变化的双对数曲线关系, 插图显示了饱和宽度
Wsat(L)与系统生长尺寸L的双对数关系. 采用与
谢尔宾斯基箭头分形基底上相同的处理方法, 我们
获得了生长指数β = 0.323 ± 0.002及粗糙度指数

α = 0.633 ± 0.006. 利用动力学标度关系 z = α/β,
获得动力学指数 z ≈ 1.96, 并发现在蟹状分形基底
上, 标度指数明显大于谢尔宾斯基箭头的标度指
数. 从图 1和图 2的分形基底上可以看出, 蟹状分
形基底上配位数为三的格点分布比谢尔宾斯基箭

头相对集中, 而一个格点的配位数会影响该格点的
生长情况. 由此我们认为, 蟹状分形基底格点的这
种分布方式使得RSOS模型在该基底上比谢尔宾
斯基箭头的生长表面要粗糙.
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图 4 (网刊彩色) 谢尔宾斯基箭头基底上RSOS模型
W/Lα随 t/Lz变化的双对数关系 (n = 4—8为基底的迭
代次数, t为生长时间, α = 0.514, z = 1.862)
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图 5 (网刊彩色) 蟹状基底上RSOS模型的表面宽度
W (L, t), n = 4—8为基底的迭代次数 (t为生长时间, 插
图为饱和宽度Wsat随系统尺寸L变化的双对数曲线)

图 6给出了蟹状分形基底上W/Lα与 t/Lz重

新标度后的双对数关系, 可以看出, 除了早期生
长阶段, 其余部分的数据塌缩的很好, 这说明蟹

状分形基底上RSOS模型的表面宽度也表现出
很好的标度行为. 根据我们的模拟结果, 在谢
尔宾斯基箭头上粗糙度指数与动力学指数之和

α + z ≈ 2.593, 也不满足在欧几里得空间成立的标
度关系α+ z = 2 [2,15].
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图 6 (网刊彩色) 蟹状基底上RSOS模型W/Lα随 t/Lz

变化的双对数关系, n = 4—8为基底的迭代次数, t为生
长时间, α = 0.633, z = 1.96

3.2 谢尔宾斯基箭头和蟹状分形基底上

RSOS 模型的表面极值高度统计行为

20世纪 30年代, Fisher和Tippett [23]对独立

同分布的极大 (小)值渐近分布进行理论研究时
提出了三种极值分布: I型的Gumbel分布, II 型
的Frechet分布和 III型的Weibull分布. Gumbel
函数作为描述不同分布下样本容量中极大 (小)
值的分布, 有着非常重要的应用. 文献 [24—26]
指出, 关联物理系统中涨落表面全局涨落可以
用广义Gumbel函数进行描述. Wen等 [27]在分析

1+1维Wolf-Villain 模型生长表面高度极值统计
分布时发现相对极大生长高度服从广义Gumbel
分布, 而相对极小生长高度不满足广义Gumbel分
布. Oliveira 等 [28]研究KPZ和LDV普适类的几种
离散生长模型粗化生长表面的相对极大生长高度

和相对极小生长高度分布时, 指出在峰值处可以利
用广义Gumbel函数拟合, 但是在尾巴处存在差异.
本文在两种分形基底上的表面极值高度统计分布

结果显示相对极大高度分布和相对极小高度分布

均不能很好的利用这三种极值分布函数进行拟合,
或许说明分形结构影响了涨落表面的极值统计分

布行为. Cui 等 [29]研究HSSF-CW关于示踪物的
停滞时间密度分布以及Brar [30]研究光致发光谱的

强度分布时, 发现Asym2Sig分布函数拟合效果很
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好. Asym2Sig函数表达式为

y = y0 +A(1 + e−(x−xc+w1/2)/w2)−1

× (1− (1 + e−(x−xc+w1/2)/w3)−1), (7)

其中, x和 y分别为自变量和因变量, y0为偏移量,
A为振幅, xc为水平方向的中心点, w1, w2, w3为

宽度参量, 且w2和w3决定峰值位置.
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图 7 谢尔宾斯基箭头基底上RSOS模型饱和表面相对生
长高度极大值 (SMAHD)和蟹状基底上RSOS模型饱和
表面相对生长高度极大值 (CMAHD)的统计分布
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图 8 谢尔宾斯基箭头基底上RSOS模型饱和表面相对生
长高度极小值 (SMIHD)和蟹状基底上RSOS模型饱和
表面相对生长高度极小值 (CMIHD)的统计分布

图 7和图 8分别给出了谢尔宾斯基箭头和蟹状

分形基底两种分形基底上RSOS模型饱和生长表

面相对生长高度极大值和相对生长高度极小值的

统计分布, 横坐标定义为X = hm, 其中hm表示相

对极大 (小)高度. 纵坐标定义为统一除以对应峰值
处最大统计次数, 使纵坐标取值范围限制在 [0, 1]
之间. 从图中可以看出, 两种分形基底上饱和生长
表面的相对生长高度极值统计存在明显差异.

图 9给出了重新标度之后的两种分形基底上

生长表面极值高度分布, 采用和文献 [27]相同的
处理方法, 即横坐标定义为X = (hm − ⟨hm⟩)/δ,
⟨hm⟩表示相对极大 (小)高度的统计平均值, δ =

(
⟨
h2

m
⟩
− ⟨hm⟩2)1/2表示相对极大 (小)高度的标准

差. 纵坐标定义为统一除以对应峰值处最大统计次
数, 使纵坐标取值范围限制在 [0, 1]之间. 模拟结果
显示两种分形基底上MIHD与MAHD具有很好的
统计行为, 重新标度之后能够塌缩在一起, 较好的
服从Asym2Sig分布函数. 说明基底微观结构的不
同没有影响RSOS模型饱和生长表面的极值统计
分布行为. 表 1给出了两种分形基底上MAHD和
MIHD通过Asym2Sig函数拟合的参数情况. 可以
看出, 影响峰值的宽度参数w2和w3在两种分形基

底上对MAHD与MIHD拟合所得数值在误差范围
之内可以认为是相等的.
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图 9 (网刊彩色)蟹状基底上RSOS模型饱和表面相对生
长高度极大值 (CMAHD)与相对生长高度极小值 (CMI-
HD)的统计分布和谢尔宾斯基箭头基底上RSOS模型饱
和表面相对生长高度极大值 (SMAHD)与相对生长高度
极小值 (SMIHD)

表 1 归一化后两种分形基底上MAHD与MIHD的Asym2Sig函数各参数拟合结果

y0 xc A w1 w2 w3

CMAHD −0.006 ±0.003 −0.236 ±0.012 1.216 ±0.028 2.052 ±0.046 0.280 ±0.008 0.639 ±0.019

CMIHD −0.004 ±0.002 −0.241 ±0.009 1.224 ±0.022 1.990 ±0.034 0.283 ±0.006 0.640 ±0.013

SMAHD −0.003 ±0.002 −0.267 ±0.012 1.311 ±0.031 1.792 ±0.045 0.306 ±0.006 0.651 ±0.015

SMIHD −0.003 ±0.001 −0.262 ±0.011 1.318 ±0.030 1.778 ±0.044 0.315 ±0.006 0.651 ±0.014
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4 结 论

本文采用具有相同分形维数的谢尔宾斯基箭

头和蟹状分形基底, 从粗化生长表面的表面宽度
及相对生长高度极值统计分布两方面分析研究了

非完整基底结构对表面动力学标度性质的影响.
模拟结果表明RSOS模型表面宽度具有很好的动
力学标度行为, 仍然满足Family-Vicsek标度律, 且
两种分形基底上MAHD和MIHD具有很好的统计
分布规律, 并且能很好地满足Asym2Sig分布函数,
而不是常见的三种广义极值分布函数, 即Weibull,
Gumbel和Frechet分布. 分形基底结构的改变影
响了生长模型的动力学行为.

此外, RSOS模型在两种分形基底上得到的动
力学指数、粗糙度指数、生长指数存在明显差异. 虽
然Lee等 [17]在具有相同分形维数的基底上得到的

动力学指数也存在差异, 但其认为在分形基底上粗
糙度指数与动力学指数之和在一定误差范围内是

相等的. 而本文的模拟结果显示出谢尔宾斯基箭头
α + z = 2.36与蟹状分形基底α + z = 2.58的情况

并不相等. 另根据Xun等 [20]的研究结果, 我们有
理由认为是基底谱维数的不同造成了这两种分形

基底上表面界面的表面宽度性质的差异.
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Abstract
In order to investigate the effect of the structure of a non-complete substrate on the dynamic behaviors of a growing

surface, the restricted solid-on-solid model on Sierpinski arrowhead and Crab fractal substrates, which have the same
fractal dimensions but of different spectrum dimensions, are extensively studied by means of numerical simulations. The
surface width and the maximal height of the saturated surface are calculated. It is found that the microscopic structure
of the substrates affects significantly the dynamic properties of the surfaces. Although the restricted solid-on-solid model
evolving on two kinds of fractal substrates exhibits dynamic scaling behavior, the standard Family-Vicsek scaling is still
satisfied for different dynamic scaling exponents. The maximal height of the width of saturated surface can be fitted
by Asym2Sig distribution, not by the three kinds of usual extreme statistical distribution, i.e. Weibull, Gumbel, and
Frechet distributions.
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