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基于不确定性变时滞分数阶超混沌系统的滑模

自适应鲁棒的同步控制∗

吴学礼† 刘杰 张建华 王英

(河北科技大学电气工程学院, 石家庄 050000)

( 2014年 2月 26日收到; 2014年 4月 30日收到修改稿 )

针对一类含有不确定参数的时变时滞系统的同步控制问题, 提出了一种滑模自适应鲁棒控制方法. 基于
Lyapunov稳定性理论和滑模自适应控制方法, 设计出滑模自适应鲁棒控制器和参数自适应率. 所设计的单一
控制器适用于一类分数阶超混沌系统的同步性控制问题, 它不仅具有较强的抗噪声能力而且对于时变时滞系
统也具有良好的控制能力, 因此该控制器具有较好的实用价值. 此外, 通过在系统的输入量中引入一个补偿
量, 用以消除系统中所存在的不确定性和外界扰动的影响, 从而实现不确定性分数阶超混沌系统的同步, 并且
将系统的同步误差控制在任意小范围内. 最后, 对带有外界噪声扰动、系统参数不确定的时变时滞Chen分数
阶超混沌系统进行了数值仿真, 经过短暂的时间, 响应系统与驱动系统同步, 进而验证了所提出的控制方法的
有效性.
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1 引 言

分数阶微积分的研究距今已有 300多年的历
史, 其发展几乎与整数阶微积分同步, 但将其应用
到物理学和工程学的研究热潮还是最近几十年兴

起的 [1,2]. 分数阶微分方程是指微分阶次可以是任
意的或是分数的方程, 它扩展了整数阶微分方程的
描述能力, 是整数阶微分方程的推广 [3,4]. 分数阶
微分方程不仅为研究提供了新的数学工具, 而且为
系统提供了更完善的数学模型 [5,6]. 一方面, 在自
然界及许多科学技术领域中存在大量的相似于整

数阶微积分动力学描述的分数维现象; 另一方面,
在信息通信加密、生物分子工程、细胞组织工程等

一些新兴领域 [7,8], 采用传统的微分方程作为动态
系统建模的方法存在很大的局限性 [9], 分数阶微积
分可以提供一种非线性运算模型 [10], 通常能取得
比较满意的效果.

混沌理论由于其在信息、生物、物理、化学等领

域具有潜在的应用价值而得到了广泛的研究 [11,12].
这些研究主要集中于整数阶混沌系统. 然而实际的
系统通常是以分数阶形式存在的 [13,14], 整数阶混
沌系统是对实际混沌系统的理想化处理, 因此研究
分数阶混沌系统更具有普遍意义和实用性. 目前人
们提出了许多分数阶混沌系统的同步控制方法 [15],
如驱动 -响应法、滑模控制法、Lyapunov方程法、自
适应控制法、主动控制法、非线性反馈控制法和广

义同步法等 [16−22]. 滑模自适应鲁棒控制不仅具有
较快的响应性、良好的动态特性和对外界变化的不

灵敏性, 还可对系统中存在的不确定性进行控制以
及具有良好的鲁棒性等很多诱人的优点.

最近, 文献 [10]采用滑模控制法实现了一类三
维分数阶混沌系统的同步, 但其控制系统简单, 并
且没有考虑在现实应用中可能出现的系统参数未

知, 外界对系统的扰动以及时变时滞对系统同步性
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的影响. 文献［13］采用滑模控制法实现了分数阶类
Lorenz 系统的同步, 但是其缺乏考虑通信以及自
动控制过程中存在的时变时滞性问题, 然而这些问
题在现实生活中很难避免. 因此, 研究不确定性变
时滞分数阶超混沌系统的同步控制更具有一般性.

针对分数阶混沌系统同步控制方法中存在的

不足 [5−24], 根据整数阶混沌系统的滑模自适应同
步方法, 本文提出了不确定性变时滞分数阶超混沌
系统的滑模自适应鲁棒控制的同步方法, 采用单一
控制器实现了分数阶超混沌系统的滑模自适应鲁

棒同步. 并且, 针对一类分数阶超混沌系统控制中
所存在的时变时滞性、外界扰动以及系统参数不确

定性, 采用此控制器也得到了有效的解决. 数值模
拟结果验证了本文方法的有效性.

2 分数阶超混沌系统

本文所研究的分数阶超混沌系统如下:

Dq
tx = Ax(t) + f(x(t), x(t− h(t)))

(x(0) = x0, 0 < q < 1). (1)

根据分数阶微分算子条件, 系统状态初值x(0)

已知, x(0) = x0, 所以选用Caputo微分算子 [23]

Dq
t (Dq

t = dq/dtq)作为系统微分算子. x(t) 为

系统的状态变量, x(t) ∈ Rn; x0为初始值; 系统
矩阵A ∈ Rn×n, 非线性函数f(x(t), x(t − h(t)))

为n × 1矩阵; 变时滞h(t)满足 0 6 h(t) 6 h,
|ḣ(t)| 6 d 6 1.

响应系统为

Dq
t y = Ay(t) + f(y(t), y(t− h(t)))

+∆+ u (y(0) = y0, 0 < q < 1). (2)

这里y为系统的状态变量, y ∈ Rn; y0为初始值; 系
统矩阵A ∈ Rn×n, 非线性函数f(y(t), y(t− h(t)))

为n × 1矩阵; 变时滞h(t)满足 0 6 h(t) 6 h,
|ḣ(t)| 6 d 6 1; u为系统控制的输入, u ∈ Rn; 不确
定项∆为n × 1矩阵, ∆ = [∆1, ∆2, · · · ,∆n]

T. 假
定不确定项有界且满足 ∥∆i∥ 6 ρi(i = 1, 2, · · · , n),
其中ρi 为已知常数, 记ρ = [ρ1, ρ2, · · · , ρn]T.

令 ei = yi − xi, 则误差系统为

Dq
t e = Ae(t) + f(y(t), y(t− h(t)))

− f(x(t), x(t− h(t))) +∆+ u. (3)

进一步, 令Dq
t e = g(e) +∆, 系统 (3)可写为

Dq
t e1 = g1(e1, e2, e3, e4),

Dq
t e2 = g2(e1, e2, e3, e4),

Dq
t e3 = g3(e1, e2, e3, e4),

Dq
t e4 = g4(e1(t− h(t)), e2, e3, e4) +∆4. (4)

假设1 对于分数阶超混沌系统Dq
tx =

Ax(t) + f(x(t), x(t − h(t))), 若系统 (3)和系统 (4)
在 e4 = 0的邻域内光滑连续, 并且

Dq
t e1 = g1(e1, e2, e3, 0),

Dq
t e2 = g2(e1, e2, e3, 0),

Dq
t e3 = g3(e1, e2, e3, 0) (5)

满足 e1 = 0, e2 = 0, 则 e3 = 0, 于是在 e4 = 0的邻

域内, 系统误差是一致指数渐近稳定的.
假设2 对于误差系统 (3), 存在正数λ1, λ2,

λ4 并满足

g4(e1, e2, e3, e4)

6λ1|e1(t− h(t))|+ λ2|e2|+ λ4|e4|. (6)

为了使误差系统稳定在平衡点 e = 0 (即系统同步)
可采用如下控制法:

Dq
t e1 = g1(e1, e2, e3, e4),

Dq
t e2 = g2(e1, e2, e3, e4),

Dq
t e3 = g3(e1, e2, e3, e4),

Dq
t e4 = g4(e1(t− h(t)), e2, e3, e4) +∆4 + u. (7)

本文所设计的控制器为

u = u1 + u2. (8)

u1 =− (k̂1|e1|+ k̂2|e2|+ k̂4|e4|)sign(s)

− rs+ δ. (9)

这里, s为滑模面,

s = Dq−1
t e4 +

∫ t

0

c4e4(τ)dτ, (10)

其中 c4为常数; r为一个任意小的正常数; k̂1, k̂2,
k̂4分别为自适应估计参数k1, k2, k4的估计值, ˙̂

k1,
˙̂
k2, ˙̂

k4分别为k1, k2, k4的自适应率,
˙̂
k1 = |e1||s|,
˙̂
k2 = |e2||s|,
˙̂
k4 = |e4||s|; (11)

δ为引入的不确定项的控制补偿量,

δ = [δ1, δ2, · · · , δn]T
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=
1

2ε
[ρ21s, ρ

2
2s, · · · , ρ2ns]T

(ε为任意小正数).

u2 = (β|e1(t)| − [1− d]β|e1(t− h)|)|s|, (12)

其中β =
λ1

1− d
.

定理 对于从任意值出发的受控误差系统,
当 t → ∞, 其轨线收敛于零, 即 lim

t→∞
ei = 0(i =

1, 2, 3, 4), 在滑模自适应控制器的作用下分数阶
系统渐近同步.

证明 当系统发生滑模运动时, 所设计的滑
模面 s需满足如下条件:

s = Dq−1
t e4 +

∫ t

0

c4e4(τ)dτ = 0, (13)

ṡ = Dq
t e4 + c4e4 = 0, (14)

由此可得

Dq
t e4 = −c4e4.

显然选取 c4 > 0, 误差 e4渐近稳定, 即

lim
t→∞

e4 = 0. (15)

由假设 1可知, 在 e4 = 0的邻域内, e1, e2满足

lim
t→∞

e1 = 0, lim
t→∞

e2 = 0时, lim
t→∞

e3 = 0, 记
lim
t→∞

ei = 0 (i = 1, 2, 3, 4). 综上可知 s = 0,
且 ṡ = 0.

下面证明从任意初始条件出发的误差系统满

足滑模条件 s = 0.
引理1 设 p > 1, q > 1, 1

p
+

1

q
= 1, 则

∀m,n > 0, 必有

m · n 6 mp

p
+

nq

q
,

其中等号成立的充分必要条件为mp = nq. 此引理
即为Young不等式.

证明 设 y = l(x) = xp−1, 则 l(x)在 [0, +∞]

上是严格单调递增的连续函数, 且 l(0) = 0, 其反函
数为x = l−1(y) = y

1
p−1 = yq−1, 曲线 y = l(x)与x

轴、y轴所围成的面积为T1, T2, 两者与矩形面积相
比较得到m · n 6 T1 + T2, 并且

T1 =

∫ m

0

xp−1dx =
mp

p
,

T2 =

∫ n

0

yq−1dy =
nq

q
,

故m · n 6 mp

p
+

nq

q
.

引理2 对于自治系统
dqx

dtq = Ax, 其中, 系

统状态变量x = (x1, x2, · · · , xi), A为系数矩阵,
当 0 < q < 1时其为真分数阶系统. 如果系数矩
阵A 的任意特征值λ满足 | arg(λ)| > qπ

2
, 则系统

dqx

dtq = Ax稳定 [24].

证明 尽管整数阶系统中状态变量x与分数

阶系统中状态变量x的混沌吸引子不同, 但分数阶
系统的系数矩阵A 中的状态变量x和整数阶系统

的系数矩阵A中的状态变量x都在实数域内变化.
如果能证明整数阶混沌系统全局稳定时A的所有

特征值都具有不大于零的实部, 则可判定分数阶混
沌系统稳定, 然而对于整数阶非线性系统稳定性的
判定, 使用的主要依据是Lyapunov稳定定理, 所以
分数阶超混沌系统中系数矩阵A 的任意特征值λ

满足 | arg(λ)| > qπ

2
时, 系统 dqx

dtq = Ax稳定, 即分

数阶混沌系统的稳定性证明可转换为整数阶混沌

系统的Lyapunov稳定性证明.
选取Lyapunov函数为

V (t) =
1

2
s2 +

1

2
k̃21 +

1

2
k̃22 +

1

2
k̃24, (16)

其中,

k̃1 = k1 − k̂1,

k̃2 = k2 − k̂2,

k̃4 = k4 − k̂4. (17)

(16)式等号两端对时间求导可得

V̇ (t) = sṡ+ (k − k̂)(− ˙̂
k)

= (Dq
t e4 + c4e4)s− k̃1

˙̂
k1 − k̃2

˙̂
k2 − k̃4

˙̂
k4

= (g4(e1(t− h(t)), e2, e3, e4)

−∆+ u+ c4e4)s− k̃1
˙̂
k1 − k̃2

˙̂
k2 − k̃4

˙̂
k4

6 (λ1|e1(t− h(t))|+ λ2|e2|+ λ4|e4|

−∆− (k̂1|e1|+ k̂2|e2|+ k̂4|e4|)sign(s)

+ δ − rs+ c4e4)s

− k̃1
˙̂
k1 − k̃2

˙̂
k2 − k̃4

˙̂
k4 + u2

6 (λ1|e1(t− h)| − k̂1|e1|)|s|

+ (λ2 − k̂2)|e2||s|

+ (λ4 − k̂4 + c4)|e4||s|+ (δ −∆)|s|

− rs2 − k̃1
˙̂
k1 − k̃2

˙̂
k2 − k̃4

˙̂
k4

+ (β|e1(t)| − [1− d]β|e1(t− h)|)|s|. (18)
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当取k1 = β, k2 = λ2, k4 = λ4 + c4时, 有

V̇ (t) = (λ1|e1(t− h)| − k̂1|e1|)|s|

+ (λ2 − k̂2)|e2||s|

+ (λ4 − k̂4 + c4)|e4||s|

+ (δ −∆)|s| − k̃1
˙̂
k1 − k̃2

˙̂
k2 − k̃4

˙̂
k4

+ λ1|e1||s| − [1− d]λ1|e1(t− h)||s|

= (λ1|e1(t− h)| − k̂1|e1|)|s|

+ k̃2|e2||s|+ k̃4|e4||s|

+ (δ −∆)|s| − rs2

− k̃1
˙̂
k1 − k̃2

˙̂
k2 − k̃4

˙̂
k4 + β|e1||s|

− [1− d]β|e1(t− h)||s|

6 (β − k̂1)|e1||s| − k̃1
˙̂
k1 − rs2

+

(
1

2ε
[ρ21s, ρ

2
2s, · · · , ρ2ns]T −∆T

)
|s|

6− rs2 +

(
1

2ε
[ρ21s, ρ

2
2s, · · · , ρ2ns]T

−∆T
)
|s|. (19)

根据引理1 (Young不等式) 可知
ρ2i s

2

2ε
+

ε

2
> ρi|s| > ∆i|s|, (20)

i = 1, 2, · · · , n且 ε为任意小正数, 因而有

V̇ 6 −rs2 +

(
∆T −

n∑
i=1

ρi

)
|s|

6 0. (21)

这表明从任意初始时刻出发的误差系统满足滑模

条件. 在滑模面上 lim
t→∞

ei = 0 (i = 1, 2, 3, 4)成立,
从而实现误差系统稳定在平衡点即驱动系统和受

控系统达到同步.

3 仿真实例

为了验证所提出理论的正确性, 我们首先选
取了一个Chen分数阶超混沌系统进行数值模拟.
Chen 分数阶超混沌系统为

Dq
tx1 = (25α+ 10)(x2 − x1),

Dq
tx2 = −0.3x2 + 0.3x4,

Dq
tx3 = −α+ 8

3
x3 + x1x2,

Dq
tx4 = −ax1(t− h(t))− bx2 − cx4, (22)

其中, α ∈ [0, 1], 0 < q < 1. 当α = 1时即为Chen
系统. 响应系统为

Dq
t y1 = (25α+ 10)(y2 − y1),

Dq
t y2 =− 0.3y2 + 0.3y4,

Dq
t y3 =− α+ 8

3
y3 + y1y2,

Dq
t y4 =− ay1(t− h(t))− by2 − cy4

+∆4 + u. (23)

图 1为Chen分数阶超混沌系统的图像.
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图 1 Chen分数阶超混沌系统 (a) 状态变量为 x1, x2,
x3的模型; (b) 状态变量为 x2, x3, x4的模型

误差系统 (ei = yi − xi)为

Dq
t e1 = (25α+ 10)(e2 − e1),

Dq
t e2 =− 0.3e2 + 0.3e4,

Dq
t e3 =− α+ 8

3
e3 + y1y2 − x1x2,

Dq
t e4 =− ae1(t− h(t))− be2 − ce4

+∆4 + u. (24)

显然, 若 e4 = 0, 则系统的二维子系统Dq
t e2 =

−0.3e2 + 0.3e4为

Dq
t e2 = −0.3e2, (25)
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所以, lim
t→∞

e2 = 0. 当 e2 = 0时, 误差量 e1是

渐近趋于零的, 即Dq
t e1 = −(25α + 10)e1, 因此,

lim
t→∞

e1 = 0, 进而有 y1 = x1, y2 = x2, 从而二维子
系统

Dq
t e3 = −(α+ 8)

3
e3. (26)

由此可知 e3是稳定的, 即 lim
t→∞

e3 = 0. 因此分数阶
Chen超混沌系统满足假设1. 其受控误差系统为

Dq
t e1 = (25α+ 10)(e2 − e1),

Dq
t e2 =− 0.3e2 + 0.3e4,

Dq
t e3 =− α+ 8

3
e3 + y1y2 − x1x2,

Dq
t e4 =− ae1(t− h(t))− be2 − ce4 +∆4

− (k̂1|e1|+ k̂2|e2|+ k̂4|e4|)sign(s)

− rs− δ4. (27)

根据本文的定理, 误差系统在单一控制器的作
用下驱动系统与响应系统保持同步.

u = u1 + u2

=− (k̂1|e1|+ k̂2|e2|+ k̂4|e4|)

× sign(s)− rs+ δ4 + (β|e1(t)|

− [1− d]β|e1(t− h)|)|s|. (28)

结合分数阶频域近似法、分数阶超混沌的动态

仿真法和Matlab中的 s函数进行数值仿真, 选取
q = 0.9, a = 40, b = −50, c = 1, 系统外部扰
动不确定项∆ = [∆1,∆2, · · · ,∆n]

T, 且∆i的界

限为已知, 假定∆4 = 2 cos t, 则∆i界限 ρ = 1.
驱动系统和响应系统的状态变量初始值分别为

(0.2, 0.5, 0.1, 0.4)T 和 (1, 0.5, 1, 1)T, 变时滞
h(t) = 0.1 + 0.1 sin(πt). 图 2、图 3和图 4分别为

q = 0.9时系统滑模面、系统误差和自适应估计参数

k1, k2, k4的图像.
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t
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图 2 q = 0.9时的系统滑模面

选取 q = 0.5, a = 40, b = 50, c = 1, 系
统外部扰动不确定项∆ = [∆1,∆2, · · · ,∆n]

T, 且
∆i的界限为已知, 假定∆4 = 2 cos t, 则∆i界限

ρ = 1. 驱动系统和响应系统的状态变量初始值
分别为 (0.2, 0.5, 0.1, 0.4)T和 (1, 0.5, 1, 1)T, 变时滞
h(t) = 0.1 + 0.1 sin(πt). 图 5、图 6和图 7分别为

q = 0.5时系统滑模面、系统误差以及自适应估计参

数k1, k2, k4的图像.
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图 3 q = 0.9时的系统误差
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图 4 q = 0.9时的自适应估计参数 k1, k2, k4
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图 5 q = 0.5时的系统滑模面
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图 6 q = 0.5时的系统误差
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图 7 q = 0.5时的自适应估计参数 k1, k2, k4

4 结 论

基于Lyapunov稳定性理论和滑模自适应控制
方法, 本文提出了不确定性变时滞分数阶超混沌系
统的滑模自适应鲁棒的同步控制方法. 所设计的单
一控制器的同步控制方法适用于一类分数阶超混

沌系统的同步性控制, 具有较强的抗噪声能力并且
对于时变时滞系统也具有良好的控制能力. 因此该
控制器的设计较之于其他控制器而言具有更高的

实用价值, 同时为整数阶混沌系统的自适应同步方
法用于分数阶混沌系统提供了一个范例, 具有一定
的理论和现实意义. 数值模拟结果验证了该方法的
有效性. 下一步计划将其应用于通信系统的加密
中, 对通信信号进行加密, 以验证此方法的实际可
操作性和保密性.
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Synchronizing a class of uncertain and variable
time-delay fractional-order hyper-chaotic systems by

adaptive sliding robust mode control∗
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Abstract
In view of a class of synchronization problems about uncertain and variable time-delay systems, this paper puts

forward a method of adaptive sliding robust control. Based on the Lyapunov stability theory and adaptive sliding
mode control methods, the adaptive sliding robust controllers and the parameter adaptive rate are designed. A single
controller designed by the synchronous control method is applicable to the synchronizing of a class of fractional-order
hyper-chaotic systems, and it has a great ability to resist noise-perturbed. What is more, it can also well control the
time-varying time-delay systems. So the controller is of highly practical value. Furthermore, by introducing a certain
amount of compensation into the system, the influences of the uncertainty and the noise-disturbance can be eliminated,
thus the synchronization of the uncertainty fractional-order hyper-chaotic system is realized. In addition, the control
of the synchronous errors of the systems can be stable in arbitrarily small domain. Finally, time-varying and time-
delay fractional-order Chen’s hyper-chaotic systems with the external noisy disturbances and uncertain parameters are
numerically simulated, and the effectiveness of the proposed control method is verified.

Keywords: fractional-order hyper-chaotic systems, adaptive sliding robust mode controls, uncertain
time-varying-delay systems
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