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晶体相场法研究预变形对熔点附近

六角相/正方相相变的影响∗

员江娟† 陈铮 李尚洁 张静

(西北工业大学凝固技术国家重点实验室, 西安 710072)

( 2014年 2月 15日收到; 2014年 4月 29日收到修改稿 )

应用双模晶体相场模型计算二维相图, 并模拟了在熔点附近预变形和保温温度对六角相晶界演化以及六
角相/正方相相变的影响. 研究发现: 在相变初期, 当预变形为零、保温温度离熔点很近时在晶界发生缺陷诱
发预熔; 增大预变形, 变形与缺陷的交互作用在熔点附近诱发预熔; 随着预变形的进一步增大, 变形在畸变处
同时诱发液相和正方相, 且预变形越大、保温温度越接近熔点, 液相生长越明显, 反之正方相生长明显. 持续
保温使得畸变能释放, 晶粒最终完全转变为平衡正方相. 模拟结果表明: 预变形六角相在熔点附近保温时, 由
于晶界固有缺陷和预变形双重作用使得原子无序度增加, 从而在晶界或其他缺陷处产生液相, 待能量释放后
晶粒再转变成平衡正方相, 进而延缓了六角相/正方相相变时间.
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1 引 言

熔点是金属材料在相变过程中的一个特殊点,
因而在熔点附近的相转变一直是相变研究的重点

之一. 很多实验研究已经表明金属在本身缺陷或外
力作用下, 当升温到熔点附近保温时晶界等缺陷处
会出现预熔现象. 这对材料的组织和性能会产生很
大的影响. 研究材料在熔点附近的相变规律对材料
在工业中的应用具有重大指导意义. 然而由于实验
条件的限制, 难以通过实验手段得到材料相变的微
观演化过程.

近几十年来, 得益于计算机技术的快速发展,
数值模拟技术在一定程度上有效弥补了实验手段

的不足. Elder等 [1,2]提出了基于密度泛函理论的

晶体相场 (PFC)模型, 该模型采用周期性的局部时
间平均原子密度作为序参量构造自由能函数, 自
洽地耦合了弹性能、各向异性、塑性形变等由周期

性结构产生的所有物理特性 [3]. 然而PFC模型作
为一种新模型还存在多方面的不足, 如原始的单
模PFC只取一个倒易矢量, 目前仅能用于二维六
角和三维体心立方结构的模拟, 不能很好地用于
相变研究. 为了扩大PFC模型的适用范围, 很多
学者对该模型做了大量的改进工作, 如 Jaatinen
等 [4,5]提出的八阶拟合PFC模型; Wu等 [6] 提出的

双模 (two-mode) PFC模型; Greenwood等 [7,8]用

高斯峰代替直接相关函数中的尖锐峰, 提出了一种
具有实际物理意义相图的多模近似PFC模型; 文
献 [9]在Goldenfeld等 [10]研究的基础上将重正化

群理论应用到PFC模型. 其中文献 [6]提出的双模
PFC模型能够很好地描述正方相、面心立方相等
复杂的晶体点阵结构, 高英俊等 [11]应用该模型成

功地模拟了六角相向正方相的转变. 同时, 其他计
算模拟方法也对微观结构的相转变做出了突出贡

献, 如Liu等 [12]用分子动力学方法很好地模拟了

MgSiO3钙钛矿在高温高压作用下的熔化以及向正
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方相的转变过程, 并得到了熔化曲线, 模拟结果与
实验结果相符合.

应用文献 [6]提出的双模PFC模型, 本文计算
了二维双模PFC相图, 在熔点附近模拟了不同预
变形量的六角相在保温时的晶界演化过程及六角

相/正方相的相变过程.

2 模拟方法

2.1 双模PFC模型

Wu等 [6]提出的双模PFC模型无量纲化的自
由能函数F的表达式为

F =

∫
dV

[
ρ

2

{
− r + (∇2 + 1)2[R1 + (∇2

+Q2
1)

2]
}
ρ+

ρ4

4

]
=

∫
F0dV, (1)

其中, F0为自由能密度函数; ρ为无量纲的原子密
度场; r为与温度有关的参数; ∇为拉普拉斯算子;
Q1为次近邻倒格矢的模与最近邻倒格矢的模之比,
对于二维正方晶格, Q1 =

√
2; R1为用来控制两

种倒格矢振幅相对大小的参数, 逐渐增大R1, 次
近邻的效应逐渐减小, 进而双模逐渐趋于单模. 为
了突出次近邻原子的影响、提高计算效率, 本文取
R1=0, 于是自由能密度函数F0变为

F0 =
4− r

2
ρ2 +

ρ

2
(∇8 + 6∇6 + 13∇4

+ 12∇2)ρ+
ρ4

4
, (2)

其中∇2n为高阶拉普拉斯算子, n = 2, 3, 4.
双模的原子密度场变量的演化可用如下与时

间相关的Cahn-Hilliard动力学方程 [13,14]描述:
∂ρ

∂t
= ∇2 ∂F0

∂ρ
. (3)

将 (2)式代入 (3)式可得
∂ρ

∂t
=

[
∇10 + 6∇8 + 13∇6 + 12∇4

+ (4− r)∇2
]
ρ+∇2ρ3. (4)

2.2 相图计算过程

为构建二维的PFC相图, 需要求出各相的自
由能密度函数表达式. 首先确定液相、正方相和六
角相结构的原子密度函数形式并代入 (1)式, 然后
对体系自由能函数 (1)式分别求各相的极小自由能
函数形式, 再利用相平衡条件就可计算并绘制出相
图. 对于体系中的固相 (晶体相), 其原子位置固定,

与时间无关, 因此用有周期性的原子密度场ρ描述,
它与晶体点阵周期性一致, 原子密度场ρ的最大值

即表示实际空间中原子的位置. 而对于液相中的原
子, 其原子位置随时间变化, 运动规律随机, 所以表
征液相的原子密度场ρ为一常数. 下面分别按单模
和双模近似列出三相的原子密度场函数形式. 液相
原子密度场

ρ = ρl = ρ0; (5)

正方相原子密度场

ρ ≈ ρ0 + 2As(cos(qsx) + cos(qsy))

+ 4Bs cos(qsx) cos(qsy); (6)

六角相原子密度场

ρ ≈ ρ0 + 2Ah

[
2 cos(qhx) cos

(
qhy√
3

)
+ cos

(
2
qhy√
3

)]
. (7)

将上述三个单相的原子密度场分别代入 (1)式进行
积分计算, 并分别对相关参数 qs, qh, As, Bs, Ah求

导, 得到对应于液相、正方相和六角相结构的极小
自由能函数 fl(ρ0), fs(ρ0)和 fh(ρ0), 其中取

Ah = −ρ0
5

+
1

5

√
5

3
r − 4ρ20.

两相共存区满足 [15]

∂fi(ρ̄i)

∂ρ̄i

∣∣∣∣
ρ̄i

=
∂fj(ρ̄j)

∂ρ̄j

∣∣∣∣
ρ̄j

, (8)

∂fj(ρ̄j , r)− ∂fi(ρ̄i, r)

=
∂fi(ρ̄i)

∂ρ̄i

∣∣∣∣
ρ̄i

(ρ̄j − ρ̄i), (9)

其中, i, j代表不同的相. (8)式表示在共存区共存
的两相的化学势必须相等 (两相共存的必要条件),
(9)式表示共存区共存的两相的巨势必须相等 (两
相共存的充分条件). 通过取不同的 r值可分别得

到对应液相相线、正方相相线和六角相相线的原子

密度.

2.3 数值计算方法

采用半隐式傅里叶谱方法 [16]求解动力学方程

(4)中的算符∇2n, (4)式的离散形式为
ρ̃n+1 − ρ̃n

∆t
= [−k10 + k8 − 13k6 + 12k4

− (4− r)k2]ρ̃n+1 − k2ρ̃3n, (10)

整理后可得
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ρ̃n+1 =
(ρ̃n − k2∆tρ̃3n){

1−∆t[−k10 + k8 − 13k6 + 12k4 − (4− r)k2]
} , (11)

其中, ρ̃为原子密度场ρ的傅里叶变换; k2 = |k|2,
k 为傅里叶空间的波矢. 本文以六角相为初始
相, 边界条件设为周期性边界条件, 计算区域为
512∆x× 512∆y (Lx × Ly), 时间步长∆t = 0.5, 空
间步长∆x = ∆y = π/4. 通过 (7)式使六角相的取
向在0 < x < Lx和3Lx/4 < x < Lx范围为 θ/2,在
Lx/4 < x < 3Lx/4范围为−θ/2, 其中 0 < y < Ly.
同时为了不影响晶界的性质, 在各晶粒之间取
过冷液相, 并经历一段时间的演化直到系统达到
平衡.

2.4 单向拉伸的数值模型

本文在形变模拟过程中采用等体积条件假

设 [17], 边界条件仍为周期性边界条件, 以确保模拟
的统一性. 每一时间步长对应的x方向的空间步长

变量d = ε̇∆x∆t, 其中 ε̇为无量纲应变速率, 本文
取 ε̇ = 6.5× 10−6/∆t. 根据等体积假设,

S = ∆x∆y = ∆x′∆y′, (12)

其中, ∆x和∆y为初始空间步长, ∆x′和∆y′为形

变之后的空间步长. 经过n个时间步长后, 空间步
长分别为

∆x′ = ∆x+ nε̇∆x∆t, (13)

∆y′ =
∆x∆y

∆x′ =
∆y

1 + nε̇∆t
. (14)

3 模拟结果及分析

计算得到的双模PFC二维相图如图 1所示.
这里ρ0为无量纲初始原子密度, r 为无量纲温度.
本文首先模拟A点 (ρ0 = −0.18, r = 0.32)、形成相
位差 θ = 12◦的六角相, 进行不同程度的预变形后
再改变温度到熔点附近的正方相区域保温. 保温
温度分别选离熔点 (ρ0 = −0.18, r = 0.07)很近的
B点 (ρ0 = −0.18, r = 0.08)和离熔点较近的C点

(ρ0 = −0.18, r = 0.085), 观察在熔点附近的不同
温度下保温时六角相晶界演化及六角相/正方相相
变过程.
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图 1 计算得到的双模PFC的二维相图 (阴影部分代表
两相共存区)

3.1 熔点附近六角相/正方相相变的预变形
与孕育期的关系

六角相/正方相相变过程中预变形量与孕育
期之间的关系如图 2所示. 由于本文所选相的相
变温度在熔点附近, 受液相转变的影响, 因此六
角相/正方相的固/固 (S/S)相变与常规远离熔点
温度的S/S相变有所不同. 常规S/S相变中, 所
选参数点越远离六角相区、越接近正方相, 正方
相越稳定而易于形核生长, 而本文研究发现熔点
附近的相变并不遵循此规律. 从图 2可以看出,
当预变形量 ε < 0.052时, 温度 r = 0.085的孕育

期曲线低于温度 r = 0.080的孕育期曲线, 这说
明 r = 0.080时的正方相反而比 r = 0.085时的正

方相难形核. 图 3和图 4分别为预变形量 ε = 0,
r = 0.080, 0.085时的晶界演化图. 从图 3和图 4可

以看出: r = 0.080时六角相晶界上预熔现象明

显, 位错两两结合形成若干 “液相池”[18] (图 3 (a));
r = 0.085时晶界基本不发生预熔 (图 4 (a)). 这是
因为 12◦六角相晶界由一列位错组成, 这些匹配度
较差的密堆结构在晶界邻近的区域会产生应力. 当
温度升高到一定值, 即 r = 0.080时, 为了减小由
应力和界面张力产生的界面自由能, 部分晶界处
粒子率先开始熔化, 即晶界缺陷诱发了预熔. 随
着保温时间的推移, 晶界上开始出现平衡正方相
晶核 (图 3 (b)和图 4 (b))并且逐渐长大 (图 3 (c)和
图 4 (c)). 由于预熔不仅消耗了一部分正方相形核
所需的能量, 而且导致晶界处有利于正方相形核的
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应力释放, 因此可推断晶界上的液相转变导致了
正方相形核的推迟. 从图 2还可以看出, 在熔点附
近保温时, 随着预变形量的增大, 孕育期先增大后
减小, 当预变形量 ε增大到 0.052 时孕育期趋于稳
定. 图 5 给出了六角相晶界的变形演化过程. 从
图 5 (a)可以看出: 变形量较小时晶界稳定; 当变形
量 ε增大到 0.052 时晶界开始分解并产生位错, 晶
粒内形成大量畸变区 (图 5 (b)和 (c)). 在小变形量
下原子活性较低, 正方相只能在晶界上能量较高处
形核. 由于晶界在外力及自身内应力作用下其应
力状态及能量变化比较复杂, 对临界晶核的形成
影响很大, 从而导致正方相孕育期的不稳定. 当预
变形量 ε > 0.052时晶界开始分解并产生大量位错

(图 5 (b)和 (c)), 同时晶内因位错攀滑移形成大量

畸变区. 大的预变形量不但使得正方相的形核地
点大幅增加, 而且使得晶粒的变形储存能也大幅增
加, 这些都有利于新相正方相的形核, 所以孕育期

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲



















 r/⊲

 r/⊲

图 2 六角相/正方相相变的预变形量 -孕育期的关系曲线

(a) (b) (c)

图 3 预变形量 ε = 0, r = 0.080时六角相的晶界演化图 (圈代表正方相晶核) (a) t = 20000; (b) t = 27000; (c) t = 30000

(a) (b) (c)

图 4 预变形量 ε = 0, r = 0.085时六角相的晶界演化图 (圈代表正方相晶核) (a) t = 2000; (b) t = 7000; (c) t = 13500

(a) (b) (c)

图 5 六角相晶界的变形演化过程 (a) ε = 0.039; (b) ε = 0.052; (c) ε = 0.065
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快速减小并趋于稳定. 由此可知, 预变形对正方
相孕育期的影响规律: ε < 0.052的小预变形量

可能延长也可能缩短六角相/正方相相变孕育期,
ε > 0.052的大预变形量基本缩短六角相/正方相相
变孕育期.

3.2 熔点附近六角相/正方相相变的预变形
与转变完成时间的关系

金属相变的转变完成时间与转变速率相对应,
转变完成时间越长说明转变速率越慢. 图 6所示

为六角相/正方相相变过程中预变形量与转变完
成时间之间的关系. 从图 6可以看出, 当预变形量
ε 6 0.091时, 随着预变形量的增加, 正方相转变完
成所需时间减小, 并且温度越远离六角相区域转
变完成越快, 这与常规S/S相变符合. 而当预变形
量 ε > 0.091, r = 0.080时出现了转变所需时间随

着预变形量的增加而增加的现象, 并且 r = 0.080

时的转变完成时间大于 r = 0.085时的转变完成时

间. 图 7和图 8分别为预变形量 ε = 0.13 (此时晶
界已经分解, 通过位错攀滑移在晶粒内产生若干
畸变区), 六角相在 r = 0.080和 0.085保温时的晶
粒形貌演化图. 从图 7和图 8可以看出, 在大预变
形量下晶粒中的新相出现了液相和正方相两相共

存现象 (图 7 (a)和图 8 (a)), 即形变同时诱发了预

熔和正方相相变. 这是由于预变形增大了原子的
无序度, 在温度上升时这种无序即表现为使能量
降低的熔化或重排. 从图 7和图 8可以看出: 时间
步数 t = 400时, 在 r = 0.080保温的六角相向液

相的转变明显 (图 7 (b)), 而 r = 0.085时六角相向

正方相的转变明显 (图 8 (b)), 但最终随着保温时
间的推移都转变为平衡正方相 (图 7 (c)和图 8 (c));
预变形量 ε = 0.13时, r = 0.085的转变完成时间

(∆t = 1300)明显小于 r = 0.080的转变完成时间

(∆t = 2200). 故可推断液相的形成及优先长大
延迟了正方相的转变, 进而导致 r = 0.080的六角

相/正方相转变完成时间更长. 从图 8所示的原子

演化图还可以看出, 在 r = 0.085保温时, 随着预变
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图 6 六角相/正方相相变的预变形量 -转变完成时间的
关系曲线

(a) (b) (c)

图 7 预变形量 ε = 0.13, r = 0.080 时六角相的晶粒形貌演化图 (a) t = 200; (b) t = 400; (c) t = 2400

(a) (b) (c)

图 8 预变形量 ε = 0.13, r = 0.085 时六角相晶粒形貌演化图 (a) t = 200; (b) t = 400; (c) t = 1500
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形量的增加, 六角相向正方相的转变受液相转变的
影响不大. 忽略液化作用, 只考虑变形对六角相/正
方相相变的影响, 可得出预变形对六角相/正方相
的转变速率起促进作用. 这是因为预变形使晶粒内
的变形储存能增加, 增大了相变驱动力, 从而加快
转变速率.

4 结 论

本文利用双模PFC模型计算了二维PFC相
图, 模拟了在熔点附近, 不同预变形量的六角相在
不同温度保温时六角相晶界演化及六角相/正方相
相变过程. 结果表明: 在熔点附近保温时晶界缺陷
和预变形都会诱发预熔, 在离熔点很近的 r = 0.080

保温, 无预变形时晶界发生由晶界固有缺陷诱发的
预熔, 在离熔点较近的 r = 0.085保温, 预变形量增
大到一定值时晶界开始出现变形诱发的预熔; 进
一步增大预变形量, 晶界分解为若干位错并通过位
错攀滑移形成大量畸变区, 晶粒在畸变较大处发生
熔化; 在离熔点较近的 r = 0.085保温时, 晶粒熔化
程度低, 可以忽略液化只考虑变形对六角相/正方
相相变的影响, 预变形量较小时, 预变形可能缩短
也可能延迟孕育期, 而预变形量较大时在一定程度
上缩短了孕育期; 预变形对六角相/正方相的转变
速率起到了促进作用, 且随着预变形量的增大转变
速率加快; 在离熔点很近的 r = 0.080保温时, 晶粒
熔化程度较高, 六角相/正方相相变受液化的影响
较大, 相变时首先发生液相的形核与长大, 在随后
的保温过程中再发生向平衡正方相的转变, 故六角
相/正方相相变的孕育期和转变完成时间相对延长.
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Effect of predeformation on the transition from
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Abstract
The two-mode phase field crystal (PFC) method is used to calculate the phase diagram. And in this paper it

is used to simulate the effects of predeformation degree and isothermal temperature on the hexagonal grain boundary
evolution and on the hexagonal/square phase transition. Results show that when there is no predeformation in the initial
phase, the grain boundary defect causes the pre-melting around the melting point; predeformation increases and the
interaction between deformation and defects induces the pre-melting around the melting point; and the predeformation
further increases, deformation induces liquid phase and square phase simultaneously at the distortion place. The bigger
the predeformation and the closer to melting point the maintained temperature, the more obvious the growth of liquid
phase is; on the contrary, the square phase grows obviously. The distortion energy is released with time and the phase of
grain finally becomes square phase. It can be concluded that keeping the hexagonal phase isothermal near the melting
temperature, the liquid phase appears at the grain boundary or at the other defects because the predeformation leads to
the increase of atom activity, thus increasing atom disorder degree. Then with the release of distortion energy, the grain
phase finally transforms into an equilibrium square phase. In this way the hexagonal/square transition time is extended.

Keywords: two-mode phase field crystal method, predeformation, pre-melting, phase transition
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