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多源激励下双层隔振浮筏系统的线谱混沌化∗
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采用混沌化技术可以重构水下航行器的水声线谱特征, 改善隐声性能. 基于这一特殊应用背景, 研究了
多源激励下双层隔振浮筏系统的非线性时延反馈混沌化问题. 在二维简化浮筏系统模型的基础上, 完整地呈
现了非线性时延反馈控制的线谱混沌化方法, 为隔振浮筏的线谱混沌化设计提供了标准流程. 仿真结果表明
了该方法的可行性, 探讨了多源激励条件下控制增益、时延和反馈频率等控制参数对系统混沌化效果的影响,
并与单源激励进行了对比分析.
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1 引 言

近年来, 混沌化的概念 (chaotification, 或混沌
反控制, anti-chaos control)越来越受关注, 其涉及
的工程应用领域包括多媒体信息安全与保密、柔

性系统设计、流体及超细粉末混合、控制系统设计

等 [1−8]. 其中一项具有开创性的研究工作 [9−12]是

利用混沌化技术来改变系统振动噪声的线谱结构,
从而提高水下航行器的隐声性能. 艇内机械振动
噪声引发的水声线谱特征可以被用来识别水下航

行器的航行速度和位置, 极大地威胁航行器的安全
性, 必须加以抑制或改造.

基于传统线性隔振理论的技术可以降低线谱

强度但不能改变线谱的频谱构造特性, 而混沌化方
法通过输出混沌宽频连续谱可以消除水声线谱特

征. 这是研究线谱混沌化的动因所在. 早期的研究
思路 [9]是通过未受控非线性隔振系统的倍周期分

岔途径获得混沌状态. 未受控的混沌化通常只会产
生于某些特殊的参数区间, 当工况改变时, 例如激
励幅值或频率发生改变, 混沌状态就可能消失. 为

了摆脱特殊参数域的限制, 在大参数域诱发混沌状
态, 主动控制技术成为线谱混沌化的主流趋势. Yu
等 [10]采用广义混沌同步化方法, 通过对系统刚度
参数的混沌信号驱动使得非线性隔振系统混沌化.
这种方法对系统刚度要求比较敏感, 受到系统静态
稳定性的局限. 类似的同步化思路是利用投影同步
化方法 [13]的比例缩放功能, 经过耦合控制驱动使
对应的非线性隔振系统输出端噪声信号趋于零. 这
种方法需要与原系统等量的控制输入能量, 在实际
中很难实现.

众所周知, 施加时延反馈的系统具有无限维
度. 即使是对非常简单的一阶微分系统, 时延反馈
控制也能产生复杂的混沌行为 [14,15]. 基于时延反
馈在应用中易于实现, 且不增加系统设计的物理复
杂度, 采用时延反馈控制这一新策略来研究隔振浮
筏系统的混沌化问题具有很好的应用前景. 基于对
线性时延反馈控制的隔振浮筏系统进行稳定性分

析, Li 等 [16,17]得到了线性时延系统混沌化的临界

控制条件, 并对系统的复杂动力学行为进行了详细
分析. 临界条件可以为混沌化设计中的系统参数和
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控制参数设置提供理论参考. 在电路系统混沌控制
的理论研究中, Wang 等 [18,19]采用非线性时延反

馈控制, 在小能量输入下使系统由周期运动转变为
混沌运动状态. 这种控制方法被我们引入到双层隔
振浮筏系统 [20]中, 实现了小能量下大参数范围内
的持续混沌化. 这项工作的意义在于建立了隔振浮
筏线谱混沌化的一个标准设计流程, 直接推导出非
线性时延反馈控制的解析函数, 为系统混沌化的设
计提供了严格的理论依据, 因此避免了大量烦琐的
数值计算. 相比于线性时延反馈控制 [16], 隔振浮筏
系统混沌化的突出优点是对输入控制能量的要求

显著降低.
目前在隔振浮筏系统混沌化的研究中, 仅限于

单源外激励条件下的混沌化. 而实际隔振浮筏系统
具有多源激励特性 [21−24]. 非线性时延反馈控制混
沌化方法能否适应于多源激励条件下的隔振浮筏

系统, 是关系到时延混沌化方法的技术应用可行性

的关键问题之一. 本研究基于非线性时延反馈控制
器设计, 重点考察了反馈增益、时延量和反馈频率
等控制参数对多源激励隔振浮筏系统混沌化的影

响, 阐述了多源激励环境下的线谱混沌化特性.

2 多源激励下双层隔振浮筏系统的数
学模型

双层隔振浮筏系统模型如图 1 (a)所示, 由机
组和框架式浮筏及线性和非线性隔振元器件组合

而成. 在不考虑扭转等复杂运动的情况下, 该模
型可以简化为图 1 (b)所示的双层质量 -弹簧系统.
M1和M2 分别表示机组和浮筏的质量. M1具有

多个激励源且由非线性隔振器和阻尼器支撑, M2

由连接到固定地面的等效线性阻尼和线性弹簧支

撑. 在M1 和M2之间有一个作动器, 用来施加时
延控制.
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
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图 1 双层隔振浮筏系统 (a) 系统模型; (b)简化的两层质量 -弹簧系统

多源激励下双层隔振浮筏系统的动力学方程

如下:

M1Z̈1 =− C1(Ż1 − Ż2)− (K1 − 2K2H + 3K3H
2)

× (Z1 − Z2) + (K2 − 3K3H)(Z1 − Z2)
2

−K3(Z1 − Z2)
3 + F1 cos(Ω1T )

+ F2 cos(Ω2T ) + U(T − Td),

M2Z̈2 =− C2Ż2 −K2Z2 + C1(Ż1 − Ż2)

+ (K1 − 2K2H + 3K3H
2)(Z1 − Z2)

− (K2 − 3K3H)(Z1 − Z2)
2

+K3(Z1 − Z2)
3 − U(T − Td), (1)

其中C1为非线性隔振器的阻尼系数; K1, K2, K3

分别表示上层非线性隔振器的线性、二次和三次刚

度系数; C2为下层线性隔振器的阻尼系数; F1, Ω1

和F2, Ω2分别表示激励源的幅值与频率; U 为时

延控制器; Td > 0为反馈控制的延迟时间. 令

K0 = K1 − 2K2H + 3K3H
2,

并引入无量纲参数

Ω0 =

√
M1

K1 − 2K2H + 3K3H2
,
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B =

√
K1 − 2K2H + 3K3H2

K3
,

x1 =
Z1

B
, x2 =

Z2

B
,

t =
T

Ω0
, τ =

Td

Ω0
,

ω1 = Ω1Ω0, ω2 = Ω2Ω0,

µ =
M1

M2
, ζ1 =

C1

2
√
M1K0

,

ζ2 =
C2

2
√
M1K0

, ξ1 =
B(K2 − 3K3H)

K0
,

f1 =
F1

BK0
, f2 =

F2

BK0
,

u =
U

BK0
, k2 =

K2

K0
. (2)

将 (2)式代入 (1)式, 得到一阶无量纲运动微分方程

ẋ1 = y1,

ẏ1 =− 2ζ1(y1 − y2)− (x1 − x2) + ξ1(x1 − x2)
2

− (x1 − x2)
3 + f1 cos(ω1t) + f2 cos(ω2t)

+ u(x, τ),

ẋ2 = y2,

ẏ2 =− 2µζ2y2 − µk2x2 + 2µζ1(y1 − y2)

+ µ(x1 − x2)− µξ1(x1 − x2)
2 + µ(x1 − x2)

3

− µu(x, τ), (3)

式中 f1 cos(ω1t)和 f2 cos(ω2t)表示机组对应的多

源激励,其中激励幅值为f1和f2,激励频率为ω1和

ω2, u(x, τ) 是控制函数.

3 非线性时延控制方程的推导

本文根据非线性控制理论和Li-Yoke混沌定
义, 推导混沌化时延控制函数, 并用于多源激励下
双层隔振浮筏系统的混沌化设计. 依据双层隔振浮
筏系统的结构特点, 对状态向量x施加控制. 受控
的非线性系统 (3)可以表述为单输入单输出仿射非
线性系统:

ẋ = f(x) + g(x)u(x, τ),

y = h(x), (4)

其中

x =
[
x1 y1 x2 y2

]T
(5)

f(x) =


y1

−2ζ1(y1 − y2)− (x1 − x2) + ξ1(x1 − x2)
2 − (x1 − x2)

3 + f1 cos(ω1t) + f2 cos(ω2t)

y2

−2µζ2y2 − µk2x2 + 2µζ1(y1 − y2) + µ(x1 − x2)− µξ1(x1 − x2)
2 + µ(x1 − x2)

3

 ,

g(x) =


0

1

0

−µ

 , (6)

这里, x1和x2分别表示上下层质量体的位移, y1和
y2分别表示上下层质量体的速度, h(x)表示系统的
输出函数, u(x, τ)是要设计的反馈控制函数.

混沌化的设计思路是将非线性仿射系统通过

一组非线性坐标函数转换为一组线性化标准型, 即
所谓的精确线性化方法 [25]. 再依据Li-Yoke的混沌
定义, 在线性化标准型基础上设计混沌化 [26]. 值得
指出的是, 基于微分同胚的精确线性化方法属于全
局性的, 有别于传统的局部近似线性化方法. 非线

性坐标转换函数必须满足光滑单值可逆可微, 由李
导数向量定义

z = Φ(x)

=


φ1(x1, x2, · · · , xn)

φ2(x1, x2, · · · , xn)
...

φn(x1, x2, · · · , xn)


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=


h(x)

Lfh(x)
...

Ln−1
f h(x)

 , (7)

其 中, Φ(x)是 一 个 微 分 同 胚 映 射, Lfh(x)

· · ·Ln−1
f h(x)是对应h(x)的李导数. 这组非线性

转换函数可以保证在原非线性系统和对应的线性

系统之间建立一一对应的映射关系. 如果其在平衡
点处领域内的相对阶等于系统的维数, 上述非线性
系统就可被转换成如下的一个线性化标准型系统:

ż = Az +Bv, (8)

其中, z表示线性化标准型状态向量, v是反馈控

制函数, A是状态系数矩阵, B是控制系数矩阵.
基于精确线性化模型 (8), 时延反馈控制可以获得
混沌化结果 [18,19]. 首先求得h(x)并依此来设计非

线性时延反馈控制器u(x, τ), 为此我们引入以下
引理.

引理1 系统 (4)在点x0具有相对阶n, 当且
仅当下列条件满足

1)矩阵 [g(x) adfg(x) ad2
fg(x) · · · adn−1

f g(x)]
对于在x0 附近的所有x, 其秩不变且等于n;

2)向量场的集合

D = {g(x), adfg(x), ad2
fg(x), · · · , adn−2

f g(x)}

在x = x0处是对合的.
如果上述系统在点x0具有相对阶n, 那么系统

输出h(x)满足

∂h(x)

∂x
[g(x) adfg(x) · · · adn−2

f g(x)] = 0. (9)

根据线性系统的稳定性准则, 我们可以判断平
衡点A(0, 0, 0, 0)为未受控系统的一个渐进稳定的

不动点, 这是我们应用引理 1进行求解的前提条件.
根据李导数及李括号的定义, 并结合隔振浮筏系统
(4), 可得到引理 1中的参数adfg(x), ad2

fg(x)和

ad3
fg(x)分别为

adfg(x) =
∂g

∂x
f − ∂f

∂x
g =


−1

2ζ1(1 + µ)

µ

−2µ(ζ1 + ζ1µ+ ζ2µ),

 , (10)

ad2
fg(x) =

∂(adfg(x))

∂x
f − ∂f

∂x
(adfg(x))

=


−2ζ1(1 + µ)

−1− µ− 3a2(1 + µ) + 4ζ1(ζ2µ
2 + ζ1(1 + µ)2) + 2a(1 + µ)ξ1

2µ(ζ1 + ζ1µ+ ζ2µ)

µ(1− 4ζ21 + µ+ 3a2(1 + µ) + µ(k2 − 4ζ1(2ζ1 + ζ2)− 4(ζ1 + ζ2)
2µ)− 2a(1 + µ)ξ1)

 , (11)

ad3
fg(x) =

∂(ad2
fg(x))

∂x
f − ∂f

∂x
(ad2

fg(x)) =


Λ1

Λ2

Λ3

Λ4

 , (12)

其中,

Λ1 = 1 + µ+ 3a2(1 + µ)

− 4ζ1(2ζµ
2 + ζ1(1 + µ)2)− 2a(1 + µ)ξ1,

Λ2 =− 2(ζ2µ
2 + 3a(y1 − y2)(1 + µ)

− 8ζ21ζ2µ
2(1 + µ)− 4ζ31 (1 + µ)3

+ 3a2(ζ2µ
2 + 2ζ1(1 + µ)2)

+ ζ1(2 + µ(4 + µ(2 + k2 − 4ζ22µ)))

− (y1 − y2)(1 + µ)ξ1

− 2a(ζ2µ
2 + 2ζ1(1 + µ)2)ξ1),

Λ3 = µ(−1− (1 + k2)µ− 3a2(1 + µ)
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+ 4(ζ21 + ζ1(2ζ1 + ζ2)µ

+ (ζ1 + ζ2)
2µ2) + 2a(1 + µ)ξ1),

Λ4 = 2µ(3a(y1 − y2)(1 + µ)− 4ζ31 (1 + µ)3

− 4ζ21ζ2µ(1 + µ)(1 + 3µ)

+ 3a2(2ζ1(1 + µ)2 + ζ2µ(1 + 2µ))

+ ζ2µ(1 + 2µ(1 + k2 − 2ζ22µ))

+ ζ1(2 + µ(k2 + 2k2µ+ 2(2 + µ)

− 4ζ22µ(1 + 3µ)))− (y1 − y2)(1 + µ)ξ1

− 2a(2ζ1(1 + µ)2 + ζ2µ(1 + 2µ))ξ1), (13)

其中a = x1 − x2.
下面, 我们判断引理 1的第二个条件. 根据李

括号的定义, 有

[g,ad2
fg] =

∂(ad2
fg(x))

∂x
g − ∂g

∂x
(ad2

fg(x))

=


0

0

0

0

 , (14)

[adfg,ad2
fg] =

∂(ad2
fg(x))

∂x
adfg

− ∂(adfg)

∂x
(ad2

fg(x))

=


0

2(3a− ζ1)(1 + µ)2

0

−2µ(3a− ζ1)(1 + µ)2

 . (15)

对于系统 (3), 我们设定一组系统参数 (不作为
设计变量), 如下:

ζ1 = ζ2 = 0.1, µ = 2, k2 = 2,

ξ1 = 1, f1 = 0.5, ω1 = 4.

代入系统参数并通过化简, 可知矩阵 [g adfg

ad2
fg ad3

fg]的秩为4. 由 (10)—(12)和 (15)式可知

rank
[
g adfg ad2

fg [adfg, (ad2
fg]

]
= 3. (16)

因此,线性子空间∆ = span{g adfg ad2
fg}

在稳定平衡点A(0, 0, 0, 0)的邻域D内是对合的,
双层隔振浮筏系统 (4)在A(0, 0, 0, 0)处有相对阶 4.
根据引理1, 输出函数h(x)可由下列方程确定:

∂h(x)

∂x
g(x)

=
∂h(x)

∂y1
− µ

∂h(x)

∂y2
= 0, (17)

∂h(x)

∂x
adfg(x)

=− ∂h(x)

∂x1
+ 2ζ1(1 + µ)

∂h(x)

∂x2

+ µ
∂h(x)

∂y1
− 2µ(ζ1 + ζ1µ+ ζ2µ)

∂h(x)

∂y2

= 0, (18)
∂h(x)

∂x
ad2

fg(x) = 0. (19)

方程组 (17)—(19)有多个解, 其中一个解为

h(x) = −µk2
2ζ2

x1 −
k2 − 4µζ22

2ζ2
x2 + µy1 + y2. (20)

根据文献 [26], 设u(x, τ) = w(h(x(t − τ)), 且函数
w(·)为一有界连续函数, 如简谐函数、模函数等, 如
果w(·)是有界混沌映射, 那么当时延充分大时必产
生混沌. 考虑到浮筏混沌化过程中控制量可调节,
引入控制增益kt和反馈频率σ 等参数, 线谱混沌化
的非线性时延控制函数为

u(x, τ)

= kt sin
[
σ

(
− µk2

2ζ2
x1(t− τ)− k2 − 4µζ22

2ζ2

× x2(t− τ) + µy1(t− τ) + y2(t− τ)

)]
. (21)

从非线性时延控制器 (21)式可以看出, 解析函数
只与系统参数有关, 其中可控制参数 (kt, τ , σ)决
定着混沌化效果. 代入具体系统参数, 多源激励条
件下双层隔振浮筏系统的非线性时延反馈控制方

程为

u(x, τ) = kt sin[σ(−20x1(t− τ)− 9.6x2(t− τ)

+ 2y1(t− τ) + y2(t− τ))]. (22)

4 多源激励线谱混沌化分析与讨论

采用非线性时延控制器, 能将多源激励下双层
隔振浮筏系统有效混沌化, 从而弱化或消除水下航
行器的水声线谱特征. 下面算例可说明线谱混沌化
在线谱重构方面的作用. 考虑系统的简谐激励条件
为 f1 = 0.5, f2 = 0.1, ω1 = 4, ω2 = 5, 未施加时延
控制时, 浮筏系统传递到基座的力功率谱如图 2 (a)
所示. 可以看出, 功率谱呈现几个明显的峰值, 主
要峰值对应于相应的激励频率或它们的谐波, 具有
频率可识别性. 当施加时延控制之后, 传递到基座
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的力功率谱如图 2 (b)所示, 为宽频混沌波谱, 混沌
化后的线谱特征基本消失. 比较图 2 (a)和 (b), 可
以看出混沌化方法是改变线谱结构特征的有效手

段, 它可以将机械振动的简谐波通过受控非线性隔
振系统转换成宽频谱混沌波, 进而改变辐射水声线
谱特征, 改善水下航行器的隐蔽性.

下面将通过数值仿真来考察多源激励下非线

性时延反馈控制对隔振浮筏系统混沌化的影响. 在
分岔分析过程中, 研究控制参数在大参数区域内变
化时混沌的发生和持续性, 以及多源激励对时延反
馈混沌化的影响. 三个控制参数 (kt, τ , σ)对混沌
化效果的影响可为如何设置控制器参数来提高混

沌化品质提供依据 [27,28].

4.1 反馈控制增益的影响

控制增益与系统所需的输入能量息息相关, 控
制增益越大, 所需的控制输入能量越大. 在混沌化
过程中, 临界控制增益越小越有利于微扰混沌化
控制, 且对提高混沌化的品质越有利. 因此我们关
注多源激励下系统混沌化的临界控制增益. 下面

通过一个分岔算例, 来阐述多源激励可能对临界
控制增益产生的影响. 设定系统的第一项外激励
参数为 f1 = 0.5, ω1 = 4, 控制参数设置为σ = 50,
τ = 20. 在数值仿真中, 反馈控制增益 kt在区间

(−0.01, 0.01)内变化.
单源激励下, 系统响应x2随控制增益变化的

全局分岔图如图 3 (a)所示,云点对应混沌和准周期
运动, 原点附近的线点代表单周期运动. 从图 3 (a)
可看到, 单源激励使系统产生混沌的临界控制增
益为 |ktc| = 0.0034. 当 |kt| > 0.0034时, 除了在
0.0053 < kt < 0.006区间出现一个多周期解窗口,
系统在全参数域内处于混沌状态. 当加入第二
项外激励后, 系统响应x2随控制增益变化的全局

分岔图见图 3 (b). 投射在庞加莱截面的云点区域
扩大且变得更稠密, 稠密的云点说明混沌化相对
于单源激励效果更好. 两条垂直虚线处标明的是
系统混沌化的临界控制增益, 临界控制增益值为
|ktc| = 0.001. 相比于图 3 (a)中的单源激励, 多源
激励下混沌化参数区域有所扩大, 重要的是临界控
制增益减小了三倍多, 有利于微扰混沌化的实施.
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图 2 传递到基座的力功率线谱图 (系统参数: f1 = 0.5, f2 = 0.1, ω1 = 4, ω2 = 5) (a)未施加控制时的线谱结
构; (b) 施加时延控制混沌化时的线谱结构; 控制参数: kt = 0.08, τ = 0.5095, σ = 4.1692
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通过大量算例考察了多源激励的幅值和频率

组合对临界控制增益的影响. 发现当激励幅值比
f2/f1 6 0.7, 多源激励的临界控制增益普遍小于单
源激励的临界控制增益. 此后, 随着激励幅值比增
大, 孰优孰劣没有明显规律. 由于涉及强非线性问
题及系统参数众多, 其机理仍不明确. 另一方面,
控制参数 (τ , σ)的选择会影响混沌化的临界控制增
益, 通常较大的控制参数 (τ , σ)会导致较小的临界
控制增益. 全面考虑多源激励特性和系统参数设
置, 要获得最小临界控制增益, 控制参数 (τ , σ)可
以通过优化算法得到 [29].

4.2 时延控制参数对混沌化率的影响

接下来讨论时延控制参数 τ对系统混沌化的

影响, 重点关注混沌化是否在时延参数域内广泛存

在. 系统参数设置与前节一致, 控制器的参数设置
为kt = 0.01, σ = 50, τ的变化范围为 (0, 50).

图 4 (a)表示单源激励时系统响应x2随时延 τ

的变化, 云点对应混沌和准周期运动. 从图 4 (a)中
可以看出, 随着时延 τ的逐渐增加, 混沌运动可持
续发生. 当时延 τ > 22时, 混沌化就可以轻易实现.
当时延 τ比较小时, 特别是在 0 < τ < 7.1 时, 分岔
图中单点线或多点线对应着单周期运动或多周期

运动. 当13.1 < τ < 13.8时, 系统对应单周期运动.
图 4 (b)表示多源激励时, 系统随时延 τ的变化. 从
图 4 (b)中可以看出, 加入第二项外激励后, 如果保
持控制增益不变, 当时延 0 < τ < 1.7时, 系统对应
单周期运动或多周期运动. 但是, 随着时延 τ的增

大, 在系统参数域内混沌运动状态持续存在.
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图 4 时延 τ 的全局分岔图 (a) f1 = 0.5, f2 = 0, ω1 = 4, ω2 = 0; (b) f1 = 0.5, f2 = 0.1, ω1 = 4, ω2 = 5
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图 5 单源和多源激励条件下随时延量变化的混沌化率

对比

为了定量描述双层隔振浮筏系统在单源和多

源激励条件下时延混沌化参数区间的变化趋势, 我
们引入以下混沌化率的概念. 混沌化率定义为在
分岔参数 τ的观察窗口区间内, 根据混沌解区间占
整个观察窗口区间∆τ的百分比, 量化评估在某个

分岔参数区间段系统的混沌化程度. 在数值仿真
中, 观察窗口区间设定为∆τ = 10, 起始于 τ = 0,
在观察窗口 0 6 τ 6 ∆τ区间内统计混沌化率; 随
后以步长 0.5逐渐向右移动, 获得每一移动区间
0.5× i 6 τ 6 0.5× i+∆τ (i = 0, 1, 2, · · · )的混沌
化率, 直到 τ = 50. 设置观察窗口来评价混沌化效
果, 主要考虑在应用中由于数据采集、算法处理、机
械系统机构动作等一系列环节总是存在某种程度

的迟滞时间不确定性. 较大的混沌化率意味着控制
过程中对时延参数的扰动 (在观察窗口内)不敏感,
可提高系统混沌化的鲁棒性, 这在实际应用中是有
利的.

图 5是在单源和多源激励条件下, 随时延控制
参数变化的混沌化率曲线. 从图 5可以清晰看出,
在单源激励下, 时延量较小时, 混沌化率是较低的,
尤其是对应分岔图 4 (a)中的周期窗口时, 混沌化
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率会有明显的下降趋势. 当时延量 τ > 26后, 混沌
化率达到 100%, 系统进入持续的混沌化区间. 在
多源激励下, 时延量较小时混沌化率相对较高. 当
时延量 τ > 13时, 系统就已进入完全混沌化区间.
所以, 相比于单源激励, 多源激励更容易实现混沌
化. 需要说明的是, 虽然该图是在第二项外激励参
数 f2 = 0.1, ω2 = 5时获得的, 但是对于其他参数
取值具有相同的趋势.

控制参数的改变会引起系统分岔图的变化. 但
是总体来说, 当kt = 0.01时, 在 0 < τ 6 50内, 混
沌运动状态是广泛存在的. 我们注意到, 随着非线
性反馈控制增益的增大, 系统混沌化对时延参数的
敏感度降低. 当控制增益增加到kt = 0.02时, 单源
和多源激励下混沌运动在整个时延参数域内始终

存在; 然而增加控制增益的负面作用则会增加线谱
强度, 对隐声不利.

4.3 反馈频率参数对混沌化率的影响

最后讨论反馈频率σ对系统混沌化的影响.
系统参数设置与前节一致, 控制器的参数设置为
kt = 0.01, τ = 20, σ的变化范围为 (0, 60). 系统响
应x2关于反馈频率σ 变化的分岔图如图 6所示.

单源激励下, 系统响应x2随反馈频率σ变化

的分岔图如图 6 (a)所示. 其特征是混沌状态间
歇性地出现, 阵发性混沌状态第一次出现在区间
0.6 < σ < 3, 后续的混沌状态呈现包络状周期性地
出现. 这种阵发性的特征与时延控制函数 (21)式中
有界连续函数形式的选择有关. 单源激励下, 混沌
包络之间存在一个狭窄的周期运动窗口, 如图 6 (a)
中的小视窗所示. 说明反馈频率σ的设定必须处于

混沌包络之内的参数区域, 而每个混沌包络区域近
乎具有相同间隔. 阵发性混沌的一个显著特征是混
沌响应峰值随着反馈频率σ的增加呈指数减少, 较
大的参数σ设置可以降低混沌响应峰值.

多源激励下,系统响应x2随反馈频率σ变化的

分岔图如图 6 (b)所示. 当σ较小时, 混沌运动仍然
是间歇性地出现, 混沌包络之间被周期运动窗口分
隔. 但是, 当σ较大时, 包络状的混沌性态渐渐消
失, 呈现出连续性混沌化现象, 系统进入持续的混
沌化区间.

为了观察双层隔振浮筏系统在单源和多源激

励条件下混沌化率随着反馈频率参数的变化趋势,
我们沿用上节定义的混沌化率概念来定量描述. 在
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图 6 反馈频率 σ的全局分岔图 (a) f1 = 0.5, f2 = 0,
ω1 = 4, ω2 = 0; (b) f1 = 0.5, f2 = 0.05, ω1 = 4,
ω2 = 5
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图 7 单源和多源激励条件下随反馈频率变化的混沌化

率对比

进行数值仿真时, 观察窗口区间设定为∆σ = 10,
起始于σ = 0, 在观察窗口0 6 σ 6 ∆σ区间内统计

混沌化率; 随后以步长0.5逐渐向右移动, 获得每一
移动区间0.5×i 6 σ 6 0.5×i+∆σ (i = 0, 1, 2, · · · )
的混沌化率, 直到σ = 60. 从图 7可以清晰看出, 单
源激励下, 反馈频率σ较小时混沌化率是较低的.
随着反馈频率σ的增加, 混沌化率会呈现振荡上升
趋势. 曲线中, 那些突降的倒尖峰对应周期解的影
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响. 但即使σ > 40后, 由于周期窗口的间歇存在,
混沌化率还是不会达到100%. 多源激励下, 反馈频
率σ较小时混沌化率也较低. 随着反馈频率σ的增

加, 混沌化率振荡上升. 当反馈频率σ > 31时, 混
沌化率达到100%, 系统进入完全混沌化区间. 也就
是说, 多源激励下当反馈频率取较大值时, 间歇的
周期窗口不复存在, 持续的混沌化参数区间被进一
步拓展. 所以, 相比于单源激励, 多源激励更容易
实现混沌化. 同时, 较大的混沌化率意味着控制过
程中对反馈频率参数的扰动不敏感, 可提高系统混
沌化的鲁棒性. 虽然该图是在第二项外激励参数
f2 = 0.05, ω2 = 5时获得的, 但是对于其他参数取
值具有相同的趋势.
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图 8 线谱峰值随反馈频率 σ的变化 (a) f1 = 0.5,
f2 = 0, ω1 = 4, ω2 = 0; (b) f1 = 0.5, f2 = 0.05,
ω1 = 4, ω2 = 5

下面从传递到基础的表征线谱强度的线谱峰

值来考察反馈频率控制参数σ的影响. 图 8分别给

出了系统单源和多源激励下, 线谱峰值相对于反馈
频率参数σ变化的关系.

从图 8 (a)可以看出, 单源激励下反馈频率
0 < σ < 6时, 线谱峰值波动较大. 随反馈频率
σ增大, 线谱峰值振荡变化, 振荡的幅值呈指数衰
减, 这与图 6 (a)中观察到的混沌响应峰值随反馈
频率σ变化的规律基本类似. 当σ > 7时, 线谱峰

值基本稳定在 0.0077左右, 对应混沌状态; 反映混
沌包络的线谱峰值随σ增大基本保持不变. 线谱
峰值 (局部极小值和极大值) 对应于周期响应, 会
出现上下较大的振荡变化. 线谱峰值出现的间隔
近似相等, 且与图 6 (a)的周期窗口相对应. 那些上
凸的线谱峰值说明所对应的周期响应具有明显的

可识别特征. 由图 8 (b)可知, 多源激励下反馈频率
0 < σ < 6 时, 线谱峰值也是波动较大. 随着反馈
频率σ增大, 线谱峰值振荡变化, 振荡的幅值呈指
数规律更快速衰减. 当σ > 32时, 系统线谱峰值基
本稳定在 0.0077左右, 此后再没有振荡出现. 这是
因为此时多源激励下对应的系统响应呈现出连续

性的混沌化, 混沌包络现象消失. 所以当反馈频率
σ取较大值时, 相比于单源激励, 多源激励更容易
实现稳定而连续的混沌化; 而且混沌线谱强度基本
趋于稳定, 不会随σ增大而振荡变化.

5 结 论

本文基于水下航行器的隐声需求, 将非线性时
延控制理论应用于多源激励条件下双层隔振浮筏

系统的线谱混沌化. 以双层隔振浮筏系统为研究对
象, 建立了系统响应数学模型, 结合时延控制理论
推导出了线谱混沌化解析控制方程. 通过一系列的
数学推演为双层浮筏系统的混沌化设计提供一个

标准的理论设计方法. 数值仿真验证了该方法的可
行性和有效性, 探讨了多源激励条件下双层隔振浮
筏系统的线谱混沌化特性.

通过分析控制增益、时延参数和反馈频率等控

制参数变化对系统混沌化的影响, 可以得出以下结
论: 当激励幅值比 f2/f1较小时, 多源激励的临界
控制增益普遍小于单源激励的临界控制增益, 有利
于实现微扰控制和提高混沌化品质; 在时延控制参
数域内, 相对于单源激励, 多源激励具有较优的混
沌化率, 而且多源激励下系统进入完全混沌化区间
的时延参数区域宽广; 在反馈频率参数域内, 当反
馈频率增大时, 系统混沌响应越小, 对应的线谱峰
值也越小; 单源激励随反馈频率的变化, 混沌状态
呈现阵发性、不连续的混沌包络现象, 由于周期窗
口间歇性存在, 混沌化率不会达到100%; 多源激励
在反馈频率较小时, 也有阵发混沌现象, 但当反馈
频率增加时, 系统具有连续性的混沌化特征, 而且
对应线谱峰值基本趋于稳定, 且混沌化率可达到
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100%. 总体而言, 多源激励对双层隔振浮筏系统的
线谱混沌化是有利的.
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Abstract
The line spectrum characteristics of the radiated waterborne noises of an underwater vehicle can be reconstructed

using the technique of chaotification, which can improve the acoustic stealth of the underwater vehicle. According to
the particular application background, in this paper we study the chaotification issue with nonlinear time-delay feedback
control for a double-layer vibration isolation floating raft system under multi-source excitation. From a simplified two-
dimensional floating raft system model, a chaotification method with nonlinear time-delay feedback control is presented
completely. It provides a standard procedure for line spectrum chaotification design. Numerical simulation results show
the feasibility of this method. Under multi-source excitation, the effects of the control gain, time-delay and feedback
frequency parameters on chaotification are investigated, and discussion is also extended to the case of the single-source
excitation.

Keywords: multi-source excitation, vibration isolation floating raft, nonlinear time-delay feedback
control, chaotification
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