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地球磁层电磁场中粒子引导中心漂移

运动模型的周期轨∗
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运用Mawhin重合度理论探讨了一类非线性问题的周期解, 然后将其应用于地球磁层电磁场中粒子引导
中心漂移运动模型的周期轨的研究, 得到了一定条件下该模型存在周期轨的结果.
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1 引 言

带电粒子在电磁场中的运动轨道比较复杂, 当
粒子在均匀电磁场中运动时, 其轨道和粒子的电
荷、质量、速度以及速度与磁场的夹角有关. 如果设
带电粒子的速度和磁场垂直, 在磁场的作用下, 带
电粒子将在垂直于磁场的平面上围绕磁场做回旋

运动. 由于质子的质量比电子大, 因此其回旋运动
的半径比电子大. 如果带电粒子平行于磁场方向的
速度不为零, 由于有平行方向的速度, 带电粒子的
运动是圆周运动加上平行于磁场方向的等速运动,
这两种运动合成后形成螺旋轨道. 若还有电场和磁
场梯度, 则粒子的运动轨道将变得更为复杂. 针对
带电粒子在运动区内围绕磁力线做螺旋轨道运动,
阿尔文引入了引导中心的概念, 研究引导中心的运
动轨迹要比研究带电粒子的轨迹方便, 在某种特殊
情况下还可得出解析表达式 [1].

磁层是地球空间环境中非常重要的区域, 磁层
内充满着稀薄等离子体, 也是空间物理中十分活跃
的研究对象. 地球磁层中有内辐射带和外辐射带,
这些辐射带中俘获了大量的高能带电粒子, 它们分

别来自于地球外层大气和太空. 地球的磁场可以近
似看作偶极磁场, 带电粒子在磁场中的有些运动具
有明显的周期性特征, 如粒子的回旋运动、弹跳运
动以及绕地球的漂移运动等 [2]. 讨论复杂电磁背景
下带电粒子的运动轨道及其运动规律, 一方面为进
一步了解磁层等离子体的集体特征提供线索, 另一
方面借助于这些运动特征可以研究粒子在磁层电

磁场中的许多动力学过程如粒子进入地球附近、极

光和环电流的形成过程等, 从而为解释磁层的基本
结构和卫星的观测结果, 包括辐射带、等离子体层、
环电流以及磁尾等离子体片等结构、现象提供重要

的理论依据. 本文讨论了地球磁层电磁场中粒子引
导中心漂移运动的周期性问题.

2 非线性动力学模型

带电粒子在磁层电磁场中的运动满足洛伦兹

方程, 由于非电磁力在磁层中可忽略, 从而其动力
学方程为

m
d2S

dt2 = qE(S, t) + q
dS
dt ×B(S, t), (1)

其中m, q, S和 t分别是粒子的质量、电荷、位置和

时间. E, B为带电粒子所在位置的电磁场. 由引

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11271197)、江苏省普通高校研究生科研创新计划项目 (批准号: CXLX13_502)和南京信息工程大学科
研基金 (批准号: 20110387; 2012r101)资助的课题.

† 通讯作者. E-mail: clj_99@sohu.com

© 2014 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

190202-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.190202
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 19 (2014) 190202

言我们知道, 当带电粒子在恒定的均匀磁场中运动
时, 粒子在电场的作用下, 或在垂直于磁场方向存
在磁场梯度时, 带电粒子做漂移运动. 文献 [3]提出
了在一般情况下, 只要粒子在一次回旋运动期间,
磁场的变化可看成是一个小扰动, 以上的结论仍然
成立. 而且当粒子围绕引导中心一周时, 磁场的空
间与时间变化满足小扰动条件

|(ρ · ∇B)| ≪ |B|, T0

∣∣∣∣dBdt
∣∣∣∣ ≪ |B| (2)

时, 引导中心的概念依然成立. (2)式中ρ为回旋半

径, T0为回旋周期. Northrop 利用严格的数学方
法, 根据带电粒子的动力学方程 (1), 推导了当满足
小扰动条件 (2)时, 带电粒子引导中心的基本动力
学方程:

m
d2Sc
dt2 =qE(Sc) + q

dSc
dt ×B(Sc)

− µ∇B(Sc), (3)

其中Sc代表引导中心的位置. 由方程 (1)和 (3), 显
然带电粒子引导中心的动力学方程与带电粒子的

动力学方程有相似的形式. 作用于带电粒子引导中
心上的力, 除了一般的洛伦兹力和电场力外, 还有
磁场梯度所引起的力F∇B = −µ∇B(Sc).

由于磁层等离子体中不存在平行于磁场方向

的电场, 粒子在磁力线两头密集, 中间稀疏的磁瓶
内, 一方面围绕磁力线运动, 另一方面其引导中心
还在磁瓶内的一对磁镜点之间, 不断来回作周期性
振荡. 带电粒子在一对磁镜点之间振荡时, 引导中
心除沿磁力线运动外, 还会在外力作用下漂移偏
离磁力线, 其漂移方向与磁力线垂直. 当磁场随时
间缓慢变化时, 磁力线在空间形成一个封闭的曲
面, 带电粒子的引导中心围绕这封闭曲面作周期性
运动.

如果存在平行于磁场方向的电场时, 粒子在磁
瓶内的运动将被破坏. 在某些情况下, 粒子将停止
沿磁力线运动, 或很快离开磁力线向外运动.

由于太阳风活动 (如磁暴、黑子暴等)经常使太
阳风传播过程中出现周期性扰动 [4], 考虑到这些实
际原因, 我们在方程 (3)中加入了扰动项—太阳风
周期扰动, 建立如下的磁层电磁场中粒子引导中心
漂移运动的n维非线性模型:

x′′ + g′(x(t))x′(t) + h(x(t)) = f(t), (4)

其中

x(t) =(x1(t), x2(t), · · · , xn(t))
T ∈ Rn,

t ∈ R, g ∈ C1(Rn, Rn),

h ∈ C(Rn, Rn), f ∈ C(R,Rn),

且 f(t+ 2T ) = f(t), T > 0.
在非线性问题的研究中, 许多学者用不同方法

做了大量的工作 [5−13]. 地球磁层电磁场中粒子引
导中心的漂移运动模型是非线性动力学模型, 具有
复杂的动力学行为. 本文运用重合度拓展理论, 探
讨了一定条件下该模型周期轨的问题. 笔者等一些
学者也曾用这种方法成功地解决了一些非线性模

型的周期解问题 [14−17].

3 理论分析

现考虑系统 (4)的2T周期解存在性问题, 其中
T为一正常数.

令

C2T = {x|x ∈ C(R,Rn), x(t+ 2T ) ≡ x(t)},

C1
2T = {x|x ∈ C1(R,Rn), x(t+ 2T ) ≡ x(t)},

显然, C2T 和C1
2T 为Banach空间.

∀x ∈ C2T , 定义

|x(t)| =
√

x(t)Tx(t),

|x|∞ = max
t∈[−T,T ]

|x(t)|,

|x|r =

(∫ T

−T

|x(t)|rdt
)1/r

, r ∈ (1,+∞).

∀x ∈ C1
2T , 定义

|x|C1
2T

= max
t∈[−T,T ]

{|x|∞, |x′|∞}.

引理1 [18] 设 q ∈ C1
2T , 则

|q|∞ 6T−1/v

(∫ T

−T

|q(s)|vds
)1/v

+ T
p−1
p

(∫ T

−T

|q′(s)|pds
)1/p

,

其中 v和p为常数且 v > 1, p > 1.
引理2 [19] 设Ω是X中有界开集, 如果满足

下列条件:
1)对任意的λ ∈ (0, 1), 方程

x′′ + λg′(x(t))x′(t) + λh(x(t)) = λf(t)

在Ω的边界∂Ω上无解;

2)方程∆(c) :=
1

2T

∫ T

−T

[f(t)− h(c)]dt = 0在

∂Ω ∩Rn上无解;
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3) Brouwer度dB{∆, Ω ∩Rn, 0} ̸= 0. 则方程
(4)在Ω = Ω ∪ ∂Ω中有一个2T周期解.

定理1 设 f ∈ C(R,Rn)为有界函数, 若存在
常数 l > m > 0, 使得

−l|x|2 6 xTh(x) 6 −m|x|2, ∀x ∈ Rn,

则

(I)对 x ∈ Σ = {x|x ∈ C1
2T , x

′′ +

λ1g
′(x(t))x′(t) + λ1h(x(t)) = λ1f(t), λ1 ∈ (0, 1]},

存在正常数A1, A2, M1, M2, 使得

|x|2 6 A1, |x′|2 6 A2, |x|∞ 6 M1, |x′|∞ 6 M2,

其中A1, A2, M1, M2与λ无关.
(II)方程 (4)存在一个2T周期解.
证明 (I)对x ∈ Σ, 则有

x′′ + λ1g
′(x(t))x′(t) + λ1h(x(t)) = λ1f(t),

λ1 ∈ (0, 1]. (5)

将 (5)式两端同时左乘xT, 在 [−T, T ]上积分, 得

− |x′|22 + λ1

∫ T

−T

xT(t)g′(x(t))x′(t)dt

+ λ1

∫ T

−T

xT(t)h(x(t))dt

=λ1

∫ T

−T

xT(t)f(t)dt, (6)

又 ∫ T

−T

xT(t)g′(x(t))x′(t)dt

=

∫ T

−T

xT(t)dg(x(t))

=−
∫ T

−T

x′T(t)g(x(t))dt = 0,

于是 (6)式变为

−|x′|22 + λ

∫ T

−T

xT(t)h(x(t))dt = λ

∫ T

−T

xT(t)f(t)dt,

根据定理 1中的条件−l|x|2 6 xTh(x) 6 −m|x|2,
∀x ∈ Rn, 有

|x′|22 =λ1

∫ T

−T

xT(t)h(x(t))dt− λ1

∫ T

−T

xT(t)f(t)dt

6 −λ1m

∫ T

−T

|x|2dt− λ1

∫ T

−T

xT(t)f(t)dt,

即

|x′|22 + λ1m|x|22 6 λ1

∫ T

−T

|xT(t)f(t)|dt.

再由Holder不等式 [12], 得

|x′|22 + λ1m|x|22 6 λ1|f |2 · |x|2,

从而有

λ1m|x|22 6 λ1|f |2 · |x|2, |x′|22 6 λ1|f |2 · |x|2,

即有

|x|2 6 |f |2
m

∆
= A1,

|x′|2 6 λ1

√
|f |2 · |x|2 6 |f |2√

m

∆
= A2. (7)

其中A1, A2为与λ1无关的正常数.
由引理1, 取 v = p = 2, 则有

|x|∞ 6T−1/2

(∫ T

−T

|x(s)|2ds
)1/2

+ T 1/2

(∫ T

−T

|x′(s)|2ds
)1/2

=T−1/2|x|2 + T 1/2|x′|2

6T−1/2A1 + T 1/2A2
∆
= M1, (8)

其中M1为与λ1无关的正常数.
令HM1

∆
= max

|x|6M1

|h(x)|, GM1

∆
= max

|x|6M1

|g(x)|,

由 (5)得到

|x′′ + λ1g
′(x(t))x′(t)|

=

∣∣∣∣∣ d
dt [x

′ + λ1g(x(t))]

∣∣∣∣∣
6HM1 + sup

t∈R
|f(t)| ∆

= A3. (9)

由x′(t)的连续性, 存在 ξ ∈ [0, T ], 使得

|x′(ξ)| =
∣∣∣∣ 1T

∫ T

0

x′(s)ds
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣x(T )− x(0)

T

∣∣∣∣ 6 2

T
M1. (10)

再由 (9)和 (10)式, 有

|x′(t) + λ1g(x(t))|

=

∣∣∣∣ ∫ t

ξ

d
ds [x

′(s) + λ1g(x(s))]ds+ x′(ξ) + λ1g(x(ξ))

∣∣∣∣
6
∫ T

0

∣∣∣∣ d
ds [x

′(s) + λ1g(x(s))]

∣∣∣∣ds+ |x′(ξ)|+GM1

6A3T +
2

T
M1 +GM1

∆
= A4.

因此, 我们有

|x′(t)| =|x′(t) + λ1g(x(t))− λ1g(x(t))|
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6|x′(t) + λ1g(x(t))|+ |g(x(t))|

6A4 +GM1

∆
= M2, (11)

即

|x′|∞ 6 M2,

这里M2为与λ1无关的正常数.
由 (7), (8), (11)可知, (I)得证.
(II)考虑方程

x′′ + λg′(x(t))x′(t) + λh(x(t)) = λf(t),

λ ∈ (0, 1). (12)

令Ω1 ⊂ C1
2T 为方程 (12)的所有 2T周期解的集合,

由 (0, 1) ⊂ (0, 1]可知Ω1 ⊂
∑

. 如果x ∈ Ω1, 由
(I)可得

|x|∞ 6 M1, |x′|∞ 6 M2.

再令

Ω2

=

{
x|x ∈ Rn,∆(x) =

1

2T

∫ T

−T

[f(t)− h(x)]dt = 0

}
,

若x ∈ Ω2, 则x = c ∈ Rn, 从而有

∆(c) =
1

2T

∫ T

−T

[f(t)− h(c)]dt = 0,

由定理1的条件, 得

2Tmc2 6
∫ T

−T

|c| · |f(t)|dt 6 |c| ·
√
2T · |f |2,

即有

|c| 6 |f |2
m
√
2T

∆
= M0

作Ω = {x|x ∈ C1
2T , |x|∞ 6 M1 + M0, |x′|∞ 6

M2 + 1}, 则Ω ⊃ Ω1 ∪Ω2, 引理2中的条件 1)和2)
显然成立.

最后, 作同伦映射

H : (Ω ∩Rn)× [0, 1] → Rn,

H(x, µ) = µx+ (1− µ)∆(x), µ ∈ [0, 1],

其中∆(x) =
1

2T

∫ T

−T

[f(t)− h(x)]dt = 0.

且由定理1的条件及引理2的2)不难得出

H(x, µ) ̸= 0, ∀(x, µ) ∈ ∂(Ω ∩Rn)× [0, 1].

因此,

dB{∆,Ω ∩Rn, 0}

=dB(H(x, 0), Ω ∩Rn, 0)

=dB(H(x, 1), Ω ∩Rn, 0)

=dB(I,Ω ∩Rn, 0) ̸= 0.

即引理 2中条件 3)满足, 从而根据引理 2, 方程 (4)
存在一个2T周期解.

4 结 论

1) 地球磁层电磁场中粒子引导中心的漂移运
动模型 (4)是非线性动力学模型, 而且是带电粒子
引导中心的基本动力学方程的推广. 一般情况下,
无论是求解析解还是近似解, 或用数值计算方法得
到模拟解都相当困难. 重合度理论中的延拓定理
是解决动力系统周期解存在性问题的非常有效和

常用的方法, 其关键是设法将一个模型转化成抽象
方程, 找到系统所有可能解的先验界, 它在物理、力
学、偏微分方程等学科中都有广泛的应用. 本文运
用重合度拓展理论, 不通过求解, 得到了一定条件
下该模型存在周期轨的结论. 在本文所得结果的基
础上, 还可以进一步探讨该模型同宿轨等其他动力
学行为的存在性问题.

2) 粒子的运动可以近似看成在均匀恒定磁场
中的回旋运动和作为微扰的磁场非均匀性以及随

时间缓变所引起的漂移运动的叠加, 也就是粒子围
绕引导中心回旋, 而引导中心在微扰力作用下作漂
移运动. 在考虑大尺度上粒子运动时, 通常对于粒
子运动的细节并不感兴趣. 由于粒子是绕引导中心
作旋转运动, 只要弄清楚引导中心的漂移运动的性
质, 就能了解粒子运动的整体特性, 因此本文对地
球磁层电磁场中粒子引导中心漂移运动的周期性

的研究具有一定的物理应用价值.
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Abstract
Using Mawhin’s continuation theorem, the existence of periodic solution for a class of nonlinear problem is discussed,

and then by using it, the problem of periodic solution of drift motion of the guidance center in earth’s magnetosphere
electromagnetic field is investigated. A result on the existence of periodic solution to the model is obtained, and the
feasibility of our result is explained.
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