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亚表面异质缺陷对功能梯度材料表面

温度场的影响∗

马晓波† 王飞 陈德珍

(同济大学, 机械与能源工程学院, 上海 201804)

( 2014年 4月 4日收到; 2014年 5月 23日收到修改稿 )

基于双曲型热传导方程, 采用镜像法和波函数展开法, 求解了含亚表面异质圆柱缺陷的半无限功能梯度
材料的表面温度场, 给出了功能梯度材料中热波散射的一般解. 分析了亚表面异质圆柱缺陷的几何参数 (如
埋藏深度)和热物理参数 (如导热系数、热扩散长度、热扩散率及热弛豫时间等)对功能梯度材料表面温度场的
影响. 温度波由调制的超短脉冲激光在功能梯度材料表面激发, 异质圆柱缺陷表面的边界条件为导热边界.
研究结果可望为功能梯度材料的红外热波无损检测、导热反问题提供计算方法和参考数据.
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1 引 言

功能梯度材料 (functionally graded material,
FGM)是一种新型的复合材料, 其设计思想是通过
连续控制材料各组分的含量分布, 弱化甚至消除各
组分之间的界面, 使材料的宏观特性 (如导热系数、
比热和密度等)在空间位置上呈现梯度变化 [1,2].
FGM由于具有组成和显微结构梯度变化、适应环
境和可设计的优点, 广泛应用于航天器热防护层和
动力机械设备、核反应堆等的重要结构元件 [3], 功
能梯度材料的可靠性就成为极其重要的问题.

红外热波无损检测技术常用于梯度材料的表

征和安全评估 [4], 目前该技术常用超短脉冲激光作
为热激励源. 在这种热作用时间短、瞬时热流密度
高的极端热传导问题中, 傅里叶导热定律具有局
限性, 而采用基于非傅里叶导热定律的双曲型热
传导方程, 克服了热传播速度无限大假设的局限
性 [5−7]. 国内外学者对傅里叶导热和非傅里叶导热
问题做了详细的研究. Terron等 [8]基于傅里叶导

热定律求解了含亚表面异质圆柱缺陷的材料的表

面温度场的分布和相位变化. Atefi和Talaee [9]基

于非傅里叶导热定律, 采用分离变量法研究了稳态
边界条件下无限长圆筒的温度场. Mishra等 [10]使

用Boltzmann法求解了一维圆柱体和球体的非傅
里叶热传导问题. Yu等 [11]等基于非傅里叶导热定

律分别求解了不同热弛豫时间下均匀材料和功能

梯度材料平板的热力耦合问题. Liu等 [12]将非傅

里叶导热定律和热波模型应用在生物组织的温度

场计算中, 得到生物组织在超声波辐照时要考虑热
传播具有弛豫性的结论. Xu等 [13]利用非傅里叶导

热定律和拉普拉斯变化详细求解了半无限介质的

温度场问题. 赵伟涛等 [14]求解并分析了平板在任

意周期表面热扰动作用下的非傅里叶热传导问题.
马晓波等 [15]基于非傅里叶导热定律给出了功能梯

度材料亚表面圆球绝热缺陷的热波散射问题的一

般解.
功能梯度材料 (以金属陶瓷为例)在制备过程

中经常会渗入SiO2杂质
[16], 研究含杂质缺陷的功

能梯度材料的表面温度场对材料的表征和安全评

估具有重要意义. 本文基于非傅里叶导热定律, 采
用双曲型热传导方程, 研究亚表面异质圆柱缺陷对
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功能梯度材料表面温度场的影响. 研究结果可望为
梯度材料的红外热波无损检测提供计算方法和参

考数据.

2 热波控制方程及其求解

研究介质为一个半无限的功能梯度材料结构,
其热物理特性在x方向上呈梯度变化. 半径为a的

无限长圆柱杂质埋藏在距表面为 b的深度上. 调
制频率为 f的周期超短脉冲激光沿x方向入射加

热梯度材料表面, 导致物体内部形成热波过程, 如
图 1所示.

基于非傅里叶导热定律, 可以得到功能梯度材
料内部的温度控制方程为

∇ · (λ∇T ) = ρcp

(
∂T

∂t
+ τ

∂2T

∂t2

)
, (1)

式中, T为梯度材料介质内的温度; ∇为Hamilton
算子, ∇ =

i∂
∂x

+
j∂
∂y

; λ, cp, ρ分别为功能梯度材料

的导热系数 (W/(m·K))、定压比热 (J/(kg·K))和密
度 (kg/m3); τ为热弛豫时间 (ps).
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图 1 超短激光脉冲激励功能梯度材料示意图

梯度材料的密度和热弛豫时间设为常数, 导热
系数和定压比热使用指数形式 [17,18]:

λ = Re[λ0 exp(2σx)];

cp = Re[cp0 exp(2σx)], (2)

式中, λ0, cp0是复变量, 分别表示x = 0时的复导

热系数和复定压比热; σ是材料的导热系数和比热
的空间梯度分布参数, 用来表示材料的非均匀性,
复变量形式则为σ = σ1 + iσ2.

将 (2)代入到 (1)式中, 则可得如下方程:

∇2T + 2σ
∂T

∂x
=

1

c2
∂2T

∂t2
+

1

D

∂T

∂t
, (3)

式中, D = λ/ρcp = λ0/ρcp0为常量, 表示物体
的热扩散率 (m2/s); c =

√
D/τ , 表示热波的传

播速度 (m/s). 本文研究问题的周期稳态解, 设
T = T0 + Re[ϑ exp(−iωt)], 则温度控制方程 (3)可
化为如下形式:

∇2ϑ+ 2σ
∂ϑ

∂x
+

(
ω2

c2
+

iω
D

)
ϑ = 0, (4)

式中, T0为外界平均温度; ω为圆频率, ω = 2πf ;
i =

√
−1为虚数单位.
这样, 方程 (4)的解为如下形式:

ϑ = exp(−σx)u(x, y), (5)

其中, 函数u(x, y)满足如下方程:

∇2u+ κ2u = 0, (6)

式中,

κ =

(
ω2

c2
+

iω
D

− σ2

)1/2

= α+ iβ,

是波数的复变量表示; α 、β分别表示热波传播波数
和吸收系数, 可取α > 0, β > 0, 即有

α =

√√√√1

2

{√[
ω2

c2
−
(
σ2
1 − σ2

2

)]2
+

(
ω

D
− 2σ1σ2

)2

+
ω2

c2
−

(
σ2
1 − σ2

2

)}

=

√√√√1

2

{√[
ω2

c2
−
(
σ2
1 − σ2

2

)]2
+ 4

(
1

µ2
− σ1σ2

)2

+
[
k2 −

(
σ2
1 − σ2

2

)]}
,

(7)

β =

√√√√1

2

{√[
ω2

c2
−
(
σ2
1 − σ2

2

)]2
+

(
ω

D
− 2σ1σ2

)2

− ω2

c2
+

(
σ2
1 − σ2

2

)}

=

√√√√1

2

{√[
ω2

c2
−
(
σ2
1 − σ2

2

)]2
+ 4

(
1

µ2
− σ1σ2

)2

−
[
k2 −

(
σ2
1 − σ2

2

)]}
, (8)
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其中, k = ω/c, 表示不考虑扩散效应时的热波波
数. 当热波传播速度 c → ∞和非均匀参数σ → 0

时, α →
√
ω/2D = 1/µ, β →

√
ω/2D = 1/µ, 热

波波数则可简化为k = α + iβ → (1 + i)/µ. 此时,
功能梯度材料基于非傅里叶导热定律的双曲型热

传导方程退化为均匀材料基于傅里叶导热定律的

抛物型热传导方程.
根据 (6), (7), (8)式分析可得, 功能梯度材料

中有

ϑ e−iωt = ϑ0 e−(β+σ1)x e i[(a−σ2)x−ωt]

形式的热波波动过程, 表示x方向上温度波的衰减

振动幅值.
因此方程 (4)所决定的功能梯度材料中热波散

射场的一般解可描述为 [15]

ϑ = exp(−σx)
∞∑

n=−∞
AnH

(1)
n (κr) exp(inθ), (9)

式中, An为亚表面圆柱缺陷产生的散射波模式系

数, 由缺陷边界条件决定; H(1)
n (·)为复宗量第一类

汉克尔 (Hankel)函数.

3 热波入射的激发及总热波波场

热波由调制周期超短脉冲激光束在功能梯度

材料表面激发, 设有一周期稳态热波在材料表面沿
x轴正方向入射. 根据布洛赫 (Bloch)波传播理论,
入射波可描述为

ϑ
(i)
1 = ϑ0 exp(−σx) exp(iκb)

× exp[i(κx− ωt)]

= ϑ0 exp(−σr cos θ) exp(iκb)

× exp[i(κr cos θ − ωt)], (10)

式中, ϑ0为热波入射的温度幅值; κ为入射波的

波数.
而半无限体边界的反射波可以用镜像法即虚

拟镜像产生的散射波来描述. 对于虚拟镜像来说,
入射波沿x′轴负方向入射, 其表达式为

ϑ
(i)
2 =ϑ0 exp(σx′) exp(iκb) exp[−i(κx′ + ωt)]

= ϑ0 exp(σr′ cos θ′) exp(iκb)

× exp[i(κr′ cos θ′ + ωt)]. (11)

在局部原像柱坐标系 (r, θ)中亚表面圆柱产生

的热波散射场为

ϑ
(s)
1 = exp(−σr cos θ)

∞∑
n=−∞

AnH
(1)
n (κr)

× exp(inθ) exp(−iωt). (12)

在局部镜像柱坐标系 (r′, θ′)中镜像亚表面圆

柱产生的热波散射场为

ϑ
(s)
2 = exp(σr′ cos θ′)

∞∑
n=−∞

A′
nH

(1)
n (κr′)

× exp(inθ′) exp(−iωt), (13)

式中, An, A′
n分别为热波模式系数, 可以由亚表面

缺陷的边界条件确定. 根据在边界面处

ϑ
(s)
1 (r, θ) = ϑ

(s)
2 (r,π− θ),

则可以得到An = A′
−n.

根据格雷夫 (Graf)加法定理 [19], 可将柱坐
标系 (r′, θ′)的热波表达式变换到 (r, θ)中, 有如下
关系:

∞∑
n=−∞

A′
nH

(1)
n (κr′) exp(inθ′)

=
∞∑

n=−∞
An

∞∑
m=−∞

(−1)m+nH
(1)
m+n(2κb)

× Jm(κr) exp(imθ). (14)

Jm(·)是贝塞尔 (Bessel)函数.
这样, 梯度材料中热波总场应由入射场、散射

场和边界面反射场叠加而成:

ϑ = ϑ
(i)
1 + ϑ

(s)
1 + ϑ

(s)
2 . (15)

功能梯度材料内异质圆柱缺陷简化为均匀材

料, 故异质圆柱缺陷内的总热波波场为 [15]

ϑin=
∞∑

n=−∞
BnJn(κ0r) exp(inθ) exp(−iωt), (16)

式中, Bn为异质圆柱缺陷的热波模式系数, κ0为异

质圆柱缺陷内的热波波数,

κ0 = α0 + iβ0;

α0 =

√√√√√
1

4
k40 +

1

µ4
0

+
1

2
k20;

β0 =

√√√√√
1

4
k40 +

1

µ4
0

− 1

2
k20;

k0 =k
(D0

D

)−1/2(τ0
τ

)1/2

;

τ , τ0分别是梯度材料和异质体的热弛豫时间; D,
D0分别是梯度材料和异质体的热扩散率; Jn(·)为
贝塞尔 (Bessel)函数.

研究亚表面圆柱缺陷的边界条件为导热边界.
异质缺陷与主材料的连接处应满足温度条件, 即温
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度连续和热流密度连续, 用温度函数表示为如下形
式:

ϑ =ϑin, (17a)

−λ
∂ϑ

∂n

∣∣∣∣
a

= − λ0
∂ϑin
∂n

∣∣∣∣
a

, (17b)

式中, n表示亚表面圆柱缺陷的外法线方向.

4 热波模式系数的确定及温度分布

根据亚表面缺陷的边界条件确定热波模式系

数. 将 (15)和 (16)式代入到 (17)式中, 可以得到关
于热波模式系数的无穷代数方程组

∞∑
n=−∞

EnXn +
∞∑

n=−∞
FnYn = G, (18a)

∞∑
n=−∞

PnXn +

∞∑
n=−∞

QnYn = R, (18b)

式中,
En = exp(−σa cos θ)H(1)

n (κa) e inθ

+ exp(σ(a cos θ + 2b))
∞∑

m=−∞
(−1)m+n

×H
(1)
m+n(2κb)Jm(κa) e imθ,

Fn = − Jn(κ0a) e inθ,

Pn = exp(−σa cos θ)
× [(σ cos θ)H(1)

n (κa)−H(1)′

n (κa)] e inθ

− exp(σ(a cos θ + 2b))

×
∞∑

m=−∞
(−1)m+nH

(1)
m+n(2κb)

× [(σ cos θ)Jm(κa) + J ′
m(κa)] e imθ,

Qn =
(λ0

λ

)
J ′
n(κ0a) e inθ,

G = − ϑ0 exp[(iκ− σ)a cos θ + iκb],
R = ϑ0 exp[(iκ− σ)a cos θ + iκb](iκ− σ) cos θ,

Xn = An, Yn = Bn.

用 e−isθ乘以 (18)式的两端, 并在区间 (−π,π)上
积分, 可得如下无穷代数方程组

∞∑
n=−∞

EnsXn +

∞∑
n=−∞

FnsYn = Gs,

(n, s = 0,±1,±2, · · · ), (19a)
∞∑

n=−∞
PnsXn +

∞∑
n=−∞

QnsYn = Rs,

(n, s = 0,±1,±2, · · · ), (19b)

式中,

Ens =
1

2π

∫ π
−π

En e−isθdθ,

Fns =
1

2π

∫ π
−π

Fn e−isθdθ,

Pns =
1

2π

∫ π
−π

Pn e−isθdθ,

Qns =
1

2π

∫ π
−π

Qn e−isθdθ,

Gs =
1

2π

∫ π
−π

G e−isθdθ,

Rs =
1

2π

∫ π
−π

R e−isθdθ.

在 (19)式中, Ens, Fns, Pns, Qns是 s × n阶矩阵,
Xn和Yn是 s × 1阶矩阵, Gs和Rs是 s × 1阶常数

矩阵, 即 Ens Fns

Pns Qns


Xn

Yn

 =

Gs

Rs

 . (20)

(20)式即为确定热波模式系数的矩阵方程.
这样, 功能梯度材料表面温度分布的表达

式为

ϑ = exp(−σr cos θ)
[
ϑ0 exp(iκ(r cos θ + b))

+

∞∑
n=−∞

AnH
(1)
n (κr) exp(inθ)

]

+ exp(σ(r cos θ + 2b))

∞∑
n=−∞

∞∑
m=−∞

(−1)m+n

×AnH
(1)
m+n(2κb)Jm(κr) e imθ, (21)

式中,
r2 = x2 + y2 = b2 + y2,

θ = π− arctan(y/b); r′ = r,

θ′ = arctan(y′/b) = arctan(y/b);
y = 0—4.

金属 -陶瓷功能梯度材料和SiO2的热物理参

数见表 1 .
取特征长度为亚表面圆柱的半径a, 入射温度

的幅值 |ϑ0|. 数值算例采用如下无量纲量: 无扩
散行波波数ka=0.01—2.0; 相对热扩散长度µ/a=
0.50—5.0; 埋藏深度 b/a=1.10—3.0; 热弛豫时间比
τ0/τ=10—3500; 导热系数比λ/λ0 =0.066—30; 热
扩散率比D/D0= 0.018—30; 非均匀参数的实部和
虚部分别是 (σ1a)=0.01—1.0, (σ2a)=0.01—1.0; 温
度比ϑ/ϑ0. 这时的无量纲复波数是κa = αa+ iβa,
κ0a = α0a+ iβ0a. 其中
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αa =

√√√√√
1

4

[
(ka)2 − (σ1a)2 + (σ2a)2

]2
+

[(
a

µ

)2

− (σ1a)(σ2a)

]2
+

1

2

[
(ka)2 − (σ1a)2 + (σ2a)2

]
,

βa =

√√√√√
1

4

[
(ka)2 − (σ1a)2 + (σ2a)2

]2
+

[(
a

µ

)2

− (σ1a)(σ2a)

]2
− 1

2

[
(ka)2 − (σ1a)2 + (σ2a)2

]
,

α0a =

√√√√√
1

4
(k0a)4 +

(
a

µ0

)4

+
1

2
(k0a)2, β0a =

√√√√√
1

4
(k0a)4 +

(
a

µ0

)4

− 1

2
(k0a)2.

表 1 金属陶瓷功能梯度材料和二氧化硅的热物性参数 [11,16,20,21]

PPPPPPPP材料

参数
热弛豫时间 τ/ps 导热系数 λ/(W/(m·K)) 比热容Cp/(J/(kg·K)) 密度 ρ/(kg/m3)

金属陶瓷 0.005—0.144 1.78—37.411 411.7—989.5 3220—7800

二氧化硅 2.29—13.24 1.4—27 966 2200

5 数值算例

图 2给出了含亚表面圆柱异质缺陷的材料

表面温度变化曲线, 此时各参数取值 f = 2 Hz,
a = 0.65 mm, b = 0.69 mm, D = 18 mm2/s,
D0 = 0.1 mm2/s, λ = 60 W·m−1·K−1, λ0 = 0.4

W·m−1·K−1, 数值计算结果与文献 [8]一致. 图 3

给出了 y = 0处梯度材料表面温度随波数的变化曲

线, 各参数取值: σ1a = 0.2, σ2a = 0, D/D0 = 20,
b/a = 2.0, λ/λ0 = 20, τ0/τ = 2500. 从图 3可以看

出, 随着波数ka的增大, 温度的幅值整体呈增大趋
势, 温度的波动性逐渐明显.

0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.5

0.7

0.9

1.1

1.3

1.51.5

y

|ϑ
|

图 2 材料表面温度分布

图 4给出了梯度材料表面温度随波数的变化

曲线, 各参数取值: σ2a = 0, D/D0 = 20, µ/a =

1.0925, b/a = 1.12, λ/λ0 = 20, τ0/τ = 2500. 其

中, 图 4 (a)中σ1a = −0.5, 图 4 (b)中σ1a = 0.5. 从
图 4 可以看出, 材料中异质体的存在对材料表面温
度的影响主要集中在异质体的正前方附近区域, 在
远离异质体正前方处 (y > 3)材料表面温度趋近于
环境温度.

|ϑ
m
|

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

5

ka

µ⊳a=1.0

µ⊳a=2.0

图 3 材料 y = 0处温度随波数的变化

图 5给出了梯度材料表面温度随非均匀参

数的变化曲线, 各参数取值σ2a = 0, ka = 0.5,
D/D0 = 20, µ/a = 1.0925, b/a = 1.12, λ/λ0 = 20,
τ0/τ = 2500. 从图 5可以看出, 随着非均匀参数
σ1的增大, 材料的表面温度逐渐增大. 图 6给出

了 y = 0处梯度材料表面温度随非均匀参数σ1和

热扩散长度µ/a变化的曲线, 各参数取值σ2a = 0,
ka = 0.5, D/D0 = 20, b/a = 1.12, λ/λ0 = 20,
τ0/τ = 2500. 从图 6可以看出, 当非均匀参数
σ1 < 0时, 其对材料表面温度影响较小; 当σ1 > 0

时, 随着非均匀参数σ1的增大, 材料表面温度迅速
显著增大.
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图 4 不同波数影响下材料表面温度分布
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图 5 材料表面温度分布随非均匀参数的变化

图 7给出了梯度材料表面温度随埋藏深度

的变化曲线, 各参数取值σ1a = 0.5, σ2a = 0,
ka = 1.0, D/D0 = 20, µ/a = 1.0925, λ/λ0 = 20,
τ0/τ = 2500. 从图 7可以看出, 随着异质体埋
藏深度的增加, 材料表面温度及温度幅值随之
减小. 图 8给出了梯度材料 y = 0处表面温度

随埋藏深度的变化曲线, 各参数取值σ1a = 0.5,
σ2a = 0, D/D0 = 20, µ/a = 1.0925, λ/λ0 = 20,

τ0/τ = 2500. 从图 8可以看出, 随着异质体埋藏深
度的增加, 当入射波数较小时, 材料在y = 0处温度

的波动性较弱; 当入射波数较大 (ka > 2.0)时, 材
料在 y = 0处的温度波动性较强. 即当异质体埋藏
深度较大时, 超短脉冲激光可能探测不到材料的亚
表面缺陷.
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图 6 材料 y = 0处温度随非均匀参数的变化
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图 7 材料表面温度随埋藏深度的变化

图 9给出了梯度材料表面温度随热扩散长度

的变化曲线, 各参数取值σ1a = 0.5, σ2a = 0,
ka = 1.0, D/D0 = 20, b/a = 1.12, λ/λ0 = 20,
τ0/τ = 2500. 从图 9可以看出, 随着热扩散长度
µ/a的增大, 材料表面温度的变化幅度和变化区
域都随之增大. 由于µ =

√
D/πf , 故低频率的

调制激光可以探测到较深的缺陷, 但探测周期较
长. 图 10给出了梯度材料表面温度随导热系数

比的变化曲线, 各参数取值σ1a = 0.5, σ2a = 0,
ka = 1.0, D/D0 = 20, µ/a = 1.0925, b/a = 1.12,
τ0/τ = 2500. 从图 10可以看出, 导热系数比λ/λ0

的大小主要影响材料靠近异质体区域的温度幅值
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的大小, 对异质体正前方 y = 0处的温度影响较小.
随着异质体导热系数的增加, 异质体正前方材料表
面温度增加.
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图 8 材料 y = 0处温度随埋藏深度的变化
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图 10 材料表面温度随导热系数比的变化

图 11给出了梯度材料表面温度随热扩散率

比的变化曲线, 各参数取值σ1a = 0.5, σ2a = 0,

ka = 1.0, λ/λ0 = 20, µ/a = 1.0925, b/a = 1.12,
τ0/τ = 2500. 从图 11可以看出, 随着热扩散率比
D/D0 减小, 即随着异质体热扩散率的增加, 异质
体正前方的材料表面温度增加. 图 12给出了梯度

材料表面温度随热弛豫时间比的变化曲线, 各参
数取值σ1a = 0.5, σ2a = 0, ka = 1.0, λ/λ0 = 20,
µ/a = 1.0925, b/a = 1.12, D/D0 = 20. 从图 12可

以看出, 随着热弛豫时间比 τ0/τ的增大, 即随着异
质体的热弛豫时间的增加, 异质体正前方的材料表
面温度会变小.
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图 11 材料表面温度随热扩散率比的变化
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图 12 材料表面温度随热弛豫时间比的变化

6 结 论

基于非傅里叶导热定律和双曲型热传导方程,
分析了亚表面异质圆柱缺陷对半无限功能梯度材

料表面温度场的影响. 得到以下结论:
1) 功能梯度材料亚表面圆柱异质体的存在主
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要影响其正前方处材料的表面温度, 远离异质体正
前方区域的温度趋近于环境温度, 因此可以通过材
料表面温度的变化, 判定材料亚表面是否含有异质
缺陷.

2) 功能梯度材料的非均匀参数对材料表面温
度分布影响较大, 特别是当非均匀参数大于零时,
随着非均匀参数的增大, 材料表面温度的幅值随之
显著增大, 对材料表面温度影响较明显.

3) 异质体的热物理参数 (导热系数、热扩散长
度、热扩散率和热弛豫时间)对材料表面温度有较
大的影响, 即当材料亚表面存在异质缺陷时会影响
材料表面温度的幅值大小.

4)当材料亚表面缺陷埋藏深度较大时, 材料表
面温度分布趋近于环境温度, 即当异质体埋藏深度
较大时, 超短脉冲激光可能探测不到材料的亚表面
缺陷.

当材料内部含有缺陷时, 热波会在缺陷与材料
表面之间发生多重散射, 对材料的表面温度产生影
响. 通过红外热波无损检测系统测量材料表面温度
的变化, 可获取材料亚表面的缺陷情况达到检测和
探伤目的. 研究结果可望为功能梯度材料的红外热
波无损检测、导热反问题提供计算方法和参考数据.
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Abstract
In this paper, based on the hyperbolic equation of heat conduction, utilizing the image method and the wave function

expansion method, the temperature distributions on the surface of a functionally graded material(FGM) containing a
cylindrical inclusion are investigated. According to the model of thermal waves, a general solution of scattered fields of
thermal waves is obtained. Effects of different physical parameters (such as the depth of buried inclusion, the thermal
conductivity, the thermal diffusion length, the thermal diffusivity, and the thermal relaxation time) on the distribution
of temperature are analyzed. The thermal waves are excited on the surface of the FGM by a periodically modulated
laser. A cylindrical defect is taken as an inclusion under a thermal conduction condition. Results are expected to provide
calculation methods and reference data for infrared thermal wave nondestructive evaluation of an FGM and the inverse
problems in mathematical physics.
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