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折射率梯度表面机理的研究∗
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本文构建了一种折射率梯度表面, 并利用几何光学法对其物理机理作了研究, 发现这种折射率梯度表面
可以实现入射波到正常反射波, 异常反射波, 以及介质波的转换. 当入射点介质折射率大于某一阈值时, 异常
反射波束方向角正弦值与入射波束方向角正弦值存在线性关系, 意味着平行入射的波经介质后将平行出射到
空气; 而当折射率梯度常数大于某一阈值时, 任何方向入射的波在透射到介质后, 将发生全反射, 被束缚在介
质中. 总而言之, 通过调节结构参数, 可以实现对波束方向与强度的人工调控, 从而提供了一种人工可控的全
介质梯度表面的工程实现思路.
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1 引 言

超材料通常被定义为一种人工合成材料或者

人工复合结构, 由于超材料可以实现传统材料所不
能及的一些电磁特性, 因而受到日益关注. 尤其是
在 2008年, 首次出现了基于金属周期结构的完全
超材料吸波体, 其宽带, 高吸收率, 极化无关等特性
吸引众多专家学者 [1,2]在此领域研究, 并取得成果.

在此基础上, 2011年出现了相位梯度表面的概
念, 它是通过超材料构造一种特殊拓扑结构的表
面, 使得入射到该表面的波束额外附加一个线性相
位, 从而发生奇异的反射, 这种表面在实现物体的
隐身, 能量的高效率转换等方面存在巨大潜力, 吸
引了众多专家学者的研究. 孙颜颜等 [3]利用费马

原理讨论了这种超材料相位突变界面所满足的广

义反射与折射定律, 并作了仿真验证; Sun等 [4,5]利

用等效电磁参数, 通过模式展开法对H形特殊结构
排列而成的相位梯度表面作了研究; Yu等 [6,7]则是

利用几何光学的方法对V形特殊结构排列而成的
相位梯度表面作了研究; 而Wang等 [8]同样设计了

一种特殊结构排列而成的相位梯度表面, 并对其转
化效率做了研究. 上述文章共同揭示了在相位梯度
表面下, 可以实现对光束方向的调控, 并在一定条
件下可以实现自由空间波到表面波的转换.

本文意在建立一种折射率梯度表面. 和上述学
者所不同的是, 本文没有去构造拓扑结构的表面,
而是研究了折射率线性分布下的材料对入射波束

的作用.

2 折射率梯度表面的理论分析

2.1 理论模型

本文建立了一种二维三层结构模型: 空气, 无
耗介质 (厚度为d), 理想金属板. 其中, 入射波 (记
为 I, 入射角为 θi0)从空气入射至如下坐标系中空
气介质分界面 (x0, 0), 此时既有反射波 (记为 II, 反
射角为 θr0), 也有透射到介质中的波 (记为 III, 透射
角为 θt0); 对于波 III, 其首先入射到 (x1,−d)处发

生反射, 之后又传播到空气介质分界面 (x2, 0)发生

透射 (入射角为 θi2透射角为 θt2透射波记为 IV). 如
图 1所示.
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图 1 折射率梯度表面模型示意图

其中, 介质折射率沿x方向满足梯度变化:

n(x) = 1 + α ∗ x, (1)

式中, α为折射率梯度常数.
1)在空气介质分界面 (x0, 0)处:
对波 II而言, 根据反射定律, 反射角 θr0满足

θr0 = θi0. (2)

对波 III而言, 根据折射定律透射角 θt0满足

sin θt0 =
sin θi0
n(x0)

, (3)

式中, n(x0)为x = x0处介质的折射率.
2)对于从 (x0, 0)至 (x1,−d)的波 III, 设其轨迹

方程为 y1(x).
波程满足:

S1 =

∫
nds =

∫
n(x)

√
1 +

(
dy1
dx

)2

dx.

据费马原理, 利用变分法可得
dy1
dx =

c1√
n2 − c21

, (4)

式中 c1为常数.
利用 (1)式及 y1(x0) = 0可得

y1 =
c1
α

(
cosh−1

(
n

−c1

)
− cosh−1

(
n(x0)

−c1

))
. (5)

利用
dy1
dx 的几何意义, 可得

− dy1
dx = − c1√

n2 − c21
= tan

(
π

2
− θt0

)
. (6)

利用 (3)式, 对 (6)式化简可得

c1 = −
√
n(x0)2 − sin θ2i0. (7)

3)对于从 (x1,−d)至 (x2, 0)的波 III, 设其轨迹
方程为 y2(x).

同 (4), (5)理可得
dy2
dx =

c2√
n2 − c22

, (8)

y2 =
c2
α

(
cosh−1

(
n

c2

)
− cosh−1

(
n(x2)

c2

))
, (9)

式中 c2为常数.
利用金属板 (x1,−d)处的反射条件, 可得

− c1√
n(x1)2 − c21

=
c2√

n(x1)2 − c22
,

化简得

c2 = −c1 =
√
n(x0)2 − sin θ2i0. (10)

4)对于整个从 (x0, 0)到 (x2, 0)的波 III.
利用 y1(x1) = y2(x1) = −d边界条件, 可得

c2
α

(
cosh−1

(
n(x1)

c2

)
− cosh−1

(
n(x2)

c2

))
= −d,

c1
α

(
cosh−1

(
n(x1)

−c1

)
− cosh−1

(
n(x0)

−c1

))
= − d. (11)

利用 (10)式我们可以化简上述方程如下:

ln n(x2) +
√
n(x2)2 − c22

n(x0) +
√
n(x0)2 − c22

=
2αd

c2
. (12)

同 (7)式可得√
n(x2)2 − c22 = sin θt2. (13)

则利用 (7), (13)将 (12)式化简可得

ln sin θt2 +
√
n(x0)2 − sin θ2i0 + sin θ2t2
n(x0) + sin θi0

=
2αd√

n(x0)2 − sin θ2i0
. (14)

2.2 理论结果分析

1)当d → 0或α → 0时, 等效于普通的金属板
反射, 应有下式成立:

sin θt2 = sin θi0.

上式可由 (12)式证明 (见附录A1, A2)
2)当入射点折射率较大时, 可以证明 (见附录

A3), (14)式可化简为

sin θt2 = sin θi0 + 2αd. (15)

但实际上, 通过数学内插, 可以对 (15)式给出
更弱的成立条件 (此条件已接近极限), 此时入射点
介质折射率满足下式 (证明见附录A4):

n(x) > nt = sin θi0 + 4αd. (16)
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若满足以上条件, 则波 IV的出射角与入射点无关,
这意味着平行入射在不同入射点的波经介质后, 波
IV 都将平行出射.

在 (14)式中以 2αd, sin θi0为参数, 绘制n-
sin θt2的函数图像, 如图 2和图 3所示.
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图 2 2αd = 0.6, sin θi0 = 0.1时的 n-sin θt2图像
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图 3 2αd = 0.6, sin θi0 = 0.8时的 n-sin θt2图像

从上述n-sin θt2的函数图像中得出, 当折射率
n(x) > nt时,波 IV出射角正弦 sin θt2趋于常数,与
理论分析一致.

3)实际上, 波 III在 (x2, 0)仍将发生反射, 然后
返回介质, 如此循环. 对于此种情况, 利用前述结
果及光路的可逆性, 可以认为 (x2, 0)处的反射波是

自空气中以入射角 θt2 入射到 (x2, 0)处, 则 sin θt4,
sin θt2同样满足 (14)式. 推广下去, 在入射点折射
率n(x) > nt时, 下式成立:

sin θt,2m = sin θt,2(m−1) + 2αd,

m = 1, 2, 3 · · · (17)

当 sin θt2 > 1时, 从光学角度而言, 此时发生了全
反射, 透入到介质中的波全部被束缚到介质内部.

4)对于波 IV, 作如下讨论:
当n(x) > nt时, sin θt2 = sin θi0 + 2αd, 即波 I

平行入射, 波 IV平行出射. 在不考虑强度前提下,
可以将波束在介质中传播引起的相位等效为某一

表面对波的额外附加相位. 如图 4所示

1 2

θi0 θt2
x

图 4 波 IV等效波轨迹图

设表面相位补偿为ϕ(x)根据费马原理有

ejϕ e−jk∆x sin θt2 = ej(ϕ+∆ϕ) e−jk∆x sin θi0 .

当
1

k

(
∆ϕ

∆x

)
θi0

= −2αd, 即入射角下的附加相

位梯度均为常数时, 下式成立:

sin θt2 = sin θi0 + 2αd.

上式正是 (15)式, 说明此时波 IV在介质中的
波程与坐标之间存在线性关系, 从这种意义上说,
我们可以视波 IV为异常反射波.

3 仿真验证

利用 comsol3.5a, 做如下仿真验证 (仿真结果
与坐标的 y向平移无关):

3.1 验证折射率梯度表面可以实现入射波

到正常反射波II, 异常反射波IV, 以及
介质波 III 的转换

设计参数: 电场仅有Ez分量 (介质及上述
结果均是极化无关); 频率 f = 10 GHz; 梯度
常数α = 1.1; 介质厚度 d = 0.08 m; 入射角
正弦 sin θi0 = 0.65; 波源位置如图所示位于 y轴

0.16—0.48之间.
理论预期: 此时入射点折射率满足n(x) > nt,

故 sin θt2 = sin θi0+2αd = 0.826, sin θt4 = sin θt2+

2αd = 1.002, 则介质中的波只发生一次出射. 同
时利用 (13)式,计算可得波 IV出射位置x2 = 0.265

m. 仿真结果如图 5和图 6所示.
图 5为能流密度分布图, 图 6为等位电场分布

图. 从图 5和图 6中可以看出, 入射波在界面有较
小的反射, 介质中的波向空气中透射了一次. 从
图 6中测量计算可知, 反射角正弦 sin θr0 = 0.63,
出射角正弦 sin θt2 = 0.85, 而异常反射波 IV出射
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位置x2 = 0.29 m, 与理论预期符合得很好, 而且此
时主要能量在于波 IV.
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图 5 (网刊彩色)能流密度分布图
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图 6 (网刊彩色)等位电场分布图

3.2 验证当理论值sin θt2 > 1时, 波 III发
生了全反射, 透入到介质中的波全部被
束缚到介质内部

参数设计: 电场仅有Ez分量 (介质及上述
结果均是极化无关); 频率 f = 10 GHz; 梯度
常数α = 2.5; 介质厚度 d = 0.08 m; 入射角
正弦 sin θi0 = 0.65; 波源位置如图所示位于 y轴

0.16—0.48之间.
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图 7 (网刊彩色)能流密度分布图

理论预期: 此时入射点折射率满足n(x) > nt,
故 sin θt2 = sin θi0 + 2αd = 1.05因而透入介质

的介质中的波 III不会出射. 仿真结果如图 7和

图 8所示.
图 7为能流密度分布图, 图 8为等位电场分布

图. 从图 7和图 8中可以看出介质中的波 III没有透
射到空气中, 同时入射波在界面只有较小的反射,
故能量主要集中在介质中.
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图 8 (网刊彩色)等位电场分布图

3.3 验证当n(x) > nt时, (15)式不再成
立, 异常反射波的出射角正弦应服从
(14)式. 为了从实验上容易验证, 设计
此时波 III发生全反射

参数设计: 电场仅有Ez分量 (介质及上述
结果均是极化无关); 频率 f = 100 GHz; 梯度
常数α = 12.5; 介质厚度 d = 0.01 m; 入射角
正弦 sin θi0 = 0.65; 波源位置如图所示位于 y轴

0.012—0.02之间.
理论预期: 由于入射点折射率不满足n(x) >

nt, 故 (15)式不再成立. 由 (14)式解得 sin θt2 =

1.05因此介质中的波不会再透射到空气中. 据 (10),
(13)式可得波 IV第一次全反射位置x2 = 0.029 m.
而根据 (15)式, sin θt2 = sin θi0 + 2αd = 0.9, 若此
式成立, 应该看到和仿真 3.1中一样明显的异常反
射波. 仿真结果如图 9和图 10 所示.
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图 9 (网刊彩色)能流密度分布图
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图 10 (网刊彩色)等位电场分布图

图 9为能流密度分布图, 图 10为等位电场分布

图. 从图 9中可以看出, 此时入射波在界面有一些
反射, 透入介质中的波没有再次出射到空气中, 第
一次发生全反射的点 (x2, 0)与理论预期基本一致,
而主要能量也被束缚在介质中.

4 结 论

通过研究折射率梯度表面对入射波束的作用,
我们可以得出如下结论:

1) 折射率梯度表面可以实现入射波到正常反
射波, 异常反射波, 以及介质波的转换;

2) 当入射点介质折射率n(x) > nt = sin θi0 +

4αd 时, 异常反射波束方向角与入射波束方向角满
足 sin θt2 = sin θi0 + 2αd, 这意味着平行入射的波
经介质后将平行出射;

3) 当折射率梯度常数满足 2αd > 1时, 任何方
向入射的波在透射到介质后, 将发生全反射, 被束
缚在介质中.

总之, 通过调节结构参数, 可以实现对波束方
向与强度的人工调控, 从而提供了一种人工可控的
全介质梯度表面的工程实现思路. 在对波束的实
际工程操作中, 如果实现连续介质到离散介质的转
化, 则更切近于实际应用, 例如将适当的材料附着
于飞机等物体表面, 可以减小其散射截面, 起到隐
身的作用; 也可以将其附着于一些电磁波接受装置
表面, 如此, 对不同方向的来波即可转化到预期方
向, 从而达到高效率的接收等.

附录

A1. 当 d → 0时, 归于一般金属板反射, 应有下式:

sin θt2 = sin θi0.

证明: (12)式中 2αd取有限值, 则α → ∞,

c2 =
√

n(x0)2 − sin θ2i0 → ∞.

由 (12)式可得

ln n(x2) +
√

n(x2)2 − c22

n(x0) +
√

n(x0)2 − c22
=

2αd

c2
→ 0,

因此,

n(x2) +
√

n(x2)2 − c22

n(x0) +
√

n(x0)2 − c22
= 1,

d+ αx2d+ d sin θt2

d+ αx0d+ d ∗ sin θi0
= 1,

可得 sin θt2 = sin θi0.
A2. 当α → 0时, 材料归于一般空气介质, 应有

sin θt2 = sin θi0.
证明: (12)式满足

ln n(x2) +
√

n(x2)2 − c22

n(x0) +
√

n(x0)2 − c22
=

2αd

c2
→ 0,

ln n(x2) +
√

n(x2)2 − c22

n(x0) +
√

n(x0)2 − c22
=

2αd

c2
→ 0,

n(x2) +
√

n(x2)2 − c22

n(x0) +
√

n(x0)2 − c22
= 1,

而

n(x2) = n(x0) → 1,

sin θt2 =
√

n(x2)2 − c22 sin θi0 =
√

n(x0)2 − c22,

得 sin θt2 = sin θi0.
A3. 当折射率n(x)是一个大量时, sin θt2 = sin θi0.
证明:

ln sin θt2 +
√

n(x0)2 − sin θ2i0 + sin θ2t2
n(x0) + sin θ2i0

=
2αd√

n(x0)2 − sin θ2i0
,

ln n(x2) + sin θt2 + sin θi0 − sin θi0

n(x0) + sin θi0

=
2αd

c2
→ 0,

ln
(
1 +

sin θt2 − sin θi0

n(x0) + sin θi0

)
=

2αd

n(x0)
→ 0.

利用 ln(1 + x) ∼ x, 得

sin θt2 − sin θi0

n(x0) + sin θi0
=

2αd

n(x0)
.

在n(x)是一个大量近似下, 有 sin θt2 = sin θi0 + 2αd.
A4. 证 明: 对 于 (14)式, 我 们 令 n(x0) =

sini0 +4αd sin θt2 = sin θi0 + 2αd.
我们可以计算此时 (15)式成立的误差, 得

左式−右式
右式

=
ln(0.5 +

√
0.25 + σ2)− 0.5σ

0.5σ
,

式中

σ =
1√

1 +
sin θi0

2αd

;
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满足: 0 6 σ 6 1.
对上述误差式绘图可得:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.06

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

x

(log↼⊲⇁sqrt↼⊲⇁x2↽↽-0.5x)/0⊲x

图A1 误差分布图

从图A1可以看出, (15)式在 6%误差内成立, 可以认

为此时 (15), (16)成立.
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Studies on the mechanism of refractive index gradient
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Abstract
These years, with the development of material fabrication technology, some new synthetic materials that have unique

electromagnetic properties have come out, one of which, the gradient meta-surface constructed into a special topological
structure, gains rising popularity among experts. This paper establishes a refractive index gradient meta-surface and
discusses its physical mechanism in optics. Normal reflection, anomalous reflection, and transformation from plane wave
to medium wave can be realized by using this meta-surface. If the refractive index is larger than some threshold, the
sine value of the reflection angle will vary linearly with that of the incidence angle, implying that parallel incident
waves will become parallel emergent waves. If refraction index gradient is larger than some threshold, the plane wave
at any incidence angle will give out a total reflection inside the medium, in other words, it is bound within the medium.
Therefore the control of direction and intensity of beams can be achieved by adjusting parameters, providing a new
engineering implementation method of artificial controllable full-medium gradient meta-surface.

Keywords: refractive index gradient on the surface, geometrical optic method, linear relation, total
reflection
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