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微重力下变内角毛细驱动流研究∗
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( 2014年 3月 2日收到; 2014年 7月 3日收到修改稿 )

本文研究了在满足Concus-Finn条件时, 微重力环境下内角沿容器轴线变化时的毛细驱动流问题, 建立
了变内角的毛细流动控制方程, 获得了变内角流动的近似解析解, 并与FLOW-3D软件的数值模拟结果进行
了对比验证. 计算结果表明, 随着时间的增大, 近似解析解与数值解的相对误差越来越小, 在 6 s以后, 相对误
差不超过 5%. 论文研究了不同结构参数对内角毛细流动的影响规律, 得出液体前缘位置和液面高度均随内
角、接触角、内角斜率和内角幂指数的增大而减小的结论. 在不同时刻, 液体的液面高度随着时间的增大而增
大, 但在初始时刻存在一个常高度, 该高度不随时间的变化而变化. 在空间流体管理时, 可以根据本文的工作
进行容器设计和选择适合的溶液.
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1 引 言

载人航天技术的发展和空间探索计划的需求

带动了微重力科学的蓬勃发展, 其中微重力流体科
学是重要的科学分支, 它不仅推动了流体力学新的
学科体系的发展, 同时也在载人航天工程中有重大
应用 [1−3].

微重力环境下重力水平极低甚至达到可以忽

略的地步, 界面张力成了主导流体行为的因素, 流
体行为与界面或容器的形状密切相关, 而内角是影
响界面或容器形状的重要因素. 在微重力环境下,
液体会沿容器的内角流动, 进行重新的分布 (相对
于在地面上), 这种流动就称作微重力环境下内角
处的毛细流动. 目前, 毛细流动问题受到了广泛研
究, 因为在微重力环境下内角相当于为液体提供了
流动的管道, 并且这种流动是自发的, 所以这种内
角结构在航天工程中经常被用来进行流体管理. 比
如燃料储箱中蓄液池以及导流板的应用, 都是依据
这种内角处的毛细流动原理.

1991年, Geoffrey等 [4]用解析方法研究了容器

横截面为三角形的内角毛细流动, 研究结果表明三
个内角的弯月面曲率半径是一样的, 这个结论为后
续研究者提供了重要参考依据. 1995年Dong等 [5]

用理论分析和实验的方法研究了边长为 0.3—0.5
mm的方形微管中的毛细流动问题, 以流动液面的
截面面积为变量, 通过有限元方法求解热传导方
程, 得到了内角流动的二次解, 但由于曲率半径计
算的限制, 该方法不能应用于复杂几何形状. 魏月
兴等 [6]推广了Dong的方法, 通过修正曲率半径的
计算, 寻找截面与曲率半径的关系, 使其可以应用
于不同接触角、不同二面角的情形, 并修正了最小
二乘有限元方法的问题, 获得了内角流动的二次
解, 同时进行了毛细管和落塔实验验证. 1996年,
Weislogel等 [7]考虑了液体惯性力的影响, 用理论
分析结合短时微重力落塔实验的方法研究了横截

面为正多边形棱柱容器的毛细流动. 建立了内角
处毛细流动的Navier-Stokes方程, 根据渐近法得
到了控制方程, 对无限长毛细流动用摄动法进行
了求解. 研究给出的黏性阶段毛细流动的数值解
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与实验结果基本符合. Weislogel与Dreyer等 [8]于

2004—2009年期间在国际空间站上进行了 16 项有
关毛细流动的实验, 这些实验验证了Weislogel与
Dreyer分别率领的研究小组所做的理论工作. Hu
等 [9,10]利用落塔实验研究了在满足、接近、不满足

Concus-Finn条件三种情况下, 液体初始体积对内
角处毛细流动的影响, 得到了各条件下毛细爬升高
度随微重力时间变化的曲线, 发现在一定微重力时
间内液体在内角处爬升的高度随液体初始体积的

增大而增大的现象.
上述关于内角毛细流动的研究都是针对内角

是尖角并且角度值大小不变的情况下即V字形结
构进行的, 但在实际应用中由于制造和加工的原
因, 尖角很难实现, 内角几乎都带有一定的过渡圆
角. 1990年, Concus和Finn [11]研究发现随着圆形

内角半径的增加将使Concus-Finn条件所预测的
临界接触角逐渐减小, 即液体更容易存在稳定的界
面构型. 目前关于圆形内角毛细流动的研究都是在
满足Concus-Finn条件下且内角角度值不变的情
况下进行的. Ransohoff和Radke [12]在假设圆形内

角和液体自由界面的圆心是同心的情况下进行了

理论分析, 分析中认为液体的流阻系数是关于内角
角度、静态接触角、液层厚度和圆形内角半径的函

数. 由于液层厚度和圆形内角半径在流动过程中
都在变化, 所以流阻系数在液体流动方向上变化很
快, 使圆形倒角处的毛细驱动流变得非常复杂, 这
一点也在 1995年得到了Dong等 [5]的证明. Chen
等 [13,14]通过适当的无量纲处理方法得到了一个能

够适用的流阻系数方程, 并且给出了圆形内角处毛
细驱动流的近似解, 并利用落塔实验进行了验证,
结果表明圆形倒角将使内角处液体的爬升速度降

低. 徐升华等 [15]针对不同尺寸和三角形、正方形、

圆形三种不同截面形状的毛细管, 利用落塔的短时
微重力条件, 通过实验研究了界面张力主导的毛细
流动过程, 并对实验结果进行了对比和分析. 实验
结果表明, 当管的形状相同时, 在毛细流动的初始
阶段, 管径越细, 在相同的微重力时间内液面的爬
升高度越大, 若管径相对于外部容器尺寸较小, 在
毛细流动的后期, 不同尺寸的爬升曲线可能会发
生交叉, 也即管径越粗反而爬升高度越大. 李京浩
等 [16]用解析计算方法分析液体在线段和圆弧构成

的不对称内角的流动. 提出了等效内角的概念, 把
复杂的不对称内角模型转化为对称内角模型, 并建
立内角流动控制方程, 对内角流动过程进行了计

算. 李永强等 [17,18]应用同伦分析法研究微重力环

境下圆管和无限长柱体内角毛细流动问题的解析

近似解问题并给出了级数解的表达公式.

z

x

y

图 1 叶片式表面张力贮箱结构示意图

目前关于内角毛细流动的研究都是针对内角

沿容器轴线不变的情况下进行的, 但是在工程实
际中内角的角度有时随容器的轴线是变化的, 例
如图 1所示的叶片式表面张力贮箱, 内外侧叶片
都固定在贮箱中间的固定杆上且外侧叶片与贮箱

壁相连. 内侧叶片形成的装置为推进剂管理装置
(PMD), 相邻内侧叶片形成的内角角度值沿贮箱 z

轴保持不变, 但由于贮箱外壳通常为球形或胶囊形
状, 这时外侧叶片和贮箱壁面形成的内角为不对称
结构, 并且沿贮箱轴线 z其对应的虚拟内角角度值

是变化的.
本文将魏月兴等 [6]的方法进行了扩展,研究了

在满足Concus-Finn条件时, 微重力环境下内角沿
容器轴线变化时的毛细驱动流问题, 建立了变内角
的毛细流动控制方程, 获得了变内角流动的近似解
析解, 分析了不同参数对内角流动的影响规律.

2 变内角毛细流动控制方程

变内角毛细流动模型如图 2所示, 任意横截面
的内角α沿容器轴线从α1变化到α2, 设为

α(x) = α1 + β(x), (1)

式中β(x)的具体形式可根据容器形状获得. 本
文只考虑内角变化很小的情况, 这时 tanβ(x) ≈
β(x), 并且设

β(x) = kxm, (2)

式中k和m均为常数. 任意横截面形状如图 3所示,
图 3中 r(x,t)是液体上表面的曲率半径, θ是静态接
触角, S(x,t)是润湿面积, h(x, t)为液面高度.
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图 2 变内角流动模型
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图 3 液面横截面示意图

该横截面润湿面积S(x,t)和曲率半径 r(x,t)的
关系可以表示为

S(x, t) = C(x)r2(x, t), (3)

其中

C(x) = cos2 θ/tanα(x)− sin θ cos θ − δ, (4)

式中 δ = π/2− α(x)− θ.
液面高度h(x,t)和润湿面积S(x,t)的关系为

h(x, t) =
S(x, t) + r2(x, t)δ

r(x, t) sin δ
− r(x, t). (5)

由于在流动过程中, 单位长度上流量的变化等
于润湿面积的变化率 [3], 即

∂q(x, t)

∂x
= −∂S(x, t)

∂t
, (6)

式中 q(x,t)是体积流速.
在毛细流动过程中, 体积流速 q(x,t)与液体压

力P (x,t)的关系为 [6]

q(x, t) = S(x, t)
r2(x, t)

βνµ

∂P (x, t)

∂x
, (7)

式中µ为动力黏度系数, βν为流阻. 由文献 [12]可
知, 流阻βν 随内角α(x)和接触角 θ的变化而变化,

也是坐标x的函数, 由于本文考虑的内角的变化量
很小, 这里忽略流阻βν随坐标x的变化量, 即认为
在任意横截面上的流阻βν是常量.

当只考虑 y-z平面的曲率半径时, 在平衡状态
下, 任意横截面气液交界面处Laplace方程表示的
压力为 [6]

P (x, t) = σ/r(x, t), (8)

式中σ为液体表面张力. 将 (3), (7)和 (8)式代入到
(6)式中, 可得变内角毛细流动控制方程为

∂S(x, t)

∂t
=

σ

2µβν

∂

∂x

{
S1/2(x, t)

C3/2(x)

[
C(x)

∂S(x, t)

∂x

− S(x, t)
∂C(x)

∂x

]}
. (9)

3 变内角毛细流动近似解析解

毛细流动过程中, 在任意时刻 t, 液体的前缘
到达xf处, 在xf处以及以外的地方, 液体润湿面积
S(x,t) = 0. 根据这一条件, 设变内角毛细流动控制
方程的近似解为

S(x, t) = C(x)g(x, t)R2, (10)

其中R为x = 0横截面的曲率半径, g(x,t)设为

g(x, t) =

[
1− a

x

xf
+ (a− 1)

(
x

xf

)2]2
, (11)

式中a为待定的数值. 借鉴文献 [6]的方法, 液体的
前缘位置xf可设为

xf = x0

√
1 + 2νt, (12)

其中x0为 t = 0时刻液体前缘到达的位置, ν为时
间常数

ν = b
σ

µβν

R

x2
0

, (13)

其中 b为待定的数值. 由 (10)式可知润湿面积
S(x,t)是与未知参数 a和 b有关的函数. a和 b的

具体值可通过求解有关a-b的两个关系式得到.
由于 (10)式为近似解, 将 (10)式代入到方程

(9)后, 将产生残差. 为简化残差的分析, 引入无量
纲参数u = x/xf, 可知 0 6 u 6 1, 经整理后可得残
差为

δ(u) = C(u)

[
2
(∂H(u)

∂u

)2

+H(u)
∂2H(u)

∂u2

+ 2bu
∂H(u)

∂u

]
+H(u)

∂C(u)

∂u
, (14)

214704-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 21 (2014) 214704

式中H(u) = 1− au+ (a− 1)u2. 为了消除残差正
负值的影响, 将其平方后并在流动区域上进行积分
可得总体残差为

L =

∫ 1

0

δ2(u)du. (15)

可知总体残差是以a和 b为变量的函数. 为了
获得总体残差L的极小值, 令

∂L

∂a
= 0. (16)

这样就可得到第一个关于a-b的关系式.
由 (3), (7), (8)式和 (10)式可得到x = 0处的

体积流速

q(x, t)|x=0 =
σ

2µβν
R3C0

2a

xf
. (17)

式中, C0 = C(x)|x=0

将 (10)式在整个流体区域 [0, xf]上进行积分
就可得到液体的体积, 同理将 (17)式在时间 [0, t]
上进行积分也可得到液体的体积, 二者应相等, 即∫ xf

0

S(x, t)dx =

∫ t

0

q(x, t)|x=0dt. (18)

由 (18)式就可得到第二个关于a-b的关系式,
将 (16)式和 (18)式联立求解就可解出a和 b的值,
根据 (10)式就可得到任意横截面的润湿面积
S(x,t).

当时间项 2νt ≫ 1, 则液体前缘位置xf可简

化为

xf ≈
√
2b

σ

µβν
Rt. (19)

(14)式和 (18)式可简化为

δ(u) =

[
2

(
∂H(u)

∂u

)2

+H(u)
∂2H(u)

∂u2

+ 2bu
∂H(u)

∂u

]
(C0 + kum sin2 θ) +H(u)

× [sin2 θ − cos2 θ(cotα1 − kum)2]

× kmum−1, (20)

b

∫ 1

0

(C0 + kum)H2(u)du = C0a. (21)

4 算例验证

为了验证本文所提方法的正确性, 应用
FLOW-3D软件对横截面为三角形的柱体容器
(图 4所示)进行研究. 容器内腔是等腰三棱柱,
容器内角沿容器轴线从 2α1变到 2α1 + kx, 容器横

截面示意图如图 5所示. 取 2α1 = 60◦, k = 0.05,
容器高度为 0.4 m, 则容器内角沿轴线从 60◦变
到 60.04◦. 选用 5cSt硅油作为实验介质, 其表
面张力系数σ = 19.7 × 10−3 N/m, 动力学黏度
µ = 4.575× 10−3 Pa·s, 密度ρ = 915 kg/m3.

0.4 m

h0

图 4 容器几何形状和初始液面示意图

α2 α2

α1

a a

b

图 5 容器横截面
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图 6 变内角毛细流动前缘位置解析解与FLOW-3D解
的曲线图

内壁边长为a = 48 mm, 固液接触角 θ = 0◦,
初始液体高度h0 = 4 mm, 重力加速度为0, 模拟时
间 20.0 s, 边界条件设为所有面均为固面. 提取内
角处液体前缘位置随时间变化的曲线, 并与本文所
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提的方法做对比, 对比曲线如图 6所示. 由图 6可

知, 解析解与FLOW-3D解变化趋势大致相同, 初
始时刻相对误差较大, 但是随着时间的增大, 相对
误差越来越小, 在6 s以后, 与FLOW-3D解误差不
超过 5%. 初始时刻相对误差较大的原因在于以下
几点, 首先本文所设的解析解中通过假设 2νt ≫ 1

对xf进行简化, 即当时间较大时, 解析解前缘位置
较精确; 其次解析解假设在x = 0处存在一个常液

面高度, 而FLOW-3D没有考虑这一条件, 直接将
x = 0设在初始液体高度处; 最后FLOW-3D软件
在模拟计算时, 需要花一定时间寻找一个合适的时
间步, 所以前面的误差较大, 但是随着时间的增大
误差会越来越小.

5 内角的变化对毛细流动的影响

当内角沿x轴不变, 即内角为固定值时, k = 0,
可以求出a = 0.5901, b = 1.4468, 这时润湿面积
S(x,t)和前缘位置xf的解析表达式与文献 [5,6]相
同, 这两篇文献已对固定内角的毛细流动解析近
似解的精度做了详尽研究, 这里不再赘述. 本节
详尽讨论 k不等于零时, k和幂指数m对毛细流

动的影响. 溶液为 10cSt, σ = 20.1 × 10−3 N/m,
µ = 9.35 × 10−3 Pa·s. 根据文献 [12], 当取 θ = 0◦

时, 流阻βν随α1 变化的值以及α1 = 45◦时, βν随

θ变化的值见表 1 .
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图 7 不同m时, a-α1-k和 b-α1-k关系曲面 (a) m = 1时, a-α1-k关系曲面; (b) m = 1时, b-α1-k关系曲面;
(c) m = 2时, a-α1-k关系曲面; (d) m = 2时, b-α1-k关系曲面; (e) m = 3时, a-α1-k关系曲面; (f) m = 3时,
b-α1-k关系曲面
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x = 0处液体的曲率半径R为 [19]

R =
pw cos θ
2Σ

[
1−

(
1− 4AΣ

p2w cos2 θ

)1/2]
, (22)

其中A为容器截面积, pw为容器横截面的周长,

Σ =
n∑

j=1

(kjFj)/2, kj表示每个夹角包含的被液体

润湿的壁面的个数, Fj = (cos θ sin δj)/sinαj − δj ,
δj = π/2− θ − αj . 在本文中容器初始横截面为菱
形, 边长为10 mm, kj = 2, n = 4.

图 7为接触角 θ = 0◦, 幂指数m取不同值时, a
和 b随内角α1、斜率k变化的关系曲面图.

从图 7可以看出, a和 b值随m的增加而降低;
当α1取固定值时, a和 b随k的增加而增加, 增加的
幅度随α1的增加而降低; 当k取固定值时, a和 b随

α1的增加而减小, 减小的幅度随k的增加而增大.
图 8为斜率k = 0.01,幂指数m取不同值时, a

和 b随内角α1、接触角 θ 变化的关系曲面图.

表 1 不同α, θ时, βν 的值

θ = 0◦ α1 = 45◦

α1 = 10◦ α1 = 15◦ α1 = 300 α1 = 45◦ α1 = 60◦ θ = 0◦ θ = 10◦ θ = 20◦ θ = 30◦

βν 12.91 18.52 57.23 210.0 1158 210.0 237.8 343.9 746.4
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从图 8可以看出, a和 b值随m的增加而降低;
当 θ取固定值时, a随α1的增加呈现先降低然后再

增加的趋势, 这种趋势当 θ取较大值时更加明显,
即当α1为某一值时a有极小值. 当α1取固定值时,
a随 θ的增加而增加, 增加的幅度随α1的增加而增

大. 当 θ取固定值时, b随α1的增加而减小, 减小的
幅度随 θ的增加而增大.

图 9为内角α1 = 45◦, 幂指数m取不同值时, a
和 b随接触角 θ、斜率k变化的关系曲面图.

从图 9可以看出, a和 b值随m的增加而降低;
当k或 θ取固定值时, a随 θ或k的增加而增加, 增
加的幅度随k或 θ的增加而急剧变大. 当k取固定

值时, b随 θ的增加而减小, 减小的幅度随k的增加

而变大; 当 θ取常数但小于某一值时, b随k的增加

而变大, 但当 θ大于某一值时, b随k的增加而减小.
图 10为不同内角、接触角、斜率和幂指数下,

液体前缘位置xf的曲线图.
从图 10中可以看到, 前缘位置随内角、接触

角、斜率和幂指数的增大而降低. 在空间流体管理
时, 可以利用这一特点进行设计, 如果要保持容器
液面平整, 就要降低内角处毛细流动的爬升高度,
可将内角设计的较大且内角随轴线有较大变化, 选
取较大接触角的溶液; 如要输送液体时就要增加液
体爬升的高度, 此时可将内角设计的较小且内角不
随轴线变化, 选取较小接触角的溶液.

图 11为不同内角、接触角和幂指数下, 横截面
的液面高度h的曲线图.
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从图 11可以看出, 任意相同时刻 (t > 0), 液
面高度随着内角、内角斜率、内角幂指数和接触角

的增大而减小. 由图 11 (e)可知, 不同时刻, x > 0

处的液面高度随着时间的增大而增大, 但在初始
x = 0处存在一个常高度条件, 即此处液面的高度
H保持不变, 这在Weislogel的实验中 [7]已经得到

证实. 在空间流体管理时, 可以利用以上特点进行
设计, 如果在输送液体时要保持容器横截面的液体
占有率大一些, 就要增大内角处毛细流动的液面高
度, 这时可将内角设计的较小并且内角随轴线变化
较小, 并且选择接触角较小的液体; 如果在输送液
体时要保持容器横截面的液体占有率小一些, 就要
减小内角处毛细流动的液面高度, 这时就可将内角
设计的较大并且内角随轴线变化较大, 并且选择接
触角较大的液体.

6 结 论

本文研究了在满足Concus-Finn条件时, 微重
力环境下内角沿容器轴线变化时的毛细驱动流问

题, 建立了变内角的毛细流动控制方程, 获得了变
内角流动的近似解析解. 研究了不同参数对内角流
动的影响规律, 得出液体前缘位置和液体高度均随
内角、接触角、内角斜率和内角幂指数的增大而减

小; 不同时刻, x > 0处的液面高度随着时间的增大

而增大, 但在初始x = 0处存在一个常高度, 不随
时间的变化而变化. 在空间流体管理时, 可以根据
本文的工作进行容器设计和选择适合的溶液. 如果
要保持容器液面平整, 就要降低内角处毛细流动的
爬升高度, 这时就可将内角设计的较大并且内角随
轴线有较大变化, 选取较大接触角的溶液; 如要输
送液体时就要增加液体爬升的高度, 此时就要将内
角设计的较小并且内角不随轴线变化, 选取较小接
触角的溶液. 如果在输送液体时要保持容器横截面
的液体占有率大一些, 就要增大内角处毛细流动的
液面高度, 这时就可将内角设计的较小并且内角随
轴线变化较小, 并且选择接触角较小的液体; 反之,

亦然.
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Abstract
This paper investigates the capillary flows in variable interior corners along the axis when a microgravity environment

and the Concus-Finn condition are satisfied. The governing equation for capillary-driven flows in variable interior corners
is established, and an approximately analytic solution is obtained. Then we compare the approximately analytic solution
with the numerical simulation results obtained using the software FLOW-3D. Results show that the relative error between
the approximately analytical and numerical solutions is getting smaller and smaller with increasing time, and it will be
less than 5% after 6 s. The influence of different parameters on the interior corner flow is studied using a set of typical
parameters. Numerical results show that the liquid-front position and meniscus height decrease with increasing interior
angles, contact angle, slope, and power exponent. The liquid meniscus height increases with the duration at different
times. But it remains constant at the initial time. The conclusion of this paper can be applied when designing containers
and choosing the suitable solution in the space fluid management.

Keywords: variable interior corners, capillary driven flows, approximate analytic solution, front position
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