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空间调制作用下Bessel型光晶格中物质
波孤立子的稳定性

陈海军† 张耀文

(陇东学院电气工程学院, 庆阳 745000)

( 2014年 4月 24日收到; 2014年 6月 20日收到修改稿 )

利用变分法和数值计算方法研究了空间调制作用下Bessel型光晶格中玻色 -爱因斯坦凝聚体系中孤立子
的稳定性, 给出了存在随空间非周期变化的线性Bessel型光晶格和非线性光晶格 (原子之间非线性相互作用
的空间调制)时, 各种参数组合下涡旋和非涡旋孤立子的稳定性条件. 首先, 利用圆对称的高斯型试探波函数
得出描述体系稳定性参数满足的Euler-Lagrange方程和变分法分析体系稳定性所需要的有效作用势能的表
达式. 然后, 根据有效作用势能是否具有局域最小值判断体系是否具有稳定状态, 得出体系具有稳定状态时
参数所满足的条件. 最后, 利用有限差分法求解Gross-Pitaevskii方程验证变分法结果的正确性, 所得结果和
变分法结果一致.
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1 引 言

近年来, 光晶格 (optical lattice, OLs)中玻色 -
爱因斯坦凝聚 (BEC)的研究引起了理论和实验研
究的关注 [1,2], 包括三维光晶格中玻色凝聚气体基
态波函数及干涉演化 [3], 双色光晶格势阱中玻色 -
爱因斯坦凝聚体的Landau-Zener隧穿行为 [4]和光

晶格中双组分偶极玻色 -爱因斯坦凝聚体的调制不
稳定性 [5,6]的研究. 光晶格分为线性光晶格 (LOL)
和非线性光晶格 (NOL)[7]. 线性光晶格是原子感受
到的外势场的作用, 又分为随空间周期变化的 cos
型光晶格和随空间非周期变化的Bessel型光晶格;
而非线性光晶格是指原子之间相互作用随空间的

变化. 线性和非线性光晶格中孤立子的研究有重要
的意义 [8−10]. 在周期性变化的线性光晶格中, 在排
斥和吸引相互作用下均能形成能隙孤立子 [11−14].
非线性光晶格中也可以形成稳定的孤立子, 一维
非线性光晶格中孤立子的数学性质有较详细的研

究 [15−16]. 另外, 线性光晶格和非线性光晶格结合

情形下孤立子的性质也有理论研究 [17], 包括一维
交叉型光晶格中在排斥和吸引相互作用下可以形

成稳定的二维孤立子 [7], 二维线性和二维非线性交
叉光晶格中的物质波的稳定性也有理论研究 [18].

Bessel型光晶格和 cos型光晶格的不同之处是
其空间变化的非周期性,其中孤立子的研究在BEC
体系和非线性光学介质中都具有理论和实验意义.
非线性光学介质中的涡旋、多极等类型的孤立子的

稳定性 [19], Bessel型光晶格角向调制下孤立子的稳
定性 [20]以及旋转孤立子的结构 [21]和二维孤立子

的振荡 [22]都进行了理论研究. 这些工作大多研究
的是非线性光学介质中孤立子的行为, 并且只考虑
了线性光晶格中孤立子的行为.

本文研究Bessel型线性光晶格和非线性光晶
格结合情形下BEC体系中物质波孤立子的稳定性,
也就是研究原子之间的非线性相互作用随空间变

化时,Bessel型光晶格中孤立子的稳定性. 根据平均
场模型下的Gross-Pitaevskii (GP)方程, 利用变分
法和数值模拟方法研究了准二维BEC体系中涡旋
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和非涡旋孤立子的稳定性. 文章第二部分建立了变
分法分析体系稳定性所需要的有效作用势能; 第三
部分根据有效势能的结构是否具有局域最小值来

判断体系是否具有稳定的孤立子解, 给出了各种参
数组合下的势能结构示意图,判断稳定孤立子解存
在的参数取值区间, 并利用数值计算方法验证了变
分法给出结果的正确性. 结果表明, 利用高斯型函
数作为试探波函数得出的变分法结果和数值计算

结果一致.

2 模 型

描述准二维圆对称BEC体系的波函数满足无
量纲化平均场GP方程为 [23]

i ∂
∂t
ψ(ρ, t) =

[
− ∂2

∂ρ2
− 1

ρ

∂

∂ρ
+ V (ρ) +

L2

ρ

+ g(ρ)|ψ(ρ, t)|2
]
ψ(ρ, t), (1)

由于圆对称性, 物理体系的 (2+1)维极坐标系 (ρ, θ)
下的GP方程在数学中实际上是 (1 + 1)维方程, 只
与ρ有关; 其中波函数ψ(ρ, t)满足归一化条件

2π

∫ ∞

0

dρρ|ψ(ρ, t)|2 = 1.V (ρ) = ϵJ2
0(kρ)

表示空间非周期变化的线性Bessel 型光晶格, ϵ 是
晶格强度, 其特点是当 ϵ < 0时, 在晶格中心具有势
阱结构. 非线性光晶格部分为

g(ρ) = g0 + g1 cos(γρ), (2)

g0表示和 s波散射长度a0有关的非线性项, g1表示
非线性项的空间周期调制强度, 周期是 2π/γ, 即原
子之间非线性相互作用的空间调制由 g1和γ决定.

为了研究体系的非涡旋孤立子和涡旋孤立子

的稳定性, 假设如下的Gauss型试探波函数 [24]

ψ(ρ, t) =
w(t)−(L+1)√
πΓ(L+ 1)

ρL exp
[
− ρ2

2w(t)2

+
i
2
β(t)ρ2 + iα(t)

]
, (3)

处于量子化涡旋态中每个原子沿 z轴的角动量是

L~, L = 0和L = 1分别表示非涡旋孤立子与涡

旋孤立子; w(t), β(t)和α(t)分别表示波包宽度、

Chirp和孤立子的相位. 利用标准的变分法程序分
析体系的稳定性, 和方程 (1)对应的Lagrange 密度
函数为

L =
i
2
(ψψ∗

t − ψ∗ψt) +

∣∣∣∣∂ψ∂ρ
∣∣∣∣2

+ V (ρ)|ψ|2 + L2

ρ
|ψ|2 + 1

2
g(ρ)|ψ|4. (4)

把方程 (3)代入 (4)式并对空间积分得到体系的有
效Lagrange函数为

L = 2π

∫ ∞

0

dρρL

= α̇+
1

2
(L+ 1)w2β̇ +

2−2(L+1)Γ(2L+1)

πΓ(L+ 1)2w2

×
[
g0 + g11F1

(
2L+ 1;

1

2
;−1

8
γ2w2

)]
+ ε2F2

(
1

2
, L+ 1; 1, 1;−k2w2

)
+
L+ 1

w2
+ (L+ 1)w2β2.

(5)

根据参数的Euler-Lagrange方程
∂L

∂σ
− d

dt
∂L

∂σ̇
= 0(σ = w,α, β), (6)

可以得到

ẇ = 2wβ,
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2

w4
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(
3
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)
+

g02
−2L−1Γ(2L+ 1)

π(L+ 1)w4Γ(L+ 1)2

+
g12
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8
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)
+ 41F1
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2L+ 1;

1

2
;−1

8
γ2w2

)]
.

(7)

进而可以得到波包宽度w随时间的变化方程, 类似
于经典物理学中的牛顿方程

ẅ =
4

w3
+ 2εk2w2F2

(
3

2
, L+ 2; 2, 2;−k2w2

)
+

g04
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g14
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[
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3

2
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8
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8
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.

(8)

体系的有效作用势能是
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U(w)
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∫
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√
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×
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2,3

w2γ2

8

∣∣∣∣ −2L− 1, 1

0, 0,−1

2
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8
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1

2
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(9)

以上计算过程中, Bessel(), Γ(), F ()和G()分别表

示特殊函数Bessel函数, Gamma函数,超流几何函
数和Meijer G函数.

3 稳定性分析

由于 ẅ = −∂U/∂w类似于经典物理学中单位

质量的质点在势能U(w)中的运动, 可以根据势能
曲线结构判断体系的稳定性. 同样的方法可以用
于判断BEC体系的稳定性, 根据势场 (9)是否具有
局域最小值来判断BEC体系是否具有稳定状态.
本文研究体系的稳定性由线性Bessel 型光晶格和
非线性光晶格共同决定, 即由参数 ε, g0, g1, k和 γ

决定.
图 1 给出了不同参数组合下, 对于非涡旋孤立

子 (L = 0)和涡旋孤立子 (L = 1)两种情况下有效
势能曲线随波包宽度w的变化. 当势能曲线具有局
域最小值时, 表示在该参数组合下, 体系具有稳定
的状态; 当势能曲线比较平坦时, 没有势阱的约束,
体系会扩散; 当势能趋于−∞时, 体系会塌缩.

图 1 (a), (b)分别表示在L = 0, ε = −2和

k = γ = 1的情况下, g1 = ±1 时, 势能曲线随w的

变化. 从图 1 (a)可以看出, 给定 g1的值, g0的取值
在一定范围内时, 体系才有稳定状态, 例如, g1 = 1

时, g0的取值满足−14 < g0 < 30时, 势能曲线具
有局域最小值, 对应的体系具有稳定状态, 可以看
出, 原子之间的相互作用在吸引和排斥作用下均能
形成稳定的状态. 当吸引作用太强时 (g0 < −14),
有效势能趋于−∞, 体系会塌缩; 当原子之间的排
斥相互作用太大时 (g0 > 30), 有效势能趋于平坦,
没有局域最小值, 体系会扩散. 图 1 (b)和 (a)类似,
对应于 g1 = −1, 即调制强度为负值, 可以看出, 稳
定情况和图 1 (a)基本一致, 说明在有Bessel型光晶

格和原子之间的相互作用 g0时, 非线性项的空间调
制对体系稳定性没有显著的影响. 图 1 (d), (e) 表
示涡旋孤立子 (L = 1)的稳定性随 g0 的变化, 可以
看出扩散的临界值和L = 0的情形相同, 但是塌缩
的临界值更小, 也就是说, 涡旋孤立子相对于非涡
旋孤立子, 有更大的稳定区域, 同样的情形是空间
调制对稳定性没有明显的影响.

图 1 (c), (f)分别表示L = 0和L = 1两种

情况下, 没有Bessel线性光晶格的约束, 只有非
线性光晶格时, 体系的稳定性随调制强度 g1的

变化. 图 1 (c)表示非涡旋孤立子 (L = 0)的情
况, 线性光晶格强度 ε = 0, 其他参数取值是
g0 = 0, γ = k = 1. 可以看出当 g1 > 80时, 有
效势能具有局域最小值, 体系具有稳定状态, 并且
随着 g1的增大, 稳定性增强. 由此表明, 二维非线
性光晶格能平衡稳定的物质波孤立子. 这不同于
以前文献中的结果, 即有原子之间的 s波散射相互
作用时, 在吸引和排斥相互作用的二维体系中, 不
能形成稳定的孤立子. 但是, 从图 1 (c), (f)可以看
出, 原子之间的 s波散射相互作用为0时, 体系可以
形成稳定的孤立子. 另外, 和 ε ̸= 0 的情况比较, 非
线性项的空间调制必须足够大, 才能维持稳定的
孤立子. 图 1 (f)表示涡旋孤立子的稳定性, 结论和
L = 0的情况相似.

为了验证变分法结果的正确性, 我们选择了
图 1 (a)和图 1 (c)两种情况进行数值模拟, 利用有
限差分法求解方程 (1)的数值解, 空间步长和时间
步长分别为 0.01和 0.0001, 空间格子数是 2000. 稳
定解所满足的条件为 ẅ = 0, 因此利用方程 (8) 可
以求出稳定波包的宽度, 然后代入试探波函数 (3)
式, 即可求出定态解,作为数值计算的初始条件, 检
验其随时间的传播情况进而判断体系的稳定性. 对
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于图 1 (a)的情况, 取 g0 = −14,−5, 30 三种情况进

行验证, 根据以上分析可知,g0 = −14, 30分别对应

体系的塌缩和扩散情形,只有 g0 = −5给出稳定的

定态解. 根据 ẅ = 0 可以求出稳定解对应的波包宽

度是w0 = 1.14269, 根据试探波函数 (3)式可以给
出初始时刻波函数是

ψ(ρ, t = 0)

= (w−L−1
0 ρL/

√
πΓ(L+ 1)) exp(−ρ2/(2w2

0))

= 0.493739 exp(−0.382925ρ2).

图 2给出了不同参数组合下初始波包随时间

演化的三维投影图和 t = 0, 50, 100时刻波函数 |ψ|
图形. 图 2 (a), (b)对应图 1 (a) g0 = −14的情形,

表示原子之间有较强的吸引作用, 随着时间的推
移, 体系塌缩. 图 2 (c), (d)对应图 1 (a) g0 = −5

的情形, 势能曲线具有局域最小值, 可以看出波包
随时间的传播是稳定的. 图 2 (e), (f)对应图 1 (a)
g0 = 30的情形, 原子之间有较强的排斥作用, 随着
时间的推移, 波包扩散到整个空间区域, 形成不稳
定的结果. 图 2 (e), (f) 对应图 1 (c) g1 = 400的情

形, 初始波包宽度和波函数分别为w0 = 3.61161和

ψ(ρ, t = 0) = 0.156216 exp(−0.0383327ρ2),可以看
出,随着时间推移,初始的高斯型试探波函数演化
为稳定的环状非涡旋孤立子解. 结合图 1和图 2可

以看出变分法分析给出的结果和数值模拟结果

一致.
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图 1 (网刊彩色)不同参数组合下有效势能结构随w的变化
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图 2 (网刊彩色)不同参数组合下波包随时间演化的三维投影图和 t = 0, 50, 100时刻波函数 |ψ|图形

4 结 论

利用变分法和数值计算方法研究了准二维圆

对称BEC体系中涡旋和非涡旋孤立子的稳定性,
体系的稳定性由Bessel型光晶格和非线性光晶格
共同决定, 根据有效势能是否具有局域最小值来
判断体系是否具有稳定状态. 结果表明, 当有线性
Bessel型光晶格约束时, 在调制强度为正负的情况
下, 均能形成稳定的涡旋和非涡旋孤立子, 但是空
间调制强度对稳定性的影响不是很显著. 当Bessel

型光晶格强度为 0时, 即只有非线性光晶格时, 也
能形成稳定的物质波孤立子. 另外,我们给出了波
包随时间的传播情况, 可以看出, 变分法所给出的
结果和变分法分析的结果一致. 本文所用到的研
究方法可以推广到其他类似的系统,比如考虑三体
相互作用下Bessel型光晶格中物质波孤立子的稳
定性.
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Stabilization of matter-wave solitons in Bessel optical
lattice by spatial modulation of the nonlinearity
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Abstract
Using variational and numerical solutions of the mean field Gross-Pitaevskii equation, we investigate the stabilities

of nonrotating and vortex solitons in Bessel optical lattice by spatial modulation of the nonlinearity(nonlinear optical
lattice). It is demonstrated that there exist the stable matter-wave solitons in a combination of optical lattices with
linear Bessel optical lattices and nonlinear optical lattice. Using the time-dependent variational approach, we derive the
odinary differential equations for the time evolutions of the width and phase of solitons. Through an effective potential,
we obtain the stable criteria for all kinds of combinations of the system parameters. We perform direct numerical
simulations to support our analytical results, and find that they are in goog agreement.
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