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非对称双稳耦合网络系统的尺度随机共振研究∗
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( 2014年 4月 5日收到; 2014年 6月 25日收到修改稿 )

研究了不同周期信号调制下非对称双稳耦合网络系统的尺度随机共振问题. 针对该网络系统, 首先运用
高斯近似和役使原理对其进行了降维, 推导了其简化模型. 在绝热近似条件下, 利用Fokker-Planck方程分别
得到了余弦信号和矩形信号调制下信噪比的解析表达式. 在此基础上, 研究了系统的尺度随机共振行为, 并
讨论了非对称性、噪声强度、周期信号的振幅和耦合系数对系统尺度随机共振的影响. 结果表明, 两种情形下
信噪比均是系统尺度的非单调函数, 说明在此网络系统中产生了共振现象.
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1 引 言

对随机共振的研究源于 1981年Benzi等 [1]对

地球古气象冰川问题的研究. 他们认为随机共振
是在非线性系统中输入信号和噪声而在输出时所

表现出来的协作效应. 这一概念的提出改变了人
们过去对噪声的负面认识, 让人们意识到噪声也
具有积极的作用. 随机共振提出以后, 迅速引起了
国内外研究人员的广泛关注 [2−8], 并在实验和理论
方面进行了大量研究 [9−16], 不仅提出了一批经典
随机共振理论, 例如绝热近似理论、线性响应理论、
驻留时间分布理论等 [17−19], 而且有效拓宽了随机
共振的内涵, 并相继提出了多种新类型的随机共
振, 诸如非周期随机共振 [20−23]、参数调节随机共

振 [24,25]、单稳态随机共振 [26,27]、相干随机共

振 [28−31]、耦合随机共振 [32,33] 等. 特别是实验研
究方面的进展 [2,3], 更为随机共振现象的发现提供
了直观、可信服的证据. 随机共振的深入研究也
有力地推动了随机共振在不同领域的应用 [34−36],
如生物信号处理、视觉图像与听觉识别、光信号处

理等.
随着复杂网络 [37−40]的提出和兴起, 国内外

研究人员不再满足于对一维系统或者多变量低

维系统随机共振行为的研究, 而逐渐将目标聚集
到对高维系统—–网络系统随机共振行为的研究
中 [41−46]. 特别地, Pikovsky等 [41] 研究了周期力

激励下非关联高斯白噪声驱动的双稳耦合网络系

统的随机共振问题, 结果表明, 在一定的耦合尺度
下可以得到最佳的响应输出, 这种系统输出响应随
着网络系统规模的变化所呈现出来的非单调趋势

的现象被称为系统尺度随机共振. 随后, Bezrukov
等 [34]在离子通道阵列实验中观察到了共振现象;
Schmid等 [42,43]对生物系统中Hodgkin-Huxley模
型的研究表明, 随着离子通道数目的变化, 通过
生物细胞膜的离子浓度呈现出明显的随机共振现

象; 在缺少外力激励时, 耦合FitzHugh-Nagumo系
统 [44]整体输出的规则性在一定的系统尺度下达到

最优; Tessone等 [45]研究了社会动力系统中的尺度

随机共振问题. 系统尺度随机共振的提出, 进一步
拓宽了随机共振的研究范畴, 也加深了人们对噪声
和非线性协同作用的认识. 然而, 目前对网络系统
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尺度随机共振的研究, 关注的都是对称网络系统,
即网络节点上耦合的是对称双稳系统, 而对于非对
称网络系统的随机共振研究比较少见. 与对称系统
相比, 非对称系统具有更普适的理论基础和实用价
值, 当然对非对称系统的研究也更具难度.

鉴于此, 本文研究了高斯白噪声驱动的非对称
双稳耦合网络系统的尺度随机共振现象, 运用高斯
近似和役使原理对网络系统进行了降维, 在绝热近
似条件下, 得到了不同信号激励下系统输出信噪比
的解析表达式. 在此基础上, 进一步讨论了非对称
性、噪声强度、振幅等参数对系统尺度随机共振行

为的影响. 本文的结构安排如下: 在第2部分, 我们
运用高斯近似和役使原理对非对称双稳耦合网络

系统进行了降维, 得到了该网络系统的简化模型;
随后, 利用Fokker-Planck (FPK)方程分别推导了
在余弦信号 (第3部分)和周期信号 (第4部分)激励
下系统信噪比 (signal-to-noise ratio, SNR)的解析
表达式, 借助其表达式研究了系统的随机共振行
为, 并讨论了各个参数对随机共振的影响; 第 5 部
分进行了总结.

2 非对称双稳耦合网络系统及其简化
模型

考虑由加性高斯白噪声驱动的过阻尼非对称

双稳耦合网络系统, 其模型可由以下朗之万方程
表示:

dxi

dt = xi − x3
i + r +

C

N

N∑
j=1

(xj − xi)

+
√
2Dεi(t) + s(t), (1)

其中, i = 1, 2, · · · , N , εi(t)是零均值高斯白噪声且
满足

⟨εi(t)εj(t′)⟩ = δijδ(t− t′),

r表示势阱的非对称性, C表示耦合系数, N表示
系统尺度, D表示噪声强度, s(t) 表示周期信号.

利用高斯近似 [46]对上述非对称双稳耦合网络

系统 (1)进行简化: 令 δi = xi − X, 显然 δi是零均

值且方差为M的独立高斯随机变量, 其中xi 的平

均场

X =
1

N

N∑
i=1

xi,

δi的方差

M =
1

N

N∑
i=1

δ2i .

根据高斯近似方法可以得到关于X和M的随机微

分方程:

Ẋ = X −X3 − 3MX + r +

√
2D

N
η(t)

+ s(t), (2)
1

2
Ṁ = M − 3X2M − 3M2 − CM +D, (3)

其中, η(t) =
1

N

N∑
i=1

εi(t)是零均值高斯白噪声, 且

满足 ⟨η(t)η(t′)⟩ = δ(t− t′).
再利用役使原理 [47], 上述随机微分方程可以

在分岔点附近进一步简化, 进而得到如下一维简化
模型, 即Langevin方程:

Ẋ = −U ′(X) +

√
2D

N
η(t) + s(t), (4)

其中

U(X) = −a

2
X2 +

b

4
X4 − rX.

显然在−
√

4a3

27b
< r <

√
4a3

27b
条件下简化模型 (4)

是非对称双稳系统. 令U ′(X) = 0, 可得它的两个
稳定点X±和一个不稳定点Xu 分别为

X− =− 2

√
a

3b
cos

(
1

3
arccos

(
r

√
27b

4a3

)
− π

3

)
,

X+ = 2

√
a

3b
cos

(
1

3
arccos

(
r

√
27b

4a3

))
,

Xu =− 2

√
a

3b
cos

(
1

3
arccos

(
r

√
27b

4a3

)
+

π

3

)
, (5)

式中,

a = 1 + 0.5(C − 1)− 0.5[(C − 1)2 + 12D]1/2,

b = −0.5 + 1.5(C − 1)[(C − 1)2 + 12D]−1/2.

220503-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 22 (2014) 220503

3 余弦信号激励下的尺度随机共振

3.1 信噪比

当 s(t) = A cos(ωt)时, 根据经典随机共振理
论可得FPK方程:

∂p(x, t)

∂t
=− ∂

∂x
(A(x)p(x, t))

+
∂2

∂x2

(
B(x)

2
p(x, t)

)
, (6)

其中A(x) = ax− bx3 + r +A cos(t), B(x) =
2D

N
.

令
∂p(x, t)

∂t
= 0, 求解 (6)式可得稳态概率密

度为

pst(x, t) = N0 exp
{
− Φ(x)

D/N

}
, (7)

其中N0为归一化常数,

Φ(x) =
D

N
lnB(x)−

∫
A(x)dx

为广义势函数.
利用平均首次穿越时间的定义和最速下降

法 [48], 可得粒子由X+所在的势阱跃迁到X−所在

势阱的跃迁率及相应的逆跃迁率为

W± =
|U ′′(Xu)U

′′(X±)|1/2

2π

× exp
{
− Φ(Xu)− Φ(X±)

D/N

}
. (8)

根据两态模型理论 [17], 对跃迁率W±关于弱

周期信号 s(t) = A cos(ωt)展开到A的一次项, 即
可得到如下表达式:

W+ = α1 − β1A cos(ωt),

W− = α2 − β2A cos(ωt), (9)

其中

α1 = W+|s(t)=0, α2 = W−|s(t)=0,

β1 = − dW+

ds(t)

∣∣∣∣
s(t)=0

, β2 = − dW−

ds(t)

∣∣∣∣
s(t)=0

.

在绝热近似条件下, 系统在各个势阱达到局部
平衡所需时间远小于两势阱之间概率平衡所需时

间. 从而可得信噪比的解析表达式:

SNR =
A2π(α1β2 + α2β1)

2

4α1α2(α1 + α2)
. (10)

3.2 对称双稳系统的尺度随机共振

当r = 0时, 非对称双稳网络系统就退化成对
称双稳网络系统 [41]. 图 1给出了信噪比SNR随系

统尺度N的变化曲线. 从图中可以看出, SNR随着
N的增大先增大后减小, 在N = 2处存在最大值,
这说明随着网络规模的变化, 在N = 2处该网络系

统的输出达到了最大, 因此产生了尺度随机共振.
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R
/
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0
-
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图 1 SNR随系统尺度N 的变化 (C = 4, A = 0.02,
D = 0.1)

为了验证上述结果的准确性, 我们对网络系
统 (1)进行了数值模拟, 得到了系统平均场 X(t)随

时间 t的演化过程. 图 2 (a)—(c)分别反映了系统
尺度N = 3, 2, 1 时的时间历程. 对比三幅图可以
明显看出, 当N = 2时平均场的演化明显更具有

周期性. 这也说明此时产生了随机共振现象, 这与
图 1的结论一致.

3.3 非对称双稳系统的尺度随机共振

当r ̸= 0时, 网络系统 (1)表示非对称双稳耦
合网络系统. 借助信噪比的解析表达式 (10)式, 讨
论余弦信号激励下各个参数对系统SNR的影响.

图 3显示了SNR作为系统尺度N的函数随着

非对称性r的演化曲线. 从图中不难看出, SNR曲
线随着N的变化出现了明显的单峰, 这说明随着
系统尺度的变化, 系统产生了随机共振. 例如, 当
非对称性r = 0.07时, SNR随着系统尺度N的变

化在N = 6处出现了最大值, 表明系统在系统尺度
N = 6处产生了最大信号输出, 因此出现了尺度随
机共振. 此外, 图 3还显示了r = 0.03, 0.05, 0.07,
0.09时的SNR曲线, 发现随着非对称性r的增大,
SNR的峰值不断升高, 并且出现峰值的位置也逐渐
向左移动, 说明非对称性越强, 出现尺度随机共振
的系统尺度N越小. 因此, 非对称性对系统尺度随
机共振具有重要的影响.
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图 2 平均场X(t)随时间 t变化的时间历程 (C = 4, A = 0.02, D = 0.1) (a) N = 3; (b) N = 2; (c) N = 1
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图 3 SNR作为系统尺度N 的函数随着非对称性 r的变

化 (C = 4, A = 0.02, D = 0.5)

图 4反映了SNR作为系统尺度N的函数随着

噪声强度D的变化曲线. 从图中可以观察到, 信
噪比曲线随着N的变化在D取不同的值时均出现

了明显的非单调形状, 这说明随着系统尺度的变
化, 系统产生了随机共振现象. 且曲线上的最大值
随着D的增大而增大, 其位置也随之逐渐向右移
动, 说明噪声强度越大出现随机共振的系统尺度
越大.

图 5描述的是SNR作为系统尺度N的函数随

着周期信号振幅A的变化曲线. 由图可见, 当A取

不同的值时, SNR均随着N的增大先增大后减小,
即SNR是N的非单调函数. 如当振幅A = 0.1时,

SNR随着N的增大先增大后减小, 在N = 8处达

到最大, 说明此时出现了随机共振. 且SNR随着周
期力振幅的增大而增大, 均在N = 8处取得最大

值, 说明随着振幅的变化, 随机共振在相同的尺度
下出现.
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-
4
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D=0.85

D=0.92

图 4 SNR作为系统尺度N 的函数随着噪声强度D的

变化 (r = 0.03, C = 4, A = 0.02)

图 6给出了SNR作为系统尺度N的函数随着

耦合系数C的变化曲线. 如图 6所示, 信噪比曲线
呈钟形, 且存在最大值, 这意味着系统在最大值处
产生了随机共振. 当耦合系数发生变化时, SNR的
最大值随着C的增大呈增大趋势, 随后又随着C的

增大而减小, 其位置也随之先向右移动后向左移
动, 说明随着耦合系数的增大, 出现随机共振的系

220503-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 22 (2014) 220503

统尺度先增大后减小.
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图 5 SNR作为系统尺度N 的函数随着周期信号振幅A

的变化 (r = 0.03, C = 4, D = 0.5)
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图 6 SNR作为系统尺度N的函数随着耦合系数C的变

化 (r = 0.03, D = 0.5, A = 0.02)

4 矩形信号激励下的尺度随机共振

4.1 信噪比

当 s(t) = AG(t)时, 其中G(t)是周期为T的矩

形信号, 由下式给出:

G(t+ T ) = G(t)

=

1 0 < t < T/2

−1 T/2 < t < T
. (11)

设±X0 = ±
√

a/b和Xun = 0分别是未扰系统

U∗(X) = −a

2
X2 +

b

4
X4

的稳定点和不稳定点. 在绝热近似条件下, 由 (8)
式得粒子由+X0所在的势阱跃迁到−X0所在势阱

的跃迁率及相应的逆跃迁率为 [49]

W ∗
± = ω0 exp[±p± νG(t)]. (12)

经计算得:

W ∗
± =

a√
2π

exp
{
− N

D

a2

4b

}
exp

{
− N

D

×
[
± r

√
a

b
±A

√
a

b
G(t)

]}
, (13)

故有

ω0 =
a√
2π

exp
{
− N

D

a2

4b

}
,

p = r
N

D

√
a

b
,

v = A
N

D

√
a

b
. (14)

如果振幅A比未扰系统的势垒高度 δU∗(
δU∗ = U∗(Xun)−U∗(X0) =

a2

4b

)
小, X(t)可以被

如下二值信号近似:

X(t) = X0d(t), (15)

其中d(t) = ±1, 此时问题转化为两态模型问题. 对
于任意的函数h, 有下列公式成立:

h[θG(t)] =
1

2
[h(θ) + h(−θ)

+G(t)[h(θ)− h(−θ)]], (16)

则相关函数为

K(t) = λδ(t) +B2⟨R(0)R(t)⟩, (17)

其中

λ = S(0)

=
X2

0

2ω0
[cosh−3(p+ v) + cosh−3(p− v)],

B2 =
X2

0

4
[tanh(p+ ν)− tanh(p− ν)]2.

由此可得SNR为 [49]

S(ω) = λ+
8

π
B2

∑
k

δ(ω − (2k + 1)Ω)

(2k + 1)2
. (18)

对于 v ≪ 1, 有

SNR =
8

π

B2

λ
, (19)

其中

λ =
X2

0

ω0 cosh3(p)
, B2 =

X2
0ν

2

cosh4(p)
.

4.2 对称双稳系统的尺度随机共振

当r = 0时, 原非对称双稳网络系统退化成对
称双稳网络系统. 图 7给出了r = 0时矩形信号激
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励下对称双稳系统的SNR作为系统尺度N的函数

随着噪声强度D的变化曲线. 从图中可以看出, S-
NR随着N的增大先增大后减小, 如图当D = 0.85

时, SNR在N = 38处有最大值, 说明此时出现了
随机共振. 当噪声强度发生变化时, SNR的最大值
随着D的增大有减小的趋势, 之后又随着D的增

大而增大, 其位置也随之逐渐向右移动, 说明噪声
强度越大, 出现随机共振的系统尺度越大.

0 20 40 60 80

0

0.005

0.010

0.015

 

 

N

S
N

R

D=0.6

D=0.85

D=0.92

D=0.2

图 7 SNR作为系统尺度N 的函数随着不同噪声强度D

的变化 (C = 4, ω = π/300, A = 0.02)

4.3 非对称双稳系统的尺度随机共振

借助 (19)式得到的SNR表达式, 我们讨论了
在周期矩形信号激励下各个参数对系统SNR的
影响.

图 8是以噪声强度D为参数给出了SNR随系
统尺度N的变化曲线. 与图 7相比可以看出, 在相
同大小的噪声驱动下, 非对称双稳系统达到随机共
振所需的系统尺度更小.
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0.006

0.008
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N
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N

R

 

 

D=0.6

D=0.2

D=0.85

D=0.92

图 8 SNR作为系统尺度N 的函数随着噪声强度D的

变化 (r = 0.03, C = 4, A = 0.02)

图 9是以非对称性r为参数给出了SNR随着
系统尺度N的演化曲线. 从图中可以看到, SNR曲

线随着系统尺度N的增大发生非单调变化, 存在
一个最大值, 这就意味着系统随着N的增大出现

了随机共振. 例如, 当非对称性r = 0.05时, SNR
随着系统尺度N的变化, 在N = 7处有最大值, 表
明系统在系统尺度N = 7处产生了最大信号输出,
即出现了尺度随机共振. 此外, 图 9还分别反映了

r = 0.01, 0.05, 0.09, 0.11时的SNR曲线, 发现随
着非对称性r的增大, SNR的峰值不断降低, 并且
出现峰值的位置也逐渐向左移动, 说明非对称性越
强, 出现尺度随机共振的系统尺度N越小.
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0.11

图 9 SNR作为系统尺度N 的函数随着非对称性 r的变

化 (A = 0.02, C = 4, D = 0.5)

图 10是以周期信号的振幅A为参数给出了S-
NR随着系统尺度N的变化曲线. 从图中不难看出,
SNR是N的非单调函数, 即SNR随着N的增大先

增大后减小, 存在一个最大值. 当振幅A = 0.1时,
SNR在N = 8处存在最大值, 说明此时出现了随机
共振. 此外, SNR随着振幅A的增大而增大, 均在
N = 8时出现最大值, 说明随着振幅的变化在相同
的尺度下出现随机共振.
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图 10 SNR作为系统尺度N 的函数随着周期信号振幅

A的变化 (r = 0.03, C = 4, D = 0.5)
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图 11是以耦合系数C为参数给出了SNR随系
统尺度N的变化曲线. 如图 11所示, SNR随着N

的变化可产生随机共振现象, 存在一个最大值. 如
当耦合系数C = 2时, 在N = 7处有最大值, 说明
随着网络规模的变化, 在N = 7处产生了尺度随机

共振. 且当耦合系数发生变化时, SNR的最大值随
着C的增大有增大的趋势, 之后又随着C的增大而

减小, 其位置也随之先向右移动后向左移动, 说明
随着耦合系数的增大, 出现随机共振的系统尺度先
增大后减小.

S
N

R
/
1
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-
3
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C=
1.95
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C=
6

C=
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C=
4

图 11 SNR作为系统尺度N 的函数随着耦合系数C的

变化 (r = 0.03, A = 0.02, D = 0.5)

5 结 论

本文研究了两种不同信号激励下加性高斯白

噪声驱动的过阻尼非对称双稳耦合网络系统的尺

度随机共振行为. 基于上述系统, 借助高斯近似和
役使原理对网络系统降维, 得到一个关于平均场的
一维朗之万方程. 在绝热近似条件下, 结合FPK方
程分别得到了两种信号调制下信噪比的解析表达

式, 接着分析了信噪比作为系统尺度的函数随着各
个参数的变化情况. 结果表明, 在两种信号激励下
系统尺度随机共振的行为是一致的: 非对称性越
强, 出现尺度随机共振的系统尺度越小; 而噪声强
度越大, 出现随机共振的系统尺度越大; 随着耦合
系数的增大, 出现随机共振的系统尺度先增大后减
小; 随着周期信号振幅的变化, 在相同的尺度下出
现随机共振.
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Abstract
In this paper, the noise-induced dynamics is studied in an asymmetric bistable coupled network system modulated

by different signals. According to the Gaussian approximation and the slaving principle, the asymmetric bistable coupled
network system is reduced to a low-dimensional model with two potentials, by which the phenomenon of system size
stochastic resonance is studied theoretically and numerically. Under the assumption of adiabatic limit, the expressions
of signal-to-noise ratio (SNR) are found by virtue of Fokker-Planck equation with respect to cosine signal and rectangle
signal, based on which the system size stochastic resonance is investigated. Further, the effects of the noise strength, the
asymmetry and the amplitude of the signal on the system size stochastic resonance are well discussed. It is demonstrated
that the SNR shows a non-monotonic dependence on the number of coupled systems, which is demonstrated that there
is a resonance with respect to the number of coupled systems.

Keywords: system size stochastic resonance, asymmetric bistable coupled network systems, cosine
signal, rectangle signal
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