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带有分数阶阻尼的压电能量采集系统相干共振∗
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研究了含分数阶阻尼的双稳态能量采集系统的相干共振. 建立了带有分数阶阻尼的轴向受压梁压电能量
采集系统动力学模型. 对于分数阶方程, 采用Euler-Maruyama-Leipnik方法进行求解, 计算了不同阻尼阶数
下的能量采集系统的信噪比、响应均值、跃迁数目等统计物理量. 结果表明: 此压电能量采集系统在随机激励
下可以实现相干共振, 阻尼阶数对相干共振的临界噪声强度和相干共振幅值有很大影响.
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1 引 言

随着无线传感器的低耗能、微型化发展, 常规
供电装置已经不适应技术革新, 如何提高环境振动
能量采集效率成为当前的研究热点 [1]. 传统振动能
量采集系统的研究基于线性振动理论, 由此带来的
缺陷是仅在较窄的频带达到最大功率输出, 无法与
随时间变化的宽频激励相匹配. 为了克服线性能量
采集系统的这一缺陷, 在能量采集系统设计中越来
越关注非线性因素 [2−6].

双稳态能量采集系统和同类装置相比, 能
利用势能函数的双势阱特点提高能量采集效果.
Masana和Daqaq[2−4]研究了轴向载荷作用下屈曲

梁压电能量采集系统. 当轴向载荷达到临界载荷
时, 屈曲压电梁会呈现双稳态势. 通过与线性以及
单稳态同类装置比较, 系统在大幅激励和低频情况
下具有良好的能量采集效果. 孙舒和曹树谦 [5]建

立了磁斥力作用下的双稳态压电悬臂梁能量采集

模型. 磁铁之间的斥力使系统呈现双稳态势, 实验
证明低频的大幅激励导致系统产生逃离势阱的混

沌运动. Firstwell等 [6] 提出了带有端部质量块的

竖直悬臂梁压电能量采集模型, 该模型中质量块的
重力作为轴向载荷导致竖直悬臂梁呈现双稳态. 实
验表明, 当端部载荷达到临界时, 系统能量采集效
果较好.

微弱周期力和噪声共同作用的非线性双稳态

系统, 当噪声增大到一定强度时, 呈现信噪比达
到峰值的现象—–随机共振. 利用随机共振原理,
可以将带有周期与随机激励的系统能量集中输

出 [7,8]. 进一步, Cao等 [9]研究发现, 在自治系统中
增加噪声强度依然会激发高的信噪比, 因此周期信
号并非随机共振的必要条件. 这种现象被研究者称
为相干共振. Litak等 [10]根据相干共振原理, 发现
在一定条件下, Gauss 白噪声激励能增大双稳态悬
臂梁能量采集系统的功率输出.

当前, 对于压电能量采集系统的非线性动力学
研究, 模型中的阻尼一般采用线性形式. 由于压电
材料受到疲劳和黏弹性的影响, 长时间的应力会导
致压电效应的衰减遵循分数次幂特性, 实践证明这
种本构关系用分数阶微积分刻画更为准确 [11]. 分
数阶微积分经历了 300 多年的发展, 目前在对非线
性动力学行为影响方面取得了较多的成果 [12−15].
申永军等 [12,13]用平均法分析了带有分数阶导数的
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duffing系统的主共振, 结果表明, 导数阶数既影响
系统的等效刚度, 也影响等效阻尼. Cao等 [14] 通

过分岔图、相图以及Poincare截面图研究了一类带
有分数阶阻尼的能量采集系统的非线性动力学行

为, 发现当阻尼阶数从 0.2 变化到 1.5时, 系统经历
倍周期分岔和混沌运动. Litak等 [15]分析了带有分

数阶阻尼duffing 系统的相干共振, 发现相干共振
的临界噪声强度随着阻尼阶数的增加而增大.

本文通过引进分数阶阻尼来刻画压电材料

的幂率记忆性, 全面诠释能量采集系统的相干共
振现象. 建立了考虑分数阶阻尼的压电能量采
集系统的数学模型, 通过Kramers逃逸率和Euler-
Maruyama-Leipnik方法数值模拟了参数α和阻尼

阶数 q对响应的影响, 证明了相干共振的出现, 得
到了一些有意义的结论.

2 模型描述

在考虑欧拉梁一阶模态近似的前提下, 轴向
受压的屈曲梁双稳态压电能量采集系统 (图 1 (a))
简化为一对受压的斜支撑弹簧模型 (图 1 (b)). Cao
等 [16]与Tian等 [17,18]研究了不考虑压电效应的斜

支撑弹簧振子, 重点分析了混沌、余维 2分岔等非
线性动力学行为. 根据牛顿第二定律和基尔霍夫定
律得到了压电能量采集系统的集总参数方程:

mX ′′ + fd(X)

+2kX

(
1− L√

X2 + l2

)
+ΘV = mu′′

CV ′ +
V

R
−ΘX ′ = 0

, (1)

其中: “′”表示对 “τ”的导数, m为压电振子的质量,
X为质量块的相对位移, k为等效刚度, fd(X)为阻

尼力, L为弹簧原长, l为振子质心到支点的水平距
离, u为外界的振动源位移, Θ为机电耦合系数, C
为等效电容, R为电路中的电阻, V 为电阻两端的
电压.

已经证明, 在长时间的应力作用下, 压电材料
释放电荷会因为疲劳而遵循时间的分数次幂规律,
而分数阶导数比整数阶导数更能准确刻画压电材

料长时间的记忆特性和迟滞特性 [11,14,19,20]. 压电
材料作为能量采集系统中的重要部分, 其长时间的
动力学行为应当准确地描述, 因此耦合方程 (1)中
阻尼力应当表示为fd(X) = c ·DqX, c为阻尼系数.

Θ⊳C

u↼τ↽

u↼τ↽

X↼τ↽

X↼τ↽

FN

(a)
(b)

k
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c

m

l

图 1 (a)屈曲梁双稳态压电能量采集系统模型; (b) 等效集总参数数学模型

分数阶导数的定义很多, 常见的有Ca-
puto定义, Riemann-Liouvile定义以及 Grunwald-
Letnikov定义, 这些定义在通常情况下相互等价
[21]. 为了方便数值计算, 将DqX表示成Grunwald-
Letnikov分数阶导数, 即

DqX =
dqX

dτ = lim
∆τ→0

[
1

(∆τ)q

×

[
τ−a
∆τ

]∑
j=0

(−1)j

q

j

X(τ −∆τ)]. (2)

在方程 (2)中,
[
τ − a

∆τ

]
表示整数部分, 其中∆τ 表

示积分步长, a为任意小于 τ的参数. 值得注意的
是, 若a等于0的时候, 分数阶导数表示对整个时间
轨迹的记忆. 其中二项式系数可以表示成q

j

 =
q(q + 1)(q + 2) · · · (q + j − 1)

j!

=
Γ(q + 1)

Γ(j + 1)Γ(q + j − 1)
. (3)

带有分数阶阻尼的压电能量采集系统方程表示成:
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mX ′′ + cDqX + 2kX

(
1− L√

X2 + l2

)
+ΘV = mu′′

CV ′ +
V

R
−ΘDqX = 0

. (4)

引进参数 cv, 令X = Lx, u = Ly, V =

cvv, τ =

√
2k

m
t对 (4)式进行无量纲化:

ẍ+ 2ξDqx+ x

(
1− 1√

x2 + α2

)
+θv = ÿ

v̇ + ηv − βDqẋ = 0

, (5)

其中

2ξ = c/(2k), α = l/L, θ = cvmΘ/(2k),

η =

√
m

2k

/
(RC), β =

√
m

2k
ΘL/(Ccv),

ÿ表示外部激励. 在本文中假设外部激励 ÿ为零均

值宽带平稳Gauss白噪声过程 f(t)[22], 满足

⟨f(t)⟩ = 0,

⟨f(t)f(t+∆t)⟩ = 2Dδ(∆t), (6)

其中D为Gauss白噪声的强度, δ为单位脉冲
函数, ∆t是时移.

3 数值模拟

方程 (5)中的无理项恢复力表示成

F (x) = −x
(
1− 1√

x2 + α2

)
,

势能函数表示成

U(x) =
x2

2
−
√
x2 + α2 + α.

如图 2所示, 当α = 0 时, 系统的恢复力呈现不连
续的跳跃, 势能函数出现两个标准的势阱和非光滑
的势垒, 有两个稳定平衡点和一个不稳定平衡点;
当 0 < α < 1 时, 系统具有光滑形式的恢复力, 势
能函数呈现两个标准的势阱和势垒, 有两个稳定平
衡点和一个不稳定平衡点; 当α > 1时, 系统具有
光滑形式的恢复力, 势能函数呈现一个标准的势
阱, 只有一个稳定的平衡点, 所以系统在α = 1 处

发生亚临界叉形分岔. 从图 2 (b) 中可以看出, 随着
参数α的逐渐增大, 不稳定平衡点和稳定平横点之
间的势垒高度差∆U逐渐减小, 意味着系统发生穿
越势垒的大幅运动所需要的激励能量也同步减少.

在双稳态系统中, 噪声引起逃离势阱的速率可
以由著名的Kramers逃逸率给出 [23]

rk =
ωsωu
4πξ

exp
(
− ∆U

D

)
, (7)

其中ωs =
√
U(xs), ωu =

√
U(xu) 分别为在稳定

平衡点和不稳定平衡点处的振动角频率, 由此得到
能量采集系统的Kramers逃逸率

rk =

√
(1− α2)

(
1

α
− 1

)
4πξ

× exp
(
− (α− 1)2

2D

)
. (8)

图 3为 ξ = 0.15, α分别取 0.25, 0.5, 0.75, 1时
关于噪声强度D的Kramers逃逸率曲线. 其中, 在
0 6 α < 1范围内随着α的逐渐增大, Kramers逃
逸率明显增加, 使得能量采集系统停留单个势阱中
的驻留时间减少. 因此可以通过增大参数α, 减少
系统驻留时间, 增大穿越势阱的速率来提高能量采
集效率.
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图 2 (网刊彩色) (a) 恢复力函数; (b) 势能函数

220504-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 22 (2014) 220504

0 0.05 0.10 0.15

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

D

γ
k

α=0.25

α=0.5

α=0.75

α=1

图 3 不同参数α时关于D的Kramers逃逸率

Euler-Maruyam方法是求解随机微分方程的
常用算法, 而含有分数阶导数的微分方程可以使
用Euler-Leipnik数值算法 [21]进行求解. 因此基于
Grunwald-Letnikov展开, 文中随机分数阶微分方
程采用Euler-Maruyama-Leipnik方法求解. 算法
如下:

xn = xn−1 + yn−1∆t,

zn = (∆t)−q

(
xn −

n∑
j=0

c
(q)
j xn−j−1

)
, (9)

yn = yn−1 − (F (xn−1) + 2ξzn−1

+ θvn−1)∆t+
√
2Dfn

√
(∆t),

vn = vn−1 + (βzn−1 − ηvn−1)∆t,

其中xn, yn, vn分别是经过积分步长∆t离散的位

移、速度和电压, zn 表示带有记忆特性的分数阶阻
尼, fn 是正态分布的随机数, 另外二项式系数 c

(q)
j

满足以下迭代关系:

c
(q)
0 = 0, c

(q)
j =

(
1 +

1 + q

j

)
c
(q)
j−1. (10)

系统 (5)中由于阻尼和激励共同作用, 总能量
平衡在一个特定的水平. 当能量值大于势能函数中
的势垒高度差时, 系统将摆脱势阱的束缚呈现双阱
动力学行为. 因此随着Gauss白噪声激励强度的增
加, 摄入的能量使系统越过势垒产生大幅度的位移
响应.

图 4中, ξ = 0.15, θ = 0.5, β = 0.5, η = 0.01,
阻尼阶数 q分别选取 0.2, 0.4 和 0.6, 选取了 10组
Gauss白噪声激励, 再对通过Euler-Maruyama-
Leipnik方法得到的响应进行统计平均. 计算

过程中噪声强度D的取值范围为 0.0—0.01, 积
分步长∆t = 0.005. 图 4 (a), (c)分别为α选取

0.25和 0.75时关于噪声强度的信噪比 (SNR)曲线
(SNR = σx/σf

[10,15], σx, σf分别表示激励和响应
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图 4 (网刊彩色) 系统响应随噪声强度D变化 (a) α = 0.25时信噪比; (b) α = 0.25时输出电压方差;
(c) α = 0.75时信噪比; (d) α = 0.75时输出电压方差
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的标准差), 图中信噪比曲线的峰值所对应的噪声

强度就是发生相干共振的临界值. 从图 4 (a), (c)中

可以看出, 随着阻尼阶数 q增加, 出现相干共振的

临界噪声强度变大, 并且信噪比的峰值呈现降低趋

势. 比较图 4 (a), (c)可以得到随着参数α 逐渐增

加, Kramers逃逸率逐渐增大, 导致相干共振的临

界噪声强度逐渐减小. 图 4 (b), (d)分别为α选取

0.25和 0.75时输出电压的方差随噪声强度的变化

趋势. 可以看出, 当阻尼的阶数较低时, 由于在噪

声强度较小时达到相干共振, 电压输出功率保持较

高水平. 随着阻尼的阶数升高, 达到相干共振需要

的噪声强度逐渐增大, 系统阻尼耗散的能量增加,

导致电压输出功率降低.
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图 5 (网刊彩色) 系统位移响应均值随噪声强度变化

图 5为α = 0.75, 阻尼阶数 q分别选取 0.2, 0.4

和0.6时的位移响应均值 |⟨x⟩|随着噪声强度的变化

趋势. 由于x = 0处于不稳定平衡位置, |⟨x⟩| ≈ 0

表示达到稳态时系统穿越势垒做双阱大振幅运动,

而 |⟨x⟩| ≈
√
7/16表示达到稳态时系统围绕一个平

衡点做单阱小振幅运动. 从图 5中可以看出, 随着
阻尼阶数的逐渐增加, 系统实现双阱大振幅运动所
需要的噪声强度也增加.

双稳态系统在相干共振发生时, 穿越势阱的大
幅位移响应被称为相干跳跃. 系统发生相干跳跃的
临界噪声强度和阻尼阶数密切相关. 如图 6 (a)所
示, 随着噪声强度逐渐增加, 不同阻尼阶数的系统
的相干跳跃数目都随之增大. 然而当噪声强度一
定时, 相干跳跃数目随着阻尼阶数的增大而减少.
图 6 (b)为利用最小二乘法 (least square method)
拟合得到发生相干跳跃的临界噪声强度关于阻尼

阶数的函数曲线, 其函数关系式表示如下:

D(q) =− 0.0039q2 + 0.0057q

− 0.00019515. (11)

可见, 阻尼阶数是影响相干跳跃以及相干共振的重
要因素. 阻尼阶数越小达到相干共振所需要的噪声
强度越小, 所获得的能量采集效率越高.

图 7 (a)—(f)是系统在噪声强度为D = 0.0013

的时间历程图和相平面图. 在低噪声强度情况下,
较小的阻尼阶数 (如 q = 0.2)时可以看到相干跳跃
现象, 而随着阻尼阶数增大 (q = 0.4, q = 0.6) 时,
相干跳跃现象消失, 系统始终围绕一个平衡点做单
阱运动. 图 7 (g)—(h)是噪声强度为D = 0.01的时

间历程图和相平面图. 在较大噪声强度情况下, 由
于激励输入能量增大, 即使阻尼阶数很高, 系统也
依然会产生频繁的相干跳跃现象.
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图 6 (网刊彩色) (a) 不同阻尼阶数情况下跳跃数目和噪声强度之间的关系; (b) 发生相干跳跃的临界值和阻尼阶
数之间的关系
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图 7 (a) D=0.0013, q = 0.2时间历程图; (b) D = 0.0013, q = 0.2相平面图; (c) D = 0.0013, q = 0.4时间历

程图; (d) D = 0.0013, q = 0.4相平面图; (e) D = 0.0013, q = 0.6时间历程图; (f) D = 0.0013, q = 0.6相平面

图; (g) D = 0.01, q = 0.6时间历程图; (h) D = 0.01, q = 0.6相平面图
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4 结 论

为了提高压电能量采集系统的采集效率和功

率输出, 本文研究了带有分数阶阻尼项的非线性能
量采集系统的相干共振. 得到了以下结论:

1)由于相干共振的作用, 带有分数阶阻尼的能
量采集系统存在随机激励强度临界值, 当达到临界
状态时, 信噪比和能量输出将迅速增加;

2) 随着参数α逐渐增加, 能量采集系统的势能
函数的势垒降低, 系统逃离势阱的速率增大, 发生
相干共振的临界噪声强度逐渐减小;

3) 分数阶阻尼阶数不仅影响导致相干共振的
临界噪声强度, 而且还影响相干共振幅值; 随着阻
尼阶数的降低, 相干共振发生的临界噪声强度减
小, 相干共振幅值以及能量采集效率都得到增大.
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Coherence resonance of piezoelectric energy harvester
with fractional damping∗
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Abstract
In this paper, we investigate the coherence resonance of a piezoelectric energy harvester of beam subjected to

an axial force. The fractional damping is considered. First, a nonlinear model of the energy harvesting system with
fractional damping and random excitation is set up. The coupling equations of dynamics and electrics are derived. Euler-
Maruyama-Leipnik method is used to solve the fractional order differential equations. The signal-to-noise ratios, mean
responses, and other statistical quantities under the damping forces with different orders are computed. The results
obviously show the appearance of coherence resonance. It can be seen that the reduction of fractional order not only
reduces the critical value of noise level, thus leading to coherence resonance, but also increases the amplitude on the
occurrence of coherence resonance. So it is possible to maximize harvest power for a given density or variance of random
excitation by varying system parameters.
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