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指向Lyapunov指数及其在单输入单输出系统
故障检测中的应用∗

杨东东† 马红光 徐东辉 刘浩淼

(第二炮兵工程大学, 西安 710025)

( 2014年 5月 25日收到; 2014年 7月 17日收到修改稿 )

针对单输入单输出系统的故障检测, 采用混沌振荡器作为激励源, 并利用非一致延迟时间法对被测系统
输出时间序列进行相空间重构. 在相空间中平衡点附近定义了指向Lyapunov指数, 并用其对被测系统输出
在相空间中平衡点附近特征结构进行分析, 实现了对单输入单输出系统的故障检测. 仿真结果表明, 被测系
统的参数变化将会引起相空间中平衡点附近特征结构的改变, 指向Lyapunov指数对其变化敏感.

关键词: 混沌激励, 指向Lyapunov指数, 故障检测, 单输入单输出系统
PACS: 05.45.–a, 05.45.Ac, 05.45.Df, 06.60.Mr DOI: 10.7498/aps.63.220505

1 引 言

传统故障检测方法通过分析由被测系统输出

的时域或频域信息来实现. 这种方法通常对被测
系统施加传统激励信号 (多音信号、白噪声信号等),
并且假定系统故障特征会反映到其输出时间序列

之中 [1]. 相空间重构技术近年来成为故障检测领
域的热点 [2,3]. 这种方法采用混沌信号作为激励信
号, 并将系统输出的时域信号变换到相空间, 进而
利用在相空间中设计的一些合适的特征量来实现

对被测系统的故障检测. 例如, 利用一些混沌不
变量 (Lyapunov指数 [4]、分数维 [5]等), 或者在相空
间中重新构造的一些对故障敏感的特征量 (预测误
差 [6,7]、吸引子局部特征 [8,9]、连续性 [10]等)以实现
对被测系统的故障检测. 这种方法利用混沌系统对
初值敏感的特性较大地提高了故障检测的精度和

效率.
系统在相空间中平衡点附近的特征结构决定

了其在相空间中的整体结构 [11]. 相空间中平衡点
附近可以近似为一线性空间, 其Jacobian矩阵的特

征值与系统参数间有直接的联系. 系统参数的变化
会引起相空间中平衡点附近特征结构的改变. 因
而, 可以通过对平衡点附近相空间结构的分析实现
对系统整体状态的判读.

本文在相空间中定义了指向Lyapunov指数的
概念, 利用输出吸引子对被测系统在相空间中平衡
点附近的特征结构进行分析, 进而实现了对被测系
统的故障检测.

2 指向Lyapunov指数及其求解

2.1 指向Lyapunov指数

确定性动力系统在相空间中平衡点附近的特

征结构决定了其在相空间中的整体结构, 它与系统
参数之间有密切的联系. 平衡点附近的特征结构
主要体现在平衡点附近各个方向上发散速率的不

同. 本文在平衡点附近定义了指向Lyapunov指数
的概念, 并用其对系统在平衡点附近的这种特性进
行研究.

假设一动力学系统的维数为 3, 其平衡点位于
O, 如图 1所示. x1, x2, x3分别代表系统的三个状
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态. 现研究该系统在x1-x2投影平面绕平衡点各个

方向上的平均发散速率. 首先, 自平衡点O向外做

射线
−→
OA, −→OA与x轴的夹角为α. 在−→

OA上等间隔

取点pi, i = 1, · · · , N .

x1

pi
p

pNN

O

α

A

x2

x3

}

图 1 x1-x2投影平面上做与 x1轴夹角为α的射线
−→
OA

其中每一个点pi的坐标x = (x1, x2)满足该动

力系统在x1-x2平面的演化方程

ϕ(t,x0) : x(t0) → x(t), (1)

(1)式描述了x1-x2平面上相点的演化规律. 若参考
轨迹x(t)在初始时刻 t0受到扰动而变为x0 + δx0,
则偏离矢量具有如下的演化规律:

δx(t) = ϕ(t,x0 + δx0). (2)

(2)式在 t时刻的一个局部线性化逼近模型为

δx(t) = Φ(t, t0)δx0, (3)

其中, Φ(t, t0) = ∂ϕ(t,x0)/∂x0为状态转移矩阵.
分布在参考轨迹x(t)球状邻域的点集经过一段时

间∆T = t− t0的演化, 在某些方向将会延伸, 在某
些方向将会收缩, 形成一个椭球体, 如图 2所示.

x↼t0↽

x↼t0+T↽

图 2 状态轨线球状邻域的演化

矩阵Φ(t, t0)包含了上述球状邻域局部流形延

伸、收缩及旋转的全部信息. 在 pi点处轨线经时间

∆T = t − t0演化后偏离的大小可由如下的局部逼

近模型表示:

∥δx(t)∥2 = δx∗
0[Φ(t, t0)

∗Φ(t, t0)]δx0, (4)

其中, ∥ · ∥是Rn中的矢量的模. A∗为矩阵A的转

置. 偏离量δx0为列矢量, 得到对称矩阵

C = Φ(t, t0)
∗Φ(t, t0) (5)

为有限时间右Cauchy-Green变形张量 [12], 它是对
相空间局部结构变形的一个旋转独立的测量. C是

对称的, 正定的矩阵, 它有两个实的正的特征值λ1,
λ2. 它们对应的特征向量分别为v1及v2. 可以得
到λ1v1及λ2v2在pi点处沿

−→
OA 射线方向上的分量

v−−→
OA
的模为

∥v−−→
OA

∥ = |(λ1v1 + λ2v2)e−−→OA
|, (6)

其中, e−−→
OA
为

−→
OA射线方向的单位矢量. 则 pi 点处

沿
−→
OA射线方向的发散指数定义如下:

σi =


1

|∆T |
ln

√
∥v−−→

OA
∥ v−−→

OA
e−−→
OA

> 0

− 1

|∆T |
ln

√
∥v−−→

OA
∥ v−−→

OA
e−−→
OA

< 0

, (7)

其中∆T = t − t0, 为轨线演化时间. 对于图 1所

示的 p1至 pN , 分别求取对应位置最大的发散值
σ1, · · · , σN , 对其求平均得到对应角度为α的指向

Lyapunov指数λα为

λα =
1

N

N∑
i=1

σi. (8)

对平衡点O附近不同α角度的射线方向分别

求取λα, 可以得到x1-x2平面上的λα曲线. 在系统
的各个投影平面分别求取λα曲线可以得到λα曲

线族. λα曲线族反映了系统在相空间各个投影平

面上平衡点处沿各个方向的平均发散速率, 反映了
相空间中平衡点附近的特征结构.

2.2 指向Lyapunov指数的数值计算

指向Lyapunov指数求解过程中最重要的步骤
是确定相点 pi处的状态转移矩阵Φ(t0 + ∆T, t0).
当系统模型已知时, 可以通过在相点pi处对系统模

型局部线性化, 达到对Φ(t0 +∆T, t0)求解的目的.
当系统模型未知, 而仅能实时测得系统某一状态
时, 可以先利用相空间重构方法得到相空间轨线,
进而通过轨线近似计算得到状态转移矩阵. 本文利
用Martin提出的方法, 利用相空间轨线实现对状
态转移矩阵Φ(t0 +∆T, t0)的求解

[13].
如图 3所示, 在相空间中分别寻找 pi =

(x1, x2)附近距其 δq的点 q1(x1 + δq, x2), q2(x1 −
δq, x2), q3(x1, x2 + δq), q4(x1, x2 − δq)及其各自在

相轨线上的最近邻点ni, i = 1, 2, 3, 4. 各邻点ni之

间的时间间隔要大于时间窗 τW, 以避免自相关 [14].
状态转移矩阵Φ可以近似通过这些点所在的轨线

计算得到.
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Φ(t0 +∆T, t0) =


x1n1(t0 +∆T )− x1n2(t0 +∆T )

x1n1
(t0)− x1n2

(t0)

x1n3(t0 +∆T )− x1n4(t0 +∆T )

x2n3
(t0)− x2n4

(t0)

x2n1
(t0 +∆T )− x2n2

(t0 +∆T )

x1n1
(t0)− x1n2

(t0)

x2n3
(t0 +∆T )− x2n4

(t0 +∆T )

x2n3
(t0)− x2n4

(t0)

 , (9)

其中, (x1ni
(t), x2ni

(t))为x1-x2平面上ni点在 t时

刻的坐标. 在得到状态转移矩阵Φ(t0 +∆T, t0)后,
将其代入 (4)—(8)式, 即可最终求解得到该投影平
面上的指向Lyapunov指数曲线.

n1
n2

n

pi

n4

q3↼x1֒ x2⇁dq↽

q1↼x1⇁dq֒ x2↽

q2↼x1֓dq֒ x2↽

q4↼x1֒ x2֓dq↽

n

n2

n3

n4

t0

t0+T

图 3 状态转移矩阵求法

3 基于指向Lyapunov指数的单输入
单输出系统故障检测

3.1 故障检测系统动力学模型

图 4所示单输入单输出系统故障检测模型可

以看作一斜积流模型 (skew product flow formu-
lation)[15], 它由混沌振荡器及单输入单输出被测
系统两部分组成. 其中混沌振荡器为定义在空
间P上的一个自治动力学系统, 其状态演化方程
p(t) = θt(p)满足:

1) θ0(p) = p, 对于所有的p ∈ P ;
2) θs+t = θs(θt(p)), s, t ∈ T ;
3) 映射 (t, p) → θt(p)连续.

x↼t↽p↼t↽

图 4 单输入单输出系统故障检测模型

被测系统受激励 p(t)的作用为非自治动力学

系统, 其具有上循环映射 [15] φ : T+
0 × P ×X满足:

1) φ(0, p, x) = x, 对于所有的 (p, x) ∈ P ×X;
2) φ(t+ s, p, x) = φ(t, θs(p), φ(s, p, x))对于所

有的 s, t ∈ T+
0 , (p, x) ∈ P ×X;

3) 映射 (t, p, x) → φ(t, p, x)连续.

整体系统 (包含混沌振荡器及被测系统)可以
看作一定义在H = P ×X上的自治动力学系统,其
状态演化方程π : T+

0 × P ×X → P ×X具有如下

形式:

ω(t) = πt(ω) = π(t, (p, x))

= (θt(p), φ(t, p, x)), (10)

其中, ω ∈ P ×X.

3.2 故障检测原理

由混沌振荡器的性质可知其平衡点pE满足

pE = θt(pE). (11)

而被测系统的平衡点xE满足

xE = φ(t, 0, xE). (12)

由 (10)式可知, 整体系统的平衡点ωE满足

ωE = (p̂E, x̂E) = π(t, (p̂E, x̂E))

= (θt(p̂E), φ(t, p̂E, x̂E)), (13)

其中, p̂E = θt(p̂E), 由于可能存在p′E ⊆ pE满足

φ(t, p′E, x) ̸= 0, (14)

使得 p̂E ̸= pE, 故 p̂E ⊆ pE.
另外, 由 (13)式可得,

x̂E = φ(t, p̂E, x̂E), (15)

施加激励后, 被测系统平衡点 x̂E为激励信号部分

或全部平衡态 p̂E的函数. 在 p̂E作用下, x̂E的个数

可能增加、减小或保持不变. 当激励信号平衡态位
于原点时, 由 (12)和 (15)式可知 x̂E = xE. 在平衡
点附近局部线性化后, x̂E 附近空间结构将与xE附

近空间结构相对应. 此时, 整个系统的平衡点为激
励系统平衡点部分结构 p̂E 与激励系统平衡态下被

测系统平衡点 x̂E 的空间组合. 它既包含了激励系
统平衡点附近的结构信息, 又包含了被测系统平
衡点附近的结构信息. 被测系统对激励系统平衡
点附近空间结构进行了扩展. 如图 5所示. Es

P (0),
Eu

P (0)分别代表P空间平衡点附近的稳定子空间
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及不稳定子空间. Es
X(0), Eu

X(0)分别代表X空间

上平衡点附近的稳定子空间及不稳定子空间.
系统在其状态空间中平衡点附近可以近似为

一线性空间, 表征其平衡点结构的Jacobian矩阵的
特征值与系统参数间有直接联系 [11]. 系统参数的
变化会引起相空间中平衡点附近特征结构的变化.
因而, 可通过对平衡点附近特征结构的分析实现对
系统参数的分析. 由前面分析可知, 由被测系统输
出重构得到的相空间在平衡点附近包括两部分: 激
励系统平衡点附近特征结构及被测系统平衡点附

近特征结构. 在保持同一混沌信号激励下, 激励系
统在相空间平衡点处特征结构保持不变. 因而, 输
出相空间在平衡点附近结构的改变主要由被测系

统平衡点附近特征结构的改变引起.
由2.1节可知, 指向Lyapunov指数可以对相空

间中平衡点附近各个方向上的特征结构进行分

析. 因而, 可以在保持同一混沌信号激励下, 通过
对被测系统输出相空间在各个投影平面上的指向

Lyapunov指数的分析达到对被测系统状态评估的
目的.

O

P

X

E
s
P(0)

E
s

X (0)

E
u
P(0)

E u
X(0)

图 5 被测系统对激励系统平衡点附近的空间扩展

3.3 混沌激励信号的选取

混沌激励信号的选取必须满足以下要求.
要求1 被测系统平衡点受到所施加混沌信

号的充分激励. 在此定义为: 若被测系统维数为
m, 在混沌信号激励下, 若其状态空间在m − 1维

不同投影平面上状态轨线能够遍历其投影平面上

平衡点的周围空间, 则被测系统各状态将均能反
映到轨线上. 此时, 被测系统平衡点附近的空间
可以扩展到输出相空间的平衡点附近, 被测系统

受到混沌激励信号的充分激励. 假设激励系统具
有n1个平衡点属于 p̂E, 分别设为 {OE

1 , · · · , OE
n1
},

被测系统在 p̂E作用下存在n2个平衡点, 分别设为
{OS

1 , · · · , OS
n2
}. 若被测系统平衡点中有n′

2 个平衡

点受到混沌信号的充分激励, 则输出相空间中将包
含n1 × n′

2个平衡点. 若与所关注被测系统参数相
关联的平衡点受到充分激励, 则其参数变化将会引
起输出相空间平衡点附近特征结构的改变.

要求2 输出吸引子能够遍历输出相空间中

平衡点附近的空间结构. 在此定义为: 假设对输出
时间序列重构时选取嵌入维为m, 则需在m − 1个

不同投影平面平衡点附近形成稠密轨线. 此时, 将
便于求解指向Lyapunov 指数. 并且, 由于m− 1个

不同投影平面包含了输出相空间中所有的状态量,
因而此时得到的指向Lyapunov指数能够反映系统
所有参数的变化.

以上两点保证了输出吸引子在平衡点附近的

特征结构能够包含被测系统在平衡点附近的特征

信息. 通常选取单涡结构混沌系统产生信号作为激
励信号, 它在平衡点附近能够形成单涡稠密轨线,
并且由于单涡结构具有近似的各向同性, 因而能够
减小计算得到的各角度对应指向Lyapunov指数之
间的相对误差.

4 仿真实验

本文利用图 6所示的基本共射极晶体管放大

电路作为测试对象, 对所提方法进行验证. 其中,
混沌振荡器的输出经归一化后作为被测系统的激

励信号. 电阻RL上电压作为输出用来对被测系统

的状态进行分析. 被测电路系统的状态方程可以简
写成如下微分方程形式:

dU1

dt =− 13× (2.79 + U1 + VS),

dU2

dt = 1.12× 10−12 + 1.055× 10−10

× e− 500
13 (U1+U2+VS) − 15.4× U2,

dU3

dt = 144.58− 2.1× 10−10

× e− 500
13 (U1+U2+VS) − 12.05× U3, (16)

其中, U1, U2, U3为动态元件C1, C2, C3两端电压,
VS 为混沌振荡器输出. 最终得到RL上的输出电压
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Uo为

Uo = 7.229− 1.05× 10−11

× e− 500
13 (U1+U2+VS) − 0.6× U3. (17)

零输入下, 被测电路平衡点对应于直流工作
点为

UE = (U1E, U2E, U3E) = (−2.79, 2.1, 6.6). (18)

晶体管放大电路的激励信号由Rossler混沌振
荡器产生 [16]. 它具有如下的形式:

ẋ1 = −x2 − x3

ẋ2 = x1 + ax2

ẋ3 = b+ x3(x1 − c)

, (19)

其中,参数设置为a = 0.2, b = 0.4, c = 5.7. Rossler
系统的x2变量经归一化后作为输出用来对晶体管

放大电路进行激励. 混沌激励及其在相空间中的轨
线如图 7所示.
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图 6 共射极晶体管放大电路

Rossler系统具有惟一平衡点xE位于原点. 由
3.2节分析可知, 被测电路系统平衡点在该激励系
统作用下保持不变. 此时, 整体系统在相空间中具

有惟一平衡点wE = (xE,UE). 将wE代入 (??)式
可知, 平衡点处系统输出UOE = 0. 因而, 输出重构
后相空间中平衡点位于原点.

Rossler信号的相空间轨线在平衡点附近均匀
分布. 因而, 用其作为激励信号时, 便于在被测
系统状态空间中平衡点附近形成稠密单涡轨线.
Rossler信号激励下, 晶体管放大电路在其状态空
间中平衡点附近的轨线分布如图 8所示.

由 (16)式可知, 被测系统状态空间的维数
为m = 3. 在图 8中, 被测系统状态轨线在其
m − 1 = 2个投影平面上能够遍历平衡点附近

空间 (U1-U2平面及U1-U3平面). 因而,被测系统平
衡点附近完整的状态空间结构将会扩展到输出平

衡点附近.
非一致延迟时间相空间重构方法利用非等

间隔的延迟时间实现对一维时间序列的相空间

重构, 提高了相空间重构的精度 [17]. 本文利用
Nichkawde[18]提出的指向微分法对输出时间序列

计算得到的延迟时间为 (τ1, τ2, τ3) = (0, 9, 96). 此
时, 得到输出在相空间中的吸引子及其在各个投影
平面上的投影如图 9所示.

可以看到, 输出吸引子在x1-x2及x2-x3平面

上的投影在平衡点附近均具有单涡结构. 由于重
构时嵌入维为 3, 利用这两个单涡结构计算得到的
指向Lyapunov指数将能完整反映被测系统参数的
变化.

当被测系统参数发生变化时, 会引起平衡点
附近特征结构的改变, 因而会影响到由输出吸引
子计算得到的指向Lyapunov指数曲线. 图 10所

示为R2 = 10 kΩ及R2 = 20 kΩ时, 根据输出吸引
子在x1-x2及x2-x3平面上的投影计算得到的指向

Lyapunov 指数曲线.
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图 7 (a) Rossler 振荡器的输出; (b)输出在相空间中轨线
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图 8 被测系统状态轨线在各个投影平面的投影 (a) U1-U2; (b) U1-U3; (c) U2-U3
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图 9 (a) 输出吸引子; (b)—(d) 输出吸引子在各个投影平面上的投影

可以看到, R2参数的变化将会改变相空间中

平衡点附近某些方向上的发散速率. 在x1-x2平

面, 指向Lyapunov指数在A1, A2区域增大, 说明
沿A1, A2方向区域的发散速率增大. 而在x2-x3平

面, R2变化对指向Lyapunov指数的影响主要分布
在B1, B2 及B3区域. 其中, 沿B1区域方向发散速

率减小, 而沿B2及B3区域方向的发散速率增大.

不同参数变化对平衡点附近空间结构的
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影响不同, 因而对指向Lyapunov指数的影响也
不同. 图 11所示为C2取 50 µF和 100 µF时对应
不同投影平面上指向Lyapunov指数曲线. Ai,
i = 1, · · · , 5及Bj , j = 1, · · · , 4分别对应不同投
影平面上指向Lyapunov指数曲线受C2参数变化

影响区域.
利用相空间中稠密分布的轨线对指向Lya-

punov指数进行求解时存在一定的误差. 因而, 计
算得到的指向Lyapunov曲线具有较小的波动. 为
了更好地研究参数变化对指向Lyapunov指数的影
响, 首先对求解得到的指向Lyapunov指数曲线进

行拟合处理. 由于计算得到指向Lyapunov指数首
端 (0◦)及尾端 (360◦)对应的值应当是连续的, 因而
在对指向Lyapunov指数曲线进行拟合时为了避免
边界效应, 首先对指向Lyapunov指数曲线两端进
行如下形式的45◦扩展处理:

[λ315◦ , λ316◦ , · · · , λ359◦ , λ0◦ , λ1◦ , · · · ,

λ360◦ , λ1◦ , λ2◦ , · · · , λ45◦ ]. (20)

当R2 = 10 kΩ时, 由输出吸引子求得的指向
Lyapunov指数曲线及对其利用 30阶多项式拟合得
到的曲线如图 12所示.
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图 12 (网刊彩色) R2 = 10 kΩ时求得的指向Lyapunov指数曲线及其拟合曲线 (a) x1-x2平面; (b) x2-x3 平面
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由图 12可以看出, 拟合后曲线近似表示了
各个方向上指向Lyapunov指数的大小. 当R2为

1 kΩ : 1 kΩ : 25 kΩ时求得的各投影平面上的指
向Lyapunov指数拟合曲线如图 13 所示. 其中, pi,
i = 1, 2, 3, 4及di, i = 1, 2, 3, 4分别为正常状态
下 (R2 = 10 kΩ), 拟合指向Lyapunov指数曲线上
对应的极大值及极小值.

图 13 (a)所示为R2变化时x1-x2平面求得的

拟合指向Lyapunov指数曲线. 可以看到, 当R2减

小时, 其对指向Lyapunov指数曲线的主要影响是
d2的增大及 p3的向右偏离. 而当R2增大时, 其对
指向Lyapunov指数曲线的主要影响是d2的减小、

p2和 p3的增大、p4的向左偏离及其附近新的波峰

波谷的出现.
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图 13 (网刊彩色) R2 = 1 kΩ : 1 kΩ : 10 kΩ时求得的拟合指向Lyapunov指数曲线 (a) x1-x2 平面; (b) x2-x3平面

图 13 (b)所示为R2变化时x1-x2平面求得的

拟合指向Lyapunov指数曲线. 可以看到, 当R2减

小时, 其对指向Lyapunov指数曲线的主要影响是
d2的增大及 p2和 p3的减小. 而当R2增大时, 其
对指向Lyapunov指数曲线的主要影响是 p3的增

大、p4的向左偏离增大及其附近新的波峰波谷的

出现.
由R2变化对指向Lyapunov指数曲线的影响

可知, 参数变化对平衡点附近空间结构的影响主要
是各个方向上发散速率的增大、减小及主要发散方

向的偏离. 反映在指向Lyapunov指数曲线上为极
值的增大、减小及极值的偏离. 互相关函数能够描
述两信号之间的相互关系, 即两信号波形的相似程
度及时间轴上的位置差别 [19], 因而适合对求得的
指向Lyapunov指数曲线进行差别分析.

将R2 = 10 kΩ时, 由系统输出计算得到的指
向Lyapunov指数作为基准Lyapunov 指数, 分别
求取R2 = 1 kΩ : 1 kΩ : 10 kΩ时的指向Lyapunov
指数曲线, 并将它们与R2 = 10 kΩ时得到的结果
进行相关处理. 计算得到相关系数的变化情况如
图 14所示.

由图 14可以看到, 随着故障等级的增大, 相关
系数逐渐降低. 因而, 本方法可以有效地对被测系
统实施故障检测.
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图 14 相关系数相对于R2的变化

5 结 论

利用相空间重构技术实现对被测系统的故障

检测的关键是要在相空间中找到一种对故障敏感

的特征量. 指向Lyapunov指数能够反映系统在相
空间中平衡点附近的特征结构, 与系统参数之间有
密切的联系, 因而可以用来实现对被测系统的故障
检测. 由于被测系统各元件的故障对平衡点附近
特征结构影响不同, 因而对由输出计算得到的指向
Lyapunov指数的影响也不尽相同. 同时, 被测系统
某个元件发生渐变时, 指向Lyapunov指数曲线也
有相应的渐变规律. 可以通过对这些信息的分析实
现对被测系统故障元件的进一步定位.
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Directional Lyapunov exponent and its application to
fault detection of the single input single output system∗
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Abstract
In this paper, for the fault detection of a single-input single-output (SISO) system, we use chaotic oscillator to

generate the excitation of the system under test (SUT), and use non-uniform method to reconstruct the phase space of
the output time series. Directional Lyapunov exponent is defined around the equilibrium point in the phase space, and
it is used to analyze the eigen-structure of the output phase space around its equilibrium point, thus the fault detection
of the SISO system is realized. The simulation results show that parameter changes of the SUT will affect the phase
space structure around its equilibrium point, and the directional Lyapunov exponent is sensitive to these changes.

Keywords: chaotic excitation, directional Lyapunov exponent, fault detection, single input single output
system
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