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综 述

论动态信息理论

邢修三†

(北京理工大学物理系, 北京 100081)

( 2014年 6月 5日收到; 2014年 7月 28日收到修改稿 )

本文综述了作者的研究成果. 近十年, 作者将现有静态统计信息理论拓展至动态过程, 建立了以表述动
态信息演化规律的动态信息演化方程为核心的动态统计信息理论. 基于服从随机性规律的动力学系统 (如随
机动力学系统和非平衡态统计物理系统)与遵守确定性规律的动力学系统 (如电动力学系统)的态变量概率密
度演化方程都可看成是其信息符号演化方程, 推导出了动态信息 (熵)演化方程. 它们表明: 对于服从随机性
规律的动力学系统, 动态信息密度随时间的变化率是由其在系统内部的态变量空间和传递过程的坐标空间的
漂移、扩散和耗损三者引起的, 而动态信息熵密度随时间的变化率则是由其在系统内部的态变量空间和传递
过程的坐标空间的漂移、扩散和产生三者引起的. 对于遵守确定性规律的动力学系统, 动态信息 (熵)演化方
程与前者的相比, 除动态信息 (熵)密度在系统内部的态变量空间仅有漂移外, 其余皆相同. 信息和熵已与系
统的状态和变化规律结合在一起, 信息扩散和信息耗损同时存在. 当空间噪声可略去时, 将会出现信息波. 若
仅研究系统内部的信息变化, 动态信息演化方程就约化为与表述上述动力学系统变化规律的动力学方程相对
应的信息方程, 它既可看成是表述动力学系统动态信息的演化规律, 亦可看成是动力学系统的变化规律都可
由信息方程表述. 进而给出了漂移和扩散信息流公式、信息耗散率公式和信息熵产生率公式及动力学系统退
化和进化的统一信息表述公式. 得到了反映信息在传递过程中耗散特性的动态互信息公式和动态信道容量公
式, 它们在信道长度和信号传递速度之比趋于零的极限情况下变为现有的静态互信息公式和静态信道容量公
式. 所有这些新的理论公式和结果都是从动态信息演化方程统一推导出的.

关键词: 动态信息演化方程, 信息波, 信息流, 动态信道容量
PACS: 02.50.Ey, 05.40.–a, 89.70.–a, 89.70.Cf DOI: 10.7498/aps.63.230201

1 引 言

信息, 与物质和能量同为构成世界和人类赖以
生存的三大基本要素, 其重要性已由当前席卷世界
的信息革命充分体现. 不仅如此, 在生命科学和思
维科学中, 信息作为基本概念, 还将起着核心作用.
然而, 由于人类认识和研究先后的不同, 今天, 以物
质和能量为主题的物理学基本理论, 大部分已较成
熟; 而以信息为主题的信息基本理论, 除Shannon
等提出的统计信息理论 [1−5]外, 多数还处于定性的
探索阶段. 统计信息理论概念明确、数学表述和运
算严格且有广泛应用. 但是, 它是静态的或平衡态

的, 与时空过程无关. 物理学和数学的发展历史表
明, 静态理论之后通常总会出现相应的动态理论,
如从经典静力学到经典动力学, 从静电学到电动力
学, 从平衡态统计物理到非平衡态统计物理, 从概
率论到随机过程理论等; 而且动态理论中总会出
现其作为核心内容的某种动力学方程或演化方程,
并可将相应的静态理论看成是它的一个特殊部分.
实际上, 信息过程如信息传递过程, 它本身就是随
时空变化的动态过程. 有鉴于这些情况, 近十年,
作者 [6−10]以服从随机性规律的动力学系统 (如随
机动力学系统与经典和量子非平衡态统计物理系

统)及遵守确定性规律的动力学系统 (如电动力学
系统)为基础, 将现有静态统计信息理论拓展至动
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态过程, 建立了以表述动态信息演化规律的动态信
息演化方程和动态熵演化方程为核心的动态统计

信息理论. 它要解答的主要问题为: 动态信息和动
态信息熵如何随时间、空间和其他态变量有规律地

变化? 是否遵守什么演化方程? 若是, 这种方程是
什么形式? 随着各种动力学系统性质的不同, 宏观
的、微观的、随机性的和确定性的等, 各个动态信息
演化方程和动态熵演化方程的数学类型有何同异?
导出它们的思路和方法适用于更广泛的学科领域

吗? 信息和熵有何联系? 信息和熵如何能与系统结
合在一起? 物理领域, 存在着声波、电磁波和水波
等, 信息领域, 亦存在信息波吗?物理学规律, 通常
由物理方程表述, 它们是否亦可由信息方程表述?
换言之, 表述物理学系统和动力学系统演化规律的
动力学方程, 可否转换成其对应的信息方程? 若能,
这些信息方程有何共性? 与动态信息演化方程又
有什么联系? 信息流的定性概念已有广泛应用, 如
何给出定量的数学表达式? 信息耗损和信息熵产
生又如何定量地表述?与哪些变量有关?它们都与
演化方程有何联系? 动力学系统退化和进化可否
统一由信息定量表述? 如何表述? 动态信息传递过
程中的互信息公式和信道容量公式是否有所修改?
如何修改? 两者与现有静态互信息公式和静态信
道容量公式有何不同? 这些就是动态统计信息理
论的主要内容. 它的核心是探求出动态信息 (熵)演
化方程, 再由它统一推导和解答上述各问题. 现有
静态统计信息理论则可看成是动态统计信息理论

的一个与时空过程无关的特殊部分.

2 动态信息(熵)演化方程

信息, 是客观事物状态及其变化规律的显示、
反映或描述, 通常由所谓信息符号序列如语言、文
字、数字、图像和信号等序列表示. 在统计信息理论
中, 由于信息仅有语法特性, 而无语义特性和语用
特性, 因而就可将信息理解为客观事物状态及其变
化规律的不确定性的显示、反映或描述, 而其信息
符号则由一组随机变量表示. 本文讨论的正是这种
信息理论.

Shannon信息理论的一个核心问题是给出信
息的度量, 即定量地给出信息熵的定义

H(A) = S(A) = −
n∑

i=1

p(ai) log p(ai),

它是信源平均不确定性的度量. 其中信息符号ai

是一组随机变量, p(ai)是ai出现的概率. 这种信息
理论之所以是静态的, 是因为这个基本公式及由它
推导出的各个次级公式都与时间和空间无关. 本文
动态统计信息理论就是研究信息演化规律及其应

用的信息理论, 它的核心则是定量地表述这种演化
规律的动态信息 (熵)密度随时空和系统自身运动
规律变化的非线性演化方程, 即动态信息 (熵)演化
方程. 为了建立这种动态信息理论, 我们的出发点
是把客观实际动力学系统表示客观事物, 作为信息
之源, 把表述动力学系统状态的一组态变量或状态
向量取代静态信息理论中泛义的随机变量ai, 作为
信息符号. 态变量在系统之外的坐标空间的传递就
是信息符号的传递, 表述在系统之外的坐标空间传
递的态变量的概率密度随时空和系统自身运动规

律变化的演化方程, 即态变量概率密度演化方程就
是信息符号演化方程. 所谓客观动力学系统, 原则
上说, 应包括物理学系统、化学系统、生物学系统及
社会学系统等各种系统. 系统性质不同, 态变量性
质和数目及其演化方程就不同, 因而信息符号及其
演化方程亦有所不同. 需要强调指出, 因为在信息
传递过程中, 动力学系统的态变量既要随系统自身
的运动规律变化, 同时它作为信息符号又要在系统
之外的坐标空间传递, 故这儿的态变量演化意味着
态变量既在态变量空间变化同时又在坐标空间传

递, 对应的态变量概率密度演化方程当然也就既包
含态变量空间变化项又含有坐标空间传递项.

下面我们就以服从随机规律的随机动力学系

统和非平衡态统计物理系统与遵守确定性规律的

电动力学系统为基础, 给出其对应的态变量概率密
度演化方程和动态信息 (熵)演化方程. 这四种动力
学方程中, 除第一种随机动力学系统外, 其他三种
都是典型的物理学系统.

还需说明, 从统计信息理论的概念出发, 所有
信息传递过程, 都是概率随机过程. 无论是服从随
机规律的动力学系统, 或是遵守确定性规律的动力
学系统, 它们作为信源所传递的信息过程, 当然也
都是随机过程, 差别在于前类系统内部具有随机
性, 而后类系统内部则无随机性. 下述各动力学的
信息符号演化方程和动态信息 (熵)演化方程中, 将
会看到这种差别.
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2.1 随机动力学系统

随机动力学系统, 遵守传统的随机运动规律,
领域广泛, 可包括自然系统和社会系统, 其态变量
性质和数目可各不相同, 既可是微观的, 更可是宏
观的和介观的.

为了简化, 这里先研究一个态变量的动力学系
统, 而后将它的结果推广到一组n个态变量的动力

学系统. 设所讨论的动力学系统, 如流体动力学、颗
粒 (如晶粒、恒星等)长大动力学、生物群体动力学
等, 其状态可由态变量a描述, 如流体的速度、颗粒
尺度、群体数目等. 如上所述, 这里态变量起着信息
符号作用. 设 t为系统的态变量a演化的时间, ȧ为
t时态变量自身变化的速率, ẋ为态变量在坐标空间
的传递速率. 由于动力学系统自身及作为信息符号
在坐标空间传递过程中的态变量总会受到内外随

机噪声的干扰, ȧ与 ẋ都由漂移变化速率和涨落变

化速率两部分组成.
根据随机理论, 描述在系统之外的坐标空间传

递的动力学系统的态变量的概率密度 p(a, x, t) 的

演化方程应是下述Fokker-Planck方程 [6−9]

∂p(a, x, t)

∂t

= − ∂

∂a
[K(a)p(a, x, t)]− v

∂p(a, x, t)

∂x

+
∂2

∂a2
[B(a)p(a, x, t)] +Q

∂2p(a, x, t)

∂x2
, (1)

这里, K(a)是态变量自身的漂移变化速率, B(a)是

其噪声强度或扩散系数, 两者都由动力学系统的运
动规律和环境因素决定; v是态变量即信息符号在
坐标空间的漂移传递速率, Q是其噪声强度或扩散
系数. p(a, x, t)dadx为 t时在a和a+ da间的态变
量传递到空间坐标x和x + dx间的概率. 需要强
调, 这里a是系统的态变量, 属于系统内部; x表示
态变量作为信息符号在坐标空间传递到达之处, 属
于系统外部. 两者互不相同. 显然, p(a, x, t)dadx
应满足归一化条件∫

p(a, x, t)dadx = 1.

方程 (1)就是所给出的随机动力学系统的态变量概
率密度的演化方程或信息符号演化方程. 它的物理
意义为:动力学系统的态变量即信息符号的概率密
度随时间的变化率是由其在态变量空间和坐标空

间的漂移和扩散引起的. 若已知K(a), B(a), v和
Q, 就可以由方程 (1)解出p(a, x, t).

信息熵, 是Shannon将统计物理中的Boltz-
mann熵移植到了信息理论中, 虽然在数学形式上
除少了Boltzmann常数k外, 两者相同, 且都用熵
的名称, 然而其物理意义却有所不同. Boltzmann
熵与热力学熵一样, 都是系统中不可再用于做功的
无效能的度量. 而信息熵则是信息量的度量, 它也
可用来表示自然和社会系统的无序度, 但却与能量
无关. 本文所讨论的各系统的熵, 其物理意义都属
于信息熵. 正因如此, 在统计物理中, 所有熵公式
和熵方程 [如后文公式 (20), (20a), (36), (36a) 和方
程 (25), (27), (31), (38) 等]内应有的Boltzmann常
数k, 本文全都删去. 熵公式和熵方程如此, 对应
的信息公式和信息方程亦当如此, 因而本文不出现
Boltzmann常数k.

根据信息理论及与非平衡态统计物理熵的对

应关系, 动力学系统演化 t时的动态信息熵可定义

为 [6−9]

S(t) = −
∫

p(a, x, t) log p(a, x, t)

pm(a, x)
dadx+ Sm

=

∫
Sax(t)dadx+ Sm, (2)

式中, pm = pm(a, x)为信息熵达最大值Sm时的概

率密度, 物理学中叫平衡态概率密度, 满足方程
∂pm
∂t

= − ∂

∂a
(Kpm)− v

∂pm
∂t

+
∂2

∂a2
(Bpm) +Q

∂2pm
∂x2

= 0, (3)

其中

Sax(t) = −p(a, x, t) log p(a, x, t)

pm(a, x)
, (4)

是单位坐标空间和单位态变量空间的信息熵密度.
由于∆S(t) = S(t) − Sm是相对熵, 故严格言之,
Sax(t)应叫相对信息熵密度.

将 (2)式两边对时间 t求偏导数, 并代入态变
量演化方程 (1)和 (3), 则可求得动态信息熵密度
Sax(t)的演化方程

[8]:
∂Sax

∂t
= − ∂

∂a
(KSax)− v

∂Sax

∂x
+

∂2

∂a2
(BSax)

+Q
∂2Sax

∂x2
+
B

p

[(
∂

∂a
log p

)
Sax−

∂Sax

∂a

]2
+

Q

p

[(
∂

∂x
log p

)
Sax − ∂Sax

∂x

]2
, (5)

动态信息熵产生密度

σ = σa + σx
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= Bp

(
∂

∂a
log p

pm

)2

+Qp

(
∂

∂x
log p

pm

)2

, (6)

这就是演化方程 (5)右边的最后两项.
将 (5)式两边分别对a和x积分, 则得到单位

坐标空间动态信息熵密度Sx(t)和单位态变量空间

信息熵密度Sa(t)的演化方程分别为

∂Sx

∂t

= − v
∂Sx

∂x
+Q

∂2Sx

∂x2

+

∫
B

p

[(
∂

∂a
log p

)
Sax − ∂Sax

∂a

]2
da

+

∫
Q

p

[(
∂

∂x
log p

)
Sax − ∂Sax

∂x

]2
da, (7a)

∂Sa

∂t

= − ∂

∂a
(ASa) +

∂2

∂a2
(BSa)

+

∫
B

p

[(
∂

∂a
log p

)
Sax − ∂Sax

∂a

]2
dx

+

∫
Q

p

[(
∂

∂x
log p

)
Sax − ∂Sax

∂x

]2
dx, (7b)

其中,

Sx(t) =

∫
Sax(t)da,

Sa(t) =

∫
Sax(t)dx.

在得到方程 (7a)和 (7b)时利用了Sax及其导数在

a → ±∞和x → ±∞ 时都为零的边界条件.
由于方程 (5), (7a), (7b)右边仍存在概率密度
p = p(a, x, t), 故它们都不是封闭的.

在演化方程 (5)中, 态变量仅有一个且在一维
坐标空间中传递. 若动力学系统的状态由n个态变

量a = (a1, a2, · · · , an)描述, 且它们作为信息符号
在三维坐标空间x = (x1, x2, x3) 中传递, 则动态信
息熵密度演化方程为 [6,8,9]

∂Sax

∂t

= −
∑
i

∂

∂ai

[
Ki(a)Sax

]
−
∑
k

vk
∂Sax

∂xk

+
∑
i,j

∂

∂ai

∂

∂aj
[Bij(a)Sax] +

∑
k

Qk
∂2Sax

∂x2
k

+
∑
i,j

Bij(a)

p(a,x, t)

[( ∂

∂ai
log p(a,x, t)

)
Sax

− ∂Sax

∂ai

]

×
[(

∂

∂aj
log p(a,x, t)

)
Sax − ∂Sax

∂aj

]
+
∑
k

Qk

p(a,x, t)

[( ∂

∂xk
log p(a,x, t)

)
Sax

− ∂Sax

∂xk

]2
, (8)

其中, ∫
p(a,x, t)dadx

=

∫
p(a1, a2, · · · , an;x1, x2, x3; t)

× da1da2 · · · dandx1dx2dx3 = 1,

动态信息熵密度为

Sax = Sax(a,x, t)

= − p(a,x,t) log p(a,x, t)

pm(a,x)
, (9)

vk和Qk分别为信息符号在三维坐标空间的漂移传

递速率和扩散系数.
方程 (5), (8)就是随机动力学系统的动态信息

熵演化方程. 它们表明: 当作为信息之源的随机动
力学系统的信息在系统之外的坐标空间传递时, 它
的动态信息熵密度随时间的变化率是由其在系统

内部的态变量空间和传递过程的坐标空间的漂移、

扩散和产生三者引起的. 信息熵扩散和产生同时发
生, 都来自随机噪声干扰.

由于信息熵表示系统的无序度, 故演化方程
(5), (8)就是描述随机动力学系统的无序度密度随
时间、态变量空间和坐标空间变化的非线性演化

方程.
只要知道了K(a), B(a), v和Q, 原则上就可

由动态熵演化方程 (5), (7a), (7b), (8)解得Sax(t),
Sx(t)和Sa(t), 但由于 (5), (7a), (7b), (8)式是个复
杂的非封闭的非线性偏微分方程, 严格的求解是较
为困难的. 非封闭的原因, 则来自信息熵产生密度
(6)式不能完全由信息熵密度表述而使概率密度 p

不出现. 下述动态信息演化方程 (13), (15a), (15b),
(16) 同样是非封闭的, 其原因则来自信息耗损密
度 (14)式不能由信息密度表述而使概率密度 p 不

出现.
信息, 原是通信中信息量的简称, 它又可用来

表示自然和社会系统的有序度, 信息密度则表示系
统的有序度密度.

根据信息论, 动力学系统演化 t时的动态信息
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可定义为 [6,8,9]

I(t) = Sm − S(t)

=

∫
p(a, x, t) log p(a, x, t)

pm(a, x)
dadx

=

∫
Iax(t)dadx, (10)

其中

Iax(t) = p(a, x, t) log p(a, x, t)

pm(a, x)
, (11)

为单位坐标空间和单位态变量空间的 (相对)信息
密度. (10)式实际上就是Kullback信息 [1,6].

由 (10), (2)式和 (11), (4)式得

I(t) + S(t) = Sm, (12a)

或

Iax(t) + Sax(t) = 0, (12b)

即动力学系统的信息 (密度)与熵 (密度)各自虽都
不守恒, 但两者之和却守恒.

将 (12b)式代入方程 (5), 则得到动态信息密度
Iax(t)的演化方程

[8]:
∂Iax
∂t

=− ∂

∂a
(KIax)− v

∂Iax
∂x

+
∂2

∂a2
(BIax)

+Q
∂2Iax
∂x2

− B

p

[(
∂

∂a
log p

)
Iax − ∂Iax

∂a

]2
− Q

p

[(
∂

∂x
log p

)
Iax − ∂Iax

∂x

]2
, (13)

信息耗损密度

ρ = ρa + ρx

= −Bp

(
∂

∂a
log p

pm

)2

−Qp

(
∂

∂x
log p

pm

)2

. (14)

将 (13)式两边分别对a和x积分, 则得到单位
坐标空间动态信息密度 Ix(t)和单位态变量空间动

态信息密度 Ia(t)的演化方程分别为

∂Ix
∂t

= − v
∂Ix
∂x

+Q
∂2Ix
∂x2

−
∫

B

p

[(
∂

∂a
log p

)
Iax − ∂Iax

∂a

]2
da

−
∫

Q

p

[(
∂

∂x
log p

)
Iax − ∂Iax

∂x

]2
da, (15a)

∂Ia
∂t

= − ∂

∂a
(AIa) +

∂2

∂a2
(BIa)

−
∫

B

p

[(
∂

∂a
log p

)
Iax − ∂Iax

∂a

]2
dx

−
∫

Q

p

[(
∂

∂x
log p

)
Iax − ∂Iax

∂x

]2
dx, (15b)

其中,

Ix(t) =

∫
Iaxda,

Ia(t) =

∫
Iaxdx.

与方程 (8)相对应, 若动力学系统的状态由n

个态变量a = (a1, a2, · · · , an) 描述, 且它们作为信
息符号在三维坐标空间x = (x1, x2, x3)中传递, 则
动态信息密度演化方程为 [6,8,9]

∂Iax
∂t

= −
∑ ∂

∂ai
[Ki(a)Iax]−

∑
k

vk
∂Iax
∂xk

+
∑
i,j

∂

∂ai

∂

∂aj
[Bij(a)Iax] +

∑
l

Qk
∂2Iax
∂x2

k

−
∑
i,j

Bij(a)

p(a,x,t)

[(
∂

∂ai
log p(a,x, t)

)
Iax

− ∂Iax
∂ai

]
×

[(
∂

∂aj
log p(a,x, t)

)
Iax − ∂Iax

∂aj

]
−

∑
k

Qk

p(a,x, t)

[(
∂

∂xk
log p(a,x, t)

)
Iax

− ∂Iax
∂xk

]2
, (16)

其中动态信息密度为

Iax = Iax(a,x, t) = p(a,x, t) log p(a,x, t)

pm(a,x)
. (17)

方程 (13), (16)就是随机动力学系统的动态信
息演化方程. 两者表明: 动态信息密度随时间的变
化率是由其在系统内部的态变量空间和传递过程

中的坐标空间的漂移、扩散和耗损三者引起的.
若系统的态变量自身不变化, 但却仅在坐标

空间随机扩散传递而无漂移传递, 即方程 (1)中
K = 0, B = 0, ν = 0, p(a, x, t) = p(x, t)δ(a− a0),
则由方程 (13)和 (17)式得到单位坐标空间动态信
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息密度的演化方程就简化为

∂Ix
∂t

= Q
∂2Ix
∂x2

− Q

p

[(
∂

∂x
log p

)
Ix − ∂Ix

∂x

]2
,

(18)

即动态信息密度随时间的变化率仅是由其在坐标

空间的扩散和耗损两者共同引起的. 注意, 这里的
p = p(x, t). 由于信息扩散和耗损的共同起源是态
变量在空间的随机变化, 故两者是否发生是同时
的, 有信息扩散就有信息耗损. 这就使得信息演化
方程 (18)与质量扩散方程不同, 不能变成只有扩散
而无耗损的单纯信息扩散方程. 原因是质量和能量
是守恒的, 而信息与熵各自都不守恒 (但信息与熵
之和守恒).

由于信息密度表示系统的有序度密度, 故演化
方程 (13)和 (16)就是表述随机动力学系统的有序
度密度随时间、态变量空间和坐标空间变化的非线

性演化方程.
因为存在着信息和信息熵的扩散、耗损或产

生, 动态信息演化方程和动态信息熵演化方程 (13),
(16)和 (5), (8)是时间反演不对称的, 反映了这种
演化过程的不可逆性.

从上述各个演化方程可以看出, 只有动态信
息熵演化方程 (5)和动态信息演化方程 (13)是基本
的, 两者正是动态统计信息理论的基本方程和核
心. 所有其他各种结果都是由此两方程推导出的,
方程 (8)和 (16) 则是此两方程推广到n个态变量在

三维空间传递的动力学系统的结果. 而得到方程
(5)和 (13)则基于两点:一是态变量概率密度演化
方程看成信息符号演化方程; 二是动态熵和动态信
息的定义. 此外, 不需任何其他假设. 由于存在着
信息与熵之和守恒的关系式 (12), 从演化方程 (5)
和 (13)中的一个就可推导出另一个, 故这两个演化
方程中只有一个是基本的. 需要指出, 此论断对下
述各动力学系统都同样适用. 鉴于信息是信息科学
中的最基本概念和研究对象, 为了突出它, 我们把
动态信息演化方程作为动态信息理论的基本方程.

若系统处于静态或平衡态, 则上述演化方程
(5)和 (13)中的信息熵密度和信息密度仅是态变量
a的函数, 不随时间 t和空间x变化, 信息熵产生和
信息耗损亦等于零. 可见现有Shannon静态统计信
息理论可看成是动态统计信息理论与时空过程无

关的一个特殊部分.
应该强调指出, 系统理论中一个长期待解决

的重要问题是如何能将信息引入系统并用它阐述

系统问题. 从信息熵和信息定义 (2)和 (10)式到动
态信息熵和动态信息演化方程 (5)和 (13)可以看
出, 信息熵和信息已与系统状态 (a)及其运动规律
(K(a)和B(a)) 结合在一起, 信息熵产生、信息耗损
已是动力学系统的基本特性, 信息熵演化和信息演
化是动力学系统的无序度和有序度演化的显示, 而
信息流和信息熵流则是沟通系统内部及系统与其

环境间的桥梁. 系统是信息之源, 信息是系统、特别
是生命系统的核心. 此处关于信息和熵与系统结合
在一起的论断, 下述各动力学系统同样适用, 不再
重复.

还需指出,为了与现有的静态信息理论 [1−3]完

全对应, 动力学系统演化 t时的动态信息熵 (2)式和
动态信息 (10)式应定义为

S(t) = −
∫

p(a, x, t) log p(a, x, t)dadx

=

∫
Sax(t)dadx, (2a)

I(t) = Sm − S(t)

= Sm +

∫
p(a, x, t) log p(a, x, t)dadx

= Sm +

∫
Iax(t)dadx, (10a)

其中,

Sax(t) = − p (a, x, t) log p (a, x, t) , (4a)

Iax(t) = p(a, x, t) log p(a, x, t). (11a)

当 (2a)和 (10a)式与 t和x无关时, 两者就还原成静
态熵和静态信息.

(2a)和 (10a)式与 (2)和 (10)式的形式虽稍不
同,但两者同样通用. 更重要的是,当K和B为与a

无关的常数时, (2a)式中的动态信息熵密度Sax(t)

和 (10a)式中的动态信息密度 Iax(t)所遵守的演化

方程与 (5)和 (13)式相同 (否则将有包含 ∂K

∂a
̸= 0

和
∂2B

∂a2
̸= 0的项出现), 差别是与 (6)和 (14)式对应

的信息熵产生率密度和信息耗损率密度为

σ = Bp

(
∂

∂a
log p

)2

+Qp

(
∂

∂x
log p

)2

, (6a)

ρ = −Bp

(
∂

∂a
log p

)2

−Qp

(
∂

∂x
log p

)2

. (14a)

与 (6a)和 (14a)相比, (6)和 (14)式的优点是在
平衡态 p = pm的信息熵产生和信息耗损都自动
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为零, 不需另加条件; 而用 (6a)和 (14a)式时,则需(
∂p

∂a

)
pm

=

(
∂p

∂x

)
pm

= 0 才可使平衡态的信息熵

产生和信息耗损为零. 一般而言, 这种要求并不合
理. 这就是为何本文的动态信息熵和动态信息的定
义采用 (2)和 (10) 式的原因.

最后顺便指出, Shannon只定义了熵, 并未定
义信息, 而Wienner [4]则定义了信息. 当Sm = 0且

p与时空无关时, (10a)式就还原为Wienner的静态
信息. 它与Shannon的静态熵之和为零, 即信息为
熵的负数.

2.2 经典非平衡态统计物理系统

这种系统是由N个微观粒子 (原子分子)组成
的, 遵守经典统计物理规律, 描述它的状态的则是
6N维相空间的状态向量. 当它作为信息符号在系
统之外的坐标空间x = (x1, x2, x3)中传递时, 它的
系综概率密度ρ的演化方程则是下述时间反演不对

称的方程 [8,9]:
∂ρ

∂t
= [H, ρ]−

∑
k

νk
∂ρ

∂xk
+D∇2

qρ

+
∑
k

Qk
∂2ρ

∂x2
k

, (19)

其中, H = H(X)为系统的Hamilton函数; X =

(q,p)为 6N维相空间的状态向量; q和p为一组向

量 q = (q1, q2, · · · , qN ) 和 p = (p1,p2, · · · ,pN ),
qi和 pi 为第 i个粒子的位置和动量; Ẋ =

(∇pH,−∇qH)为状态向量自身的漂移变化速度,
满足∇X · Ẋ = ∇q · ∇pH −∇p · ∇qH = 0, −∇X ·
(Ẋρ) = [H, ρ]; D为粒子的扩散系数; νk和Qk的

物理意义与方程 (8)中的相同. ρ(X,x, t)dXdx为
t时在X和X+ dX间的状态向量传递到空间坐标
x和x+ dx间的概率. 注意, 这里X表示系统自

身的状态向量, 属于系统内部; 在研究信息传递时,
系统是作为信息即信息符号之源, 而x则表示系统

的状态向量作为信息符号在坐标空间传递到达之

处, 属于系统外部. 因而两者物理意义不同. 方程
(1)中的态变量a 和空间坐标x 两者的物理意义亦

是这样的互不相同. 显然ρ(X,x, t)dXdx应满足
归一化条件

∫
ρ(X,x, t)dXdx = 1. 方程 (19)就

是N个粒子组成的非平衡态统计物理系统的状态

向量的概率密度演化方程或信息符号演化方程. 它
的物理意义为:非平衡态统计物理系统的状态向量

即信息符号的概率密度随时间的变化率来自其在

相空间的漂移和位置子空间的扩散以及坐标空间

的漂移和扩散传递.
与定义 (2)和 (10)式相同, 经典非平衡态统计

物理系统演化 t时的 6N维动态熵和动态信息可定
义为

SB(t) = −
∫

ρ (X, x, t) ln ρ (X, x, t)

ρ0 (X, x)
dΓ dx+ SB0

=

∫
SXx(t)dΓ dx+ SB0, (20)

其中

SXx(t) = −ρ (X, x, t) ln ρ (X, x, t)

ρ0 (X, x)
. (21)

或

SB(t) = −
∫

ρ(X, x, t) ln ρ(X, x, t)dΓ dx

=

∫
SXx(t)dΓ dx, (20a)

其中

SXx(t) = − ρ(X, x, t) ln ρ(X, x, t). (21a)

IB(t) = SB0 − SB(t)

=

∫
ρ (X, x, t) ln ρ (X, x, t)

ρ0 (X, x)
dΓ dx

=

∫
IXx(t)dΓ dx, (22)

其中

IXx(t) = ρ (X, x, t) ln ρ (X, x, t)

ρ0 (X, x)
. (23)

或

IB(t) =

∫
ρ(X, x, t) ln ρ(X, x, t)dΓ dx+ SB0

=

∫
IXx(t)dΓ dx+ SB0, (22a)

其中

IXx(t) = ρ(X, x, t) ln ρ(X, x, t). (23a)

这里, SXx(t)和 IXx(t)为 t时单位 6N维相空间和
单位坐标空间的动态熵密度和动态信息密度, ρ0和
SB0各为平衡态的系综概率密度和熵.

由 (20), (22)式及 (21), (23)式得

IB(t) + SB(t) = SB0,

或

IXx(t) + SXx(t) = 0, (24)

即非平衡态统计物理系统的动态信息 (密度)和动
态熵 (密度)之和为常数.
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与导出方程 (5)和 (13)的方法相同, 可得 6N
维动态熵演化方程和 6N维动态信息演化方程
为 [8,9]

∂SXx

∂t

= −∇X ·
(
ẊSXx

)
−

∑
k

νk
∂SXx

∂xk
+D∇2

qSXx +
∑
k

Qk
∂2SXx

∂x2
k

+
D

ρ
[(∇q ln ρ)SXx −∇qSXx]

2

+
∑
k

Qk

ρ

[(
∂

∂xk
ln ρ

)
SXx − ∂SXx

∂xk

]2
, (25)

∂IXx

∂t

=−∇X ·
(
ẊIXx

)
−
∑
k

νk
∂IXx

∂xk
+D∇2

qIXx

+
∑
k

Qk
∂2IXx

∂x2
k

− D

ρ
[(∇q ln ρ)IXx −∇qIXx]

2

−
∑
k

Qk

ρ

[(
∂

∂xk
ln ρ

)
IXx − ∂IXx

∂xk

]2
, (26)

其中,
−∇X · (ẊIXx) = [H, IXx] ,

−∇X · (ẊSXx) = [H,SXx] .

同样, 与Bogolyubov-Born-Green-Kirkwood-
Yvon (BBGKY) 扩散方程链中单粒子概率密度
演化方程作为信息符号演化方程相对应, 可得 6维
动态熵演化方程和6维动态信息演化方程为

∂Sξ1x

∂t

= −∇q1 · (V1Sξ1x)−∇p1 · (F1Sξ1x)

−
∑
k

νk
∂Sξ1x

∂xk
+D∇2

q1
Iξ1x +

∑
k

Qk
∂2Sξ1x

∂x2
k

+
D

f1
[(∇q1 ln f1)Sξ1x −∇q1Sξ1x]

2

+
∑
k

Qk

f1

[(
∂

∂xk
ln f1

)
Sξ1x − ∂Sξ1x

∂xk

]2
+ λ1 (ϕ) , (27)
∂Iξ1x

∂t

= −∇q1
· (V1Iξ1x)−∇p1

· (F1Iξ1x)

−
∑
k

νk
∂Iξ1x

∂xk
+D∇2

q1
Iξ1x +

∑
k

Qk
∂2Iξ1x

∂x2
k

− D

f1
[(∇q1

ln f1) Iξ1x −∇q1
Iξ1x]

2

−
∑
k

Qk

f1

[(
∂

∂xk
ln f1

)
Iξ1x − ∂Iξ1x

∂xk

]2
− λ1(ϕ), (28)

其中, V1 = p1/m为粒子速度, F1为作用于粒子

的外力, f1 = f1(ξ1,x, t) = f1(q1,p1;x, t)为 t时

的 6维状态向量 ξ1 = (q1,p1) 作为信息符号传递

到空间坐标x和x+ dx 间的概率密度. Iξ1x(t)和

Sξ1x(t)为 t时单位 6维相空间和单位坐标空间的动
态信息密度和动态熵密度, 其定义为

Iξ1x(t) = − Sξ1x(t)

= f1 (ξ1,x, t) ln f1 (ξ1,x, t)

f10 (ξ1,x)
, (29)

而

λ1(ϕ) = N

∫
(∇q1

ϕ12) ·
[(
∇p1

f20
) f1
f10

−
(
∇p1

f2

)(
1 + ln f1

f10

)]
dξ2, (30)

为两粒子相互作用位能ϕ12 = ϕ(|q1 − q2|)引发的 6
维动态信息密度和6维动态熵密度的变化率.

以此类推, 与BBGKY扩散方程链中两粒子概
率密度演化方程作为信息符号演化方程相对应, 可
得 12维动态熵演化方程和 12维动态信息演化方程
为

∂Sξ1ξ2x

∂t

= −
2∑

i=1

∇qi
· (ViSξ1ξ2x)−

2∑
i=1

∇pi
· (ṗiSξ1ξ2x)

−
∑
k

νk
∂Sξ1ξ2x

∂xk
+D

2∑
i=1

∇2
qi
Sξ1ξ2x

+
∑
k

Qk
∂2Sξ1ξ2x

∂x2
k

+

2∑
i=1

D

f2
[(∇qi ln f2)Sξ1ξ2x −∇qiSξ1ξ2x]

2

+
∑
k

Qk

f2

[(
∂

∂xk
ln f2

)
Sξ1ξ2x − ∂Sξ1ξ2x

∂xk

]2
+ λ2(ϕ), (31)
∂Iξ1ξ2x

∂t

= −
2∑

i=1

∇qi · (ViIξ1ξ2x)−
2∑

i=1

∇pi · (ṗiIξ1ξ2x)

−
∑
k

νk
∂Iξ1ξ2x

∂xk
+D

2∑
i=1

∇2
qi
Iξ1ξ2x
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+
∑
k

Qk
∂2Iξ1ξ2x

∂x2
k

−
2∑

i=1

D

f2
[(∇qi ln f2) Iξ1ξ2x −∇qiIξ1ξ2x]

2

−
∑
k

Qk

f2

[(
∂

∂xk
ln f2

)
Iξ1ξ2x − ∂Iξ1ξ2x

∂xk

]2
− λ2(ϕ), (32)

其中, ṗi = Fi − ∇qi
ϕij为作用于第 i个粒子的

外力Fi和两体相互作用力−∇qi
ϕij之代数和,

f2 = f2 (ξ1, ξ2,x, t)为 t时的12维状态向量 (ξ1, ξ2)

作为信息符号传递到空间坐标x和x+ dx间的概
率密度. Iξ1ξ2x(t)和Sξ1ξ2x(t)为 t时单位 12维相空
间和单位坐标空间的动态信息密度和动态熵密度,
其定义为

Iξ1ξ2x = −Sξ1ξ2x = f2 ln(f2/f20). (33)

而

λ2(ϕ) = N

∫ 2∑
i=1

(∇qiϕi3) ·
[(

∇p3ϕi3

) f2
f20

− (∇pif3)

(
1 + ln f2

f20

)]
dξ3, (34)

为两粒子相互作用位能ϕi3 = ϕ(|qi − q3|) 引发 12
维动态信息密度和12维动态熵密度的变化率.

演化方程 (25), (26)与 (27), (28)及 (31), (32)
之间的差别在于:前者为 6N维相空间的, 通常
N ≈ 1023,故只有基本理论意义, 难以实际应用;
后二者为 6维和 12维相空间的, 可以实际应用. 非
平衡态统计物理中的基本方程与动力学方程的区

别亦是如此. 这里顺便指出, 在统计物理中, 习惯
将动态叫非平衡态, 静态叫平衡态. 在信息理论中,
为了统一, 我们将非平衡态叫动态.

由于熵 (密度)表示系统的无序度 (密度), 信息
(密度)表示系统的有序度 (密度), 故演化方程 (25),
(27), (31)和 (26), (28), (32)就是描述非平衡态统
计物理系统在其演化过程中的无序度密度和有序

度密度随时间、相空间和坐标空间变化的非线性演

化方程.
演化方程 (25), (27), (31)和 (26), (28), (32) 的

物理意义, 留待下节一并讨论.

2.3 量子非平衡态统计物理系统

这种系统与经典非平衡态统计物理系统的差

别是其内部粒子遵守量子力学规律, 它所对应的动

态信息可称之为量子动态信息. 与经典非平衡态统
计物理系统的信息符号演化方程 (19)相对应, 在坐
标空间传递的量子动态信息符号演化方程就是下

述量子方程 [9]:

i~∂ρ
∂t

= [H, ρ]−
∑
k

νk
∂ρ

∂xk
+D∇2

qρ

+
∑
k

Qk
∂2ρ

∂x2
k

, (35)

这里, ρ为量子概率密度算符, H为哈密顿算符. 量
子泊松括号 [H, ρ] = Hρ− ρH, ~为普朗克常数. 对
应于 6N维经典动态熵密度 (19)式和 6N维经典动
态信息密度 (21)式, 单位 6N维相空间和单位坐标
空间的量子动态熵密度Sρx和量子动态信息密度

Iρx可定义为

Sρx = −ρ ln ρ

ρ0
, (36)

Iρx = ρ ln ρ

ρ0
. (37)

与导出 6N维经典演化方程 (25)和 (26)的方法相
同, 可得 6N维量子动态熵演化方程和 6N维量子
动态信息演化方程为

i~∂Sρx

∂t

= [H,Sρx]−
∑
k

νk
∂Sρx

∂xk
+D∇2

qSρx

+
∑
k

Qk
∂2Sρx

∂x2
k

+
D

ρ
[(∇q ln ρ)Sρx −∇qSρx]

2

+
∑
k

Qk

ρ

[(
∂

∂xk
ln ρ

)
Sρx − ∂Sρx

∂xk

]2
, (38)

i~∂Iρx
∂t

= [H, Iρx]−
∑
k

νk
∂Iρx
∂xk

+D∇2
qIρx+

∑
k

Qk
∂2Iρx
∂x2

k

− D

ρ
[(∇q ln ρ) Iρx −∇qIρx]

2

−
∑
k

Qk

ρ

[(
∂

∂xk
ln ρ

)
Iρx − ∂Iρx

∂xk

]2
. (39)

在导出方程 (38)和 (39)时, 与导出方程 (25)和 (26)
的不同处是其等式右边第一项量子泊松括号

[H, ρ] = Hρ − ρH与经典泊松括号不同. 尽管
如此, 不难证明, 当量子概率密度算符ρ 遵守量子

Liouville方程 [11]

i~∂ρ
∂t

= Hρ− ρH = [H, ρ] (40)
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时, 可得

i~∂f (ρ)

∂t
= Hf (ρ)− f (ρ)H = [H, f (ρ)] . (41)

其中 f(ρ)为ρ的函数. 当取

f(ρ) = ρ ln ρ

ρ0
= I(ρ)(≡ Iρ) = −S(ρ)(≡ −Sρ)

时, 即得

i~∂Iρ
∂t

= [H, Iρ] , i~∂Sρ

∂t
= [H,Sρ] , (42)

因本文的量子概率密度ρ遵守方程 (35), 故得方程
(38)和 (39).

这里仍需指出, 根据量子统计的习惯, 量子动
态信息熵密度Sρx和量子动态信息密度 Iρx通常应

定义为

Sρx = −ρ ln ρ, (36a)

Iρx = ρ ln ρ. (37a)

本文所以采用 (36)和 (37)式而非 (36a)和 (37a)式,
理由与上述2.1节相同.

演化方程 (25), (26); (27), (28); (31), (32) 和
(38), (39)一致表明: 当作为信息之源的非平衡统
计物理系统的信息在系统之外的坐标空间传递时,
无论是经典的还是量子的, 也无论是 6N维的还是
6维的或 12维的, 它们的动态熵密度随时间的变化
率是由在系统内部的状态向量空间和传递过程的

坐标空间的漂移、扩散和产生三者引起的, 而动态
信息密度随时间的变化率则是由其在系统内部的

状态向量空间和传递过程的坐标空间的漂移、扩散

和耗损三者引起的. 当动态系统内部存在净相互
吸引作用时, 演化方程 (27), (28) 和 (31), (32)中的
λ1(ϕ)和λ2(ϕ)还可能以信息产生率和熵减少率的

形式出现 (详情见后面第6节).

2.4 电动力学系统

电动力学系统遵守确定性的电磁场运动规

律, 由麦克斯韦方程描述. 经引入四维向量

势Aµ = Aµ (A, A4 = φ)和四维电荷密度Jµ =

Jµ (J , J4 = cρ), 则麦克斯韦方程变为

∇2Aµ − 1

c2
∂2Aµ

∂t2
= −4π

c
Jµ (µ = 1, 2, 3, 4) , (43)

其中, c为光速, ρ为电荷密度, J为电流密度向量,
A为向量势, φ为纯量势, 需满足洛伦兹条件

∇ ·A+
1

c

∂φ

∂t
= 0. (44)

因为方程 (43)是二阶微分方程, 无法由它求出动态
信息演化方程. 为此仿照将二阶的牛顿动力学方程
变为一阶的哈密顿方程的方法, 我们引入四维向量
Lµ, 将二阶麦克斯韦微分方程 (43)再变成下述等
价的一阶微分方程:

∂Aµ

∂t
= Lµ,

∂Lµ

∂t
= c2∇2Aµ + 4πcJµ. (45)

这时的电动力学系统就由两个四维态变量Aµ和

Lµ描述. 当它们作为信息符号在系统之外的坐标
空间传递时, 其概率密度P = P (Aµ, Lµ,x, t)的演

化方程即信息符号演化方程为

∂P

∂t
= −

4∑
µ=1

∂

∂Aµ
(LµP )

−
4∑

µ=1

∂

∂Lµ

[(
c2∇2Aµ + 4πcJµ

)
P
]

−
∑
k

νk
∂P

∂xk
+
∑
k

Qk
∂2P

∂x2
. (46)

与导出演化方程 (5)和 (13)的方法类似, 由信息符
号演化方程 (46)可导出电动力学系统的动态信息
熵密度SEx和动态信息密度 IEx的演化方程为

∂SEx

∂t

= −
∑
µ

∂

∂Aµ
(LµSEx)

−
∑
µ

∂

∂Lµ

[(
c2∇2Aµ + 4πcJµ

)
SEx

]
−
∑
k

νk
∂SEx

∂xk
+
∑
k

Qk
∂2SEx

∂x2

+
∑
k

Qk

P

[(
∂

∂xk
logP

)
SEx − ∂SEx

∂xk

]2
,

(47)
∂IEx

∂t

=−
∑
µ

∂

∂Aµ
(LµIEx)

−
∑
µ

∂

∂Lµ

[(
c2∇2Aµ + 4πcJµ

)
IEx

]
−
∑
k

υk
∂IEx

∂x
+

∑
k

Qk
∂2IEx

∂x2

−
∑ Qk

P

[(
∂

∂xk
logP

)
IEx − ∂IEx

∂x

]2
, (48)

其中, SEx和 IEx的下角标E代表Aµ, Lµ.

230201-10

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 23 (2014) 230201

当电动力学系统内部的电流密度Jµ = 0时,电
动力学系统的动态信息熵密度演化方程 (47)和动
态信息演化方程 (48)就变为

∂SEx

∂t

= −
∑
µ

∂

∂Aµ
(LµSEx)−

∑
µ

∂

∂Lµ

(
c2∇2AµSEx

)
−
∑
k

νk
∂SEx

∂xk
+
∑
k

Qk
∂2SEx

∂x2

+
∑
k

Qk

P

[(
∂

∂xk
logP

)
SEx − ∂SEx

∂xk

]2
,

(49)
∂IEx

∂t

= −
∑
µ

∂

∂Aµ
(LµIEx)−

∑
µ

∂

∂Lµ

(
c2∇2AµIEx

)
−
∑
k

νk
∂IEx

∂xk
+
∑
k

Qk
∂2IEx

∂x2
k

−
∑
k

Qk

P

[(
∂

∂xk
logP

)
IEx − ∂IEx

∂xk

]2
. (50)

动态信息熵演化方程和动态信息演化方程

(47), (48); (49), (50) 表明:当作为信息之源的电动
力学系统的信息在系统外部的坐标空间传递时, 它
的动态信息熵密度随时间的变化率是由其在系统

内部的态变量空间的漂移与传递过程的坐标空间

的漂移、扩散和产生共同引起的, 而动态信息密度
随时间的变化率则是由其在系统内部的态变量空

间的漂移与传递过程的坐标空间的漂移、扩散和耗

损共同引起的. 由此可以看出, 由于遵守确定性规
律的电动力学系统内部没有随机性, 它的动态信息
熵和动态信息的变化率在系统内部的态变量空间

仅有漂移却无扩散和产生 (耗损), 这是所有遵守确
定性规律与服从随机性规律的动力学系统两者关

键的差别; 而在系统之外传递过程的坐标空间的变
化率则与服从随机性规律的动力学系统的相同, 都
是由漂移、扩散和产生 (耗损)三者引起的. 需要再
次强调指出, 这里讨论的虽只是电动力学系统, 实
际上, 所有遵守确定性规律的动力学系统的动态信
息 (熵)演化方程都可由同样的方程导出.

由以上四种动力学系统所得的动态信息熵演

化方程和动态信息演化方程 (5), (13); (8), (16);
(25), (26); (27), (28); (31), (32); (38), (39)和 (47),
(48)可以看出, 它们的数学类型相同, 都是时间反

演不对称的, 而且一致表明:对于服从随机性规律
的动力学系统, 动态信息熵密度随时间的变化率是
由其在系统内部的态变量空间和传递过程的坐标

空间的漂移、扩散和产生三者引起的, 而动态信息
密度随时间的变化率则是由其在系统内部的态变

量空间和传递过程的坐标空间的漂移、扩散和耗损

三者引起的. 它们间的差别则来自不同学科的各动
力学系统内部运动规律的不同而表现于其态变量

性质和数目及方程系数即态变量自身的漂移变化

速率和扩散系数的互不相同. 对于遵守确定性规律
的动力学系统, 由于系统内部缺乏随机性, 动态信
息熵密度和动态信息密度在系统内部态变量空间

的变化率只有漂移而无扩散和产生 (耗散), 而在系
统外部传递过程的坐标空间的变化率则与服从随

机性规律的动力学系统的相同, 都是由漂移、扩散
和产生 (耗散)三者引起的.

应该指出, 上述各动态信息演化方程和动态熵
演化方程的数学类型所以相同, 是因为它们都基于
统一的动态信息和动态熵的定义与同一类型的态

变量概率密度演化方程——广义Fokker-Planck方
程 (Liouville扩散方程亦可看成是 6N维相空间的
一种Fokker-Planck方程). 若系统的态变量概率密
度演化方程更为复杂如主方程等, 则其对应的动态
信息演化方程和动态熵演化方程亦将比上述演化

方程 (5)和 (13)等更为复杂. 然而, 不论系统属于
什么学科, 如物理学的、化学的、生物学的及社会科
学的等, 亦不论它们的态变量概率密度演化方程如
何复杂, 只要它们存在, 上述推导出动态信息熵演
化方程和动态信息演化方程的思路和方法都是普

适的. 这就是如前所述的两个基本出发点: 一是态
变量当成信息符号, 态变量概率密度演化方程就是
信息符号演化方程; 二是动态信息熵和动态信息的
定义. 再将两者结合. 这样, 即使得不出解析方程,
亦可给出数值结果.

这里, 我们再给动态信息演化方程一个概述:
所有客观动力学系统 (如物理学的、化学的、生物学
的及社会科学的等)的状态和运动规律都有其信息
显示; 所有表述客观动力学系统状态和运动规律的
动力学方程, 如物理方程、化学方程、生物学方程和
社会科学方程等, 都有其对应的信息方程; 表述客
观动力学系统的状态和运动规律及其在时空传递

的信息方程就是本文的动态 (统计)信息 (熵)演化
方程.

230201-11

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 23 (2014) 230201

2.5 信息波

现在研究信息在噪声可略去的空间 (如真空)
中可能的传递形式. 设动力学系统的态变量只在
空间传递而其自身不变化, 即方程 (13)中K = 0,
B = 0, p(a,x, t) = p(x, t)δ(a−a0), 则单位坐标空
间动态信息密度 Ix(t) =

∫
Iax(t)da 的演化方程为

∂Ix
∂t

= − ν
∂Ix
∂x

+Q
∂2Ix
∂x2

− Q

p (x, t)

×
[(

∂

∂x
ln p (x, t)

)
Ix − ∂Ix

∂x

]2
. (51)

当空间噪声可略去时, Q =0, 代入方程 (51)并两边
再次对时间 t求导数, 即得

∂2Ix
∂t2

= ν2
∂2Ix
∂x2

. (52)

这就是信息波方程. 它表示信息在空间以波动形式
传递, 其传递速度 ν既可是光速, 又可是声速. 应该
指出, 信息波传递的仅是系统的状态和运动规律,
本身不伴随能量传递, 因而有别于同时传递状态和
能量的电磁波等物理波.

还需指出, 信息波方程 (52)虽然得自随机动力
学系统, 不难证明, 其结果对上述各动力学系统都
是普适的.

3 物理学方程的信息表述

物理学系统, 其变化规律通常由物理学方程表
述, 如经典力学的牛顿运动方程、电动力学的麦克
斯韦方程、量子力学的薛定谔方程、统计物理的Li-
ouville扩散方程、随机动力学系统的Fokker-Planck
方程或主方程等. 现在要讨论的问题是: 物理学系
统的演化规律是否亦可统一由信息方程表述? 换
言之, 表述各物理学系统变化规律的物理学方程可
否和如何转换成对应的信息方程? 这样做的结果,
可称之为物理学方程的信息化, 或物理学方程的信
息表述, 从而可用信息概念阐述物理学问题, 把系
统的演化过程抽象为信息的演化过程. 为了达到此
目的并与上节对应, 我们仍分上节四种物理学系统
进行讨论, 而其方法则可归结为: 上节物理学系统
的信息要在系统之外的坐标空间传递, 故动态信息
演化方程不仅随系统内部的态变量变化, 而且还随
系统之外的空间坐标变化. 本节目的在于用信息方
程描述物理学系统的演化规律, 不考虑信息在系统

之外的坐标空间传递, 因而各对应的信息方程仅随
系统内部的态变量变化, 而与系统之外的空间坐标
无关. 简言之, 当上节各物理学系统的概率密度不
随系统之外的空间坐标变化时, 各动态信息演化方
程中就不再出现系统之外的空间坐标及有关项, 它
们就是本节需要的信息方程.

3.1 随机动力学系统

随 机 动 力 学 系 统, 其 演 化 规 律 可 由
Fokker-Planck方程描述. 对于n个态变量a =

(a1, a2, · · · , an)的系统, 演化方程为

∂p (a, t)

∂t
= −

n∑
i=1

∂

∂ai
[Ki (a) p (a, t)]

+

n∑
i,j=1

∂2

∂ai∂aj
[Bij (a) p (a, t)] . (53)

显然, 当系统的概率密度

p (a,x, t) = p (a, t) δ (x− x0)

时, 方程 (1)就变成方程 (53). 与此方程相对应, 动
态信息演化方程 (16)和动态熵演化方程 (8)就变为

∂Ia
∂t

= −
n∑

i=1

∂

∂ai
[Ki (a) Ia] +

n∑
i,j=1

∂2

∂ai∂aj
[Bij (a) Ia]

−
n∑

i,j=1

Bij (a)

p (a, t)

[(
∂

∂ai
log p (a, t)

)
Ia − ∂Ia

∂ai

]

×
[(

∂

∂aj
log p (a, t)

)
Ia − ∂Ia

∂aj

]
, (54)

∂Sa

∂t

= −
n∑

i=1

∂

∂ai
[Ki (a)Sa] +

n∑
i,j=1

∂2

∂ai∂aj
[Bij (a)Sa]

+

n∑
i,j=1

Bij (a)

p (a, t)

[(
∂

∂ai
log p (a, t)

)
Sa − ∂Sa

∂ai

]

×
[(

∂

∂aj
log p (a, t)

)
Sa − ∂Sa

∂aj

]
, (55)

其中, Ia和Sa为单位n维态变量空间的动态信息

密度和动态熵密度, 其定义用 p (a, t)取代 (11)和
(4)式中的 p (a,x, t)即得, 或由 (11)和 (4)式经由
Ia =

∫
Iaxdx和Sa =

∫
Saxdx求得.
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3.2 经典非平衡态统计物理系统

经典非平衡态统计物理系统的宏观行为和演

化规律可由下述 6N维相空间的时间反演不对称的
Liouville扩散方程描述:

∂ρ

∂t
= [H, ρ] +D∇2

qρ

= −∇X ·
(
Ẋρ

)
+D∇2

qρ, (56)

其中系综概率密度 ρ = ρ (X, t). 这个方程, 是
十多年前由作者 [12−14]提出的, 以取代现有的时
间反演对称的Liouville方程, 作为经典非平衡态
统计物理基本方程. 显然, 当系统的概率密度
ρ (X,x,t) = ρ (X, t) δ (x− x0)时, 方程 (19)就变
成方程 (56). 与此方程相对应, 6N维动态信息演化
方程 (26)和6N维动态熵演化方程 (25)就变为

∂IX
∂t

= −∇X ·
(
ẊIX

)
+D∇2

qIX

− D

ρ
[(∇q ln ρ) IX −∇qIX ]

2
, (57)

∂SX

∂t
= −∇X ·

(
ẊSX

)
+D∇2

qSX

+
D

ρ
[(∇qlnρ)SX −∇qSX ]

2
, (58)

其中, −∇X ·
(
ẊIX

)
= [H, IX ], −∇X ·

(
ẊSX

)
=

[H,SX ], IX和SX为单位6N维相空间的动态信息
密度和动态熵密度, 其定义可参考 (54)和 (55)式中
的 Ia和Sa.

同样, 6维动态信息演化方程 (28)和 6维动态
熵演化方程 (27)变为
∂Iξ1

∂t
=−∇q1 · (V1Iξ1)−∇p1 · (F1Iξ1) +D∇2

q1
Iξ1

− D

f1
[(∇q1

ln f1) Iξ1
−∇q1

Iξ1
]
2

− λ1 (ϕ) , (59)
∂Sξ1

∂t
=−∇q1

· (V1Sξ1
)−∇p1

· (F1Sξ1
) +D∇2

q1
Sξ1

+
D

f1
[(∇q1 ln f1)Sξ1 −∇q1Sξ1 ]

2

+ λ1 (ϕ) , (60)

其中, f1 = f1 (ξ1, t) = f1 (q1,p1, t), Iξ1和Sξ1为单

位 6维相空间的动态信息密度和动态熵密度. 以此
类推, 12维动态信息演化方程 (32)和 12维动态熵
演化方程 (31)变为

∂Iξ1ξ2

∂t
=−

2∑
i=1

∇qi
· (ViIξ1ξ2

)−
2∑

i=1

∇pi
· (ṗiIξ1ξ2

)

+D
2∑

i=1

∇2
qi
Iξ1ξ2

− D

f2

2∑
i=1

[(∇qi ln f2) Iξ1ξ2 −∇qiIξ1ξ2 ]
2

− λ2(ϕ), (61)

∂Sξ1ξ2

∂t
= −

2∑
i=1

∇qi
·(ViSξ1ξ2

)−
2∑

i=1

∇pi
·(ṗiSξ1ξ2

)

+D

2∑
i=1

∇2
qi
Sξ1ξ2

+
D

f2

2∑
i=1

[(∇qi
ln f2)Sξ1ξ2

−∇qi
Sξ1ξ2

]
2

+ λ2(ϕ), (62)

其中, f2 = f2 (ξ1, ξ2, t) = f2 (q1, q1; q2, q2; t), Iξ1ξ2

和Sξ1ξ2为单位12维相空间的动态信息密度和动态
熵密度.

3.3 量子非平衡态统计物理系统

与经典Liouville扩散方程 (56)相对应, 描述量
子非平衡态统计物理系统演化规律的应是下述的

量子Liouville扩散方程:

i~∂ρ
∂t

= Hρ− ρH +D∇2
qρ

= [H, ρ] +D∇2
qρ, (63)

显然, 当量子概率密度算符ρ与空间坐标x无关时,
方程 (35)就变成方程 (63). 与此方程相对应, 6N维
量子动态信息演化方程 (39)和6N维动态熵演化方
程 (38)就变为

i~∂Iρ
∂t

= [H, Iρ] +D∇2
qIρ

− D

ρ
[(∇q ln ρ) Iρ −∇qIρ]

2
, (64)

i~∂Sρ

∂t
= [H,Sρ] +D∇2

qSρ

+
D

ρ
[(∇q ln ρ)Sρ −∇qSρ]

2
, (65)

其中, [H, Iρ] = HIρ − IρH, [H,Sρ] = HSρ − SρH,
Iρ和Sρ为单位 6N维相空间的量子动态信息密度
和量子动态熵密度.

3.4 电动力学系统

当不考虑信息在系统之外的坐标空间传递时,
由2.4节方程 (46)得电动力学系统运动规律的概率
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密度演化方程为

∂P

∂t
= −

4∑
µ=1

∂

∂Aµ
(LµP )

−
4∑

µ=1

∂

∂Lµ

[(
c2∇2Aµ + 4πcJµ

)
P
]
, (66)

其中P = P (Aµ, Lµ, t). 显然, 当系统的概率密度
P (Aµ, Lµ,x, t) = P (Aµ, Lµ, t)δ(x − x0)时, 方程
(46)就变为 (66). 与此方程对应的电动力学系统的
动态信息演化方程 (48)和动态熵演化方程 (47)就
变为

∂IE
∂t

= −
∑
µ

∂

∂Aµ
(LµIE)

−
∑
µ

∂

∂Lµ

[(
c2∇2Aµ + 4πcJµ

)
IE

]
, (67)

∂SE

∂t

= −
∑
µ

∂

∂Aµ
(LµSE)

−
∑
µ

∂

∂Lµ

[(
c2∇2Aµ + 4πcJµ

)
SE

]
, (68)

其中 IE和SE为单位 (Aµ, Lµ)空间的动态信息密

度和动态信息熵密度.
方程 (54), (55); (57), (58); (59), (60); (61),

(62); (64), (65) 和 (67), (68)正是与物理方程 (53),
(56), (63)和 (66)相对应的信息 (熵)方程. 当方程
(53), (56), (63)和 (66)看成是由物理方程表述了
随机动力学系统、经典非平衡态统计物理系统、量

子非平衡统计物理系统和电动力学系统等物理学

系统的演化规律时, 通常都将信息 (熵)方程 (54),
(55); (57), (58); (59), (60); (61), (62); (64), (65)和
(67), (68)看成是表述了这些物理学系统自身的动
态信息和动态熵的演化规律. 然而从数学上看, 由
于它们是从其对应的物理方程经过信息变换 (4),
(10)得来的, 故在表述有关物理学系统的演化规律
时, 这些信息 (熵)方程与其对应的物理方程是等价
的. 换言之, 各系统的演化规律不仅可由物理方程
表述, 亦可统一由其对应的信息方程表述. 当物理
学系统的状态和演化规律统一由信息方程表述时,
所使用的概念都是信息概念, 即信息方程的系数和
组成项: 信息流 (包括漂移信息流和扩散信息流)、
信息耗损和信息产生等, 从而将物理系统和信息联

系在一起, 把系统的演化过程抽象为信息的演化过
程. 进而由以上四种物理学系统的动态信息方程和
动态熵方程 (54), (55); (57), (58); (59), (60); (61),
(62); (64), (65)和 (67), (68)可以看出, 当它们用来
表述物理学系统的演化规律时, 对于服从随机性规
律的物理学系统, 如随机动力学系统、经典统计物
理系统和量子统计物理系统, 它们的数学类型都是
相同的, 而且一致表明: 动态信息密度随时间的变
化率是由其在系统内部的态变量空间的漂移、扩散

和耗损三者引起的, 而动态熵密度随时间的变化
率则是由其在系统内部态变量空间的漂移、扩散和

产生三者引起的. 当动态系统内部存在净相互吸
引作用时, 方程 (59), (60)和 (61), (62) 中的λ1(ϕ)

和λ2(ϕ)还可能以信息产生率和熵减少率的形式出

现. 对于遵守确定性规律的动力学系统如电动力学
系统, 由于系统内部不存在随机性, 动态信息密度
和动态熵密度随时间的变化率仅由其在系统内部

态变量空间的漂移引起的.
综合上述结果可以看出, 物理学方程信息化,

即物理学方程的信息表述的思路和方法可分为两

步: 1) 将表述物理学变化规律的态变量随时间变
化的方程转换成其等价的态变量概率密度随时间

变化的方程; 2)经过信息变换, 将概率密度变化方
程转换成其等价的信息方程. 上述电动力学方程
转换成信息方程就需 1), 2)两步, 而随机动力学方
程和非平衡态统计物理方程转换成信息方程仅第

二步就完成. 需要指出, 这种思路和方法虽是由物
理学方程得出的, 实际上, 它对于表述所有动力学
系统变化规律的动力学方程, 不论属于什么学科,
如物理学的、化学的、生物学的和社会科学的等, 只
要它们的概率密度演化方程存在, 原则上都是普适
的. 这就是: 动力学方程信息表述.

还应强调指出, 若将上述动力学方程转化成信
息方程的过程每一步都反转过来就变为信息方程

转换成动力学方程的过程. 换言之, 只要已知表述
动力学系统变化规律的信息方程, 就可由它推导出
其对应的动力学方程.

4 信息流

所谓信息流, 即单位时间流过的信息量; 而信
息流密度, 则是坐标空间或 (和)态变量空间单位时
间单位面积流过的信息量. 通常的信息联系包括信
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息传递和控制, 都是由信息流实现的. 下面扼要给
出各系统外部和系统内部的信息流密度的表达式,
再讨论物理学中的最基本概念 “力”和信息流的类
似性和相关性.

4.1 系统外部坐标空间的信息流密度

根据动态信息演化方程 (13), (26), (28), (32),
(39)和 (48), 即可求得各动力学系统外部坐标空间
的信息流密度的表达式, 它们都是由漂移信息流
密度和扩散信息流密度二者的代数和组成, 具体
表示为

1)随机动力学系统

Jax
xk

= νkIax −Qk
∂Iax
∂xk

; (69)

2)经典非平衡态统计物理系统 (6N维、6维和
12维相空间)

JXx
xk

= νkIXx −Qk
∂IXx

∂xk
, (70)

Jξ1x
xk

= νkIξ1x −Qk
∂Iξ1x

∂xk
, (71)

Jξ1ξ2x
xk

= νkIξ1ξ2x −Qk
∂Iξ1ξ2x

∂xk
; (72)

3) 量子非平衡态统计物理系统

Jρx
xk

= νkIρx −Qk
∂Iρx
∂xk

; (73)

4) 电动力学系统

JEx
xk

= νkIEx −Qk
∂IEx

∂xk
. (74)

将动态熵密度Sax, SXx, Sξ1x, Sξ1ξ2x, Sρx和

SEx分别取代 (69)—(74)式中动态信息密度的 Iax,
IXx, Iξ1x, Iξ1ξ2x, Iρx 和 IEx, 即得各动力学系统
外部坐标空间的熵流密度的表达式, 它们同样是由
漂移熵流密度和扩散熵流密度二者的代数和组成.

4.2 系统内部态变量空间的信息流密度

当信息不在系统之外的坐标空间传递时, 根据
动态信息演化方程 (54), (57), (59), (61)和 (67), 即
可求得各动力学系统内部态变量空间的信息流密

度的表达式. 对服从随机性规律的动力学系统, 它
们同样是由漂移信息流密度和扩散信息流密度二

者的代数和组成, 具体表示为
1) 随机动力学系统

Ja
ai

= Ki (a) Ia −
n∑

j=1

∂

∂aj
[Bij (a) Ia] ; (75)

2) 经典非平衡态统计物理系统 (6N维、6维和
12维相空间)

JX
X =ẊIX −D∇qIX

=

(∇pH) IX −D∇qIX ,

− (∇qH) IX ,
(76)

Jξ1

ξ1
=

V1Iξ1
−D∇q1

Iξ1
,

F1Iξ1
,

(77)

Jξ1ξ2

ξ1ξ2
=

ViIξ1ξ2
−D∇q1

Iξ1ξ2
,

(F1 −∇qiϕij) Iξ1ξ2 ;
(78)

3) 电动力学系统
由于遵守确定性规律, 信息流密度仅有漂移

项, 其表达式为

JE
E =

LµIE ,

(c2∇2Aµ + 4πcJµ)IE .
(79)

将动态熵密度Sa, SX , Sξ1 , Sξ1ξ2 和SE分别取代

(75)—(79)式中的动态信息密度 Ia, IX , Iξ1 , Iξ1ξ2

和 IE , 即得各动力学系统内部态变量空间的熵流
密度的表达式, 它们的组成与信息流密度相同.

若系统内部和外部同时存在信息流时, 则各
动力学系统内部的信息流密度公式 (75)—(79)中
的 Ia, IX , Iξ1 , Iξ1ξ2 和 IE应分别由 Iax, IXx, Iξ1x,
Iξ1ξ2x 和 IEx取代. 对应的熵流密度亦是如此.

对于同一动力学系统, 熵流密度Js与信息流

密度Ji之和为零, 即

Js + Ji = 0. (80)

态变量空间如此, 坐标空间亦如此.
由于存在着累积耗损, 信息流密度在空间传递

途中将会减小. 为此我们经由 (69)和 (11)式先给
出随机动力学系统的于 t时流经坐标空间x处的信

息流密度的表达式

Ja
x (t) =∫ {[

vp(a, x, t)−Q
∂p(a, x, t)

∂x

]
ln p(a, x, t)

pm(a, x)

−Q

[
∂p(a, x, t)

∂x
− p(a, x, t)

pm(a, x)

∂pm(a, x)

∂x

]}
da.

(81)

可见空间信息流密度是时空的函数. 由此不难求出
t = 0时流经x = 0处与 t = τ时流经x = l处两者

信息流密度之差, 即随机动力学系统的信息流密度
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在传递过程中随传递距离增加而减小的变化式为

Ja
0 (0)− Ja

l (τ) = P a
l (τ), (82)

其中P a
l (τ)就是信息流密度在传递途中的累积耗

损, 它可由 (81)式计算出. (81)和 (82)式虽来自随
机动力学系统, 其他动力学系统同样适用.

若动态信息由 (10a)定义时, 与 (81)式相对应,
信源为同样的随机动力学系统, 于 t时流经x处的

信息流密度为

Ja
x (t) =

∫ {[
vp(a, x, t)−Q

∂p(a, x, t)

∂x

]
× ln p(a, x, t)−Q

∂p(a, x, t)

∂x

}
da, (81a)

由此式同样可求出 (82)式.
(81)和 (82)式来自随机动力学系统, 与 (81)式

相似, 由于存在累积耗损, 非平衡态统计物理系
统的信息流密度在空间传递中也会减小. 由 (70),
(23)式和 (71), (29)式可求出, 当非平衡态统计物
理系统演化 t时, 其传递至x处的 6N维和 6维的信
息流密度为

JX
x (t)

=

∫ {[
vρ(X, x, t)−Q

∂ρ(X, x, t)

∂x

]
ln ρ(X, x, t)

ρ0(X, x)

−Q

[
∂ρ(X, x, t)

∂x
− ρ(X, x, t)

ρ0(X, x)

∂ρ0(X, x)

∂x

]}
dΓ,

(83)

Jε
x(t)

=

∫ {[
vf1(q1,p1;x, t)−Q

∂f1(q1,p1;x, t)

∂x

]
× ln f1(q1,p1;x, t)

f10(q1,p1;x)
−Q

[
∂f1(q1,p1;x, t)

∂x

− f1(q1,p1;x, t)

f10(q1,p1;x)

∂f10(q1,p1;x)

∂x

]}
dq1dp1,

(83a)

可见信息流密度是时空的函数. 由 (83)和 (83a)式
即可求得 t = 0时流经x = 0处与 t = τ 时传递至

x = l处两者的信息流密度之差为

JX
0 (0)− JX

l (τ) = PX
l (τ), (84)

Jε
0 (0)− Jε

l (τ) = P ε
l (τ), (84a)

式中, PX
l (τ)和P ε

l (τ)就是信息流密度在传递途中

的累积耗损, 可由 (83)和 (83a)式求出.
比较 (69)—(74)和 (75)—(79)式, 可以看出:

1) 系统内部态变量空间和系统外部坐标空间
的漂移信息流密度都等于漂移传递速度和信息密

度之乘积, 扩散信息流密度都等于扩散系数与信息
密度负梯度之乘积;

2) 态变量空间的漂移传递速度就是系统态变
量的漂移变化速度, 扩散系数就是态变量的扩散系
数, 两者都是由动力学系统的性质和演化规律决定
的. 然而, 坐标空间的漂移传递速度 νk和扩散系数

Qk都由载体性质决定, 与动力学系统的性质无关.
若载体为光时 (即人用眼接收信息), 则 νk为光速,
若载体为声时 (即人用耳接收信息), 则 νk为声速;

3)漂移信息流的传递是定向的, 而扩散信息流
的传递总是从信息高密度区向信息低密度区自发

进行, 方向可以是四面八方的;
4)系统内部态变量空间的信息流, 只负责系统

内部组分之间的联系, 只引起系统内部的信息密度
分布变化, 而与系统和外部环境之间的信息联系无
关. 然而, 系统外部坐标空间的信息流, 无论在通
信过程中或开放系统的有序度变化过程中, 都有其
实际意义. 这是因为系统与外部环境之间的信息联
系, 包括一个系统与另一个系统之间的信息联系,
两个生物个体之间及人类社会各个成员之间的信

息联系, 都是通过坐标空间的信息流实现的.
以上四点内容, 同样适用于熵流.

4.3 信息流和力的类似性和相关性

在物理世界和物理科学中, 力是基本概念, 起
着核心作用. 物理世界中, 从原子核、原子、分子、
固体到星体, 它们的稳定存在和运动规律, 都分别
靠核力、弱力、电磁力和万有引力维持的. 在信息世
界和信息科学、生命世界和生命科学以及思维科学

中, 信息是基本概念, 起着与力在物理世界和物理
科学中类似的核心作用. 生物社会包括人类社会的
稳定存在和发展, 生命所以能以活的形式存在 (生
命本质), 生物的遗传、发育、进化和衰老等, 都有赖
于信息传递和调控. 当描述动力学系统演化规律的
物理方程 (53), (56), (63), (66) 变成信息方程 (54),
(57), (59), (61), (64)和 (67)时, 力虽仍然存在, 但
已不再以原来的角色出现, 取代它的则是信息流.
从 (76), (77)和 (78)式可进一步看出,力−∇qH, Fi

和−∇qi
ϕij 是以传递速度的形式出现在信息流表

达式中. 由此可见, 在物理表述中, 相互作用力聚
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合了两个系统; 而在信息表述中, 联系两个系统的
则是信息流.

5 信息耗损、熵产生和Fisher信息

信息耗损和熵产生是具有随机性的动力学系

统的基本特性, 亦是信息在有噪声的信道传递过程
中必然发生的. 本节首先扼要给出各动力学系统内
外部和内部信息耗损率和熵产生率的表达式, 而后
再讨论与之相关的Fisher信息.

5.1 系统内外部的信息耗损和熵产生

当信息在系统之外的坐标空间传递时, 各动力
学系统内部的态变量空间和外部的坐标空间都存

在信息耗损和熵产生. 由动态信息演化方程 (13),
(26), (28), (32), (39), (48)和动态熵演化方程 (8),
(25), (27), (31), (38)和 (47)等式右边最后两项的
信息耗损项和熵产生项, 即可求得各动力学系统内
部和外部的信息耗损率和熵产生率的表达式, 具体
表示为

1) 随机动力学系统
∂iIax
∂t

= −∂iSax

∂t

= −
∫

p(a,x, t)
[
(B(a)) : (∇aθax)(∇aθax)

+Q (∇xθax)
2 ]dadx

= −B : (∇aθax) (∇aθax)−Q(∇xθax)
2

6 0, (85)

其中

θax = ln p (a,x, t)

p0 (a,x)
; (86)

2) 经典非平衡态统计物理系统 (6N维、6维和
12维相空间)

∂iIXx

∂t
= −∂iSXx

∂t

= −
∫

ρ (X,x, t)
[
D (∇qθXx)

2

+Q (∇xθXx)
2
]
dΓ dx

= −D(∇qθXx)
2 −Q(∇xθXx)

2 6 0, (87)

∂iIξ1x

∂t
= −∂iSξ1x

∂t

= −
∫

f1 (ξ1, t)
[
D (∇q1

θξ1x)
2

+Q (∇xθξ1x)
2
]
dξ1dx

= −D(∇q1θξ1x)
2 −Q(∇xθξ1x)

2 6 0, (88)

∂iIξ1ξ2x

∂t
= −∂iSξ1ξ2x

∂t

= −
∫

f2 (ξ1, ξ2,x, t)
[
D (∇qθξ1ξ2x)

2

+Q (∇xθξ1ξ2x)
2
]
dξ1dξ2dx

= −D(∇qθξ1ξ2x)
2 −Q(∇xθξ1ξ2x)

2 6 0, (89)

其中,

θXx = ln ρ (X,x, t)

ρ0 (X,x)
,

θξ1x = ln f1 (ξ1,x, t)

f10 (ξ1,x)
,

θξ1ξ2x = ln f2 (ξ1, ξ2,x, t)

f20 (ξ1, ξ2,x)
.

(90)

这里需要指出, (87)式中q = (q1, q2, · · · , qN ), (89)
式中的q = (q1, q2);

3) 量子非平衡态统计物理系统

i~∂iIρx
∂t

= −i~∂iSρx

∂t

= −
∑

ρ
[
D (∇qθρx)

2
+Q (∇xθρx)

2
]

= −DTr[ρ(∇qθρx)
2]−QTr[ρ(∇xθρx)

2]

6 0, (91)

其中

θρx = ln ρ

ρ0
; (92)

4) 电动力学系统
∂iIEx

∂t
= −∂iSEx

∂t

= −Q

∫
P (Aµ, Lµ,x, t)[(∇xθEx)

2dAµdLµdx

= −Q(∇xθEx)2 6 0, (93)

其中

θEx = ln P (Aµ, Lµ,x, t)

P0(Aµ, Lµ,x)
. (94)

(85), (87), (88), (89), (91)和 (93)式表明, 当内部
有随机性的动力学系统的信息在系统之外的坐标

空间传递时, 信息耗损率 ∂iI

∂t
与熵产生率

∂iS

∂t
都由

两部分组成, 其一 (右边第一项)发生于系统内部的
态变量空间, 另一 (右边第二项)则发生于系统外部
的坐标空间. 内部无随机性的电动力学系统, 信息
耗损与熵产生仅发生于系统外部的坐标空间.
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5.2 系统内部的信息耗损和熵产生

当仅研究系统内部的信息变化而不考虑其信

息在系统外部传递时, 由动态信息方程 (54), (57),
(59), (61), (64), (66)和动态熵方程 (55), (58), (60),
(62), (65), (67)等式右边的信息损耗项和熵产生项,
即可求得各动力学系统内部的信息耗损率和熵产

生率的表达式, 具体表示为
1) 随机动力学系统

∂iIa
∂t

= −∂iSa

∂t

= −
∫

p (a, t)B (a) : (∇aθa) (∇aθa) da

= −B (a) : (∇aθa) (∇aθa) 6 0, (95)

其中

θa = ln p (a, t)

p0 (a)
; (96)

2) 经典非平衡态统计物理系统 (6N维、6维和
12维相空间)

∂iIX
∂t

= −∂iSX

∂t

= −D

∫
ρ (X, t) (∇qθX)

2 dΓ

= −D(∇qθX)
2 6 0, (97)

∂iIξ1

∂t
= −∂iSξ1

∂t

= −D

∫
f1 (ξ1, t) (∇q1θξ1)

2 dξ1

= −D(∇q1
θξ1

)
2 6 0, (98)

∂iIξ1ξ2

∂t
= −∂iSξ1ξ2

∂t

= −D

∫
f2 (ξ1, ξ2, t) (∇qθξ1ξ2

)
2 dξ1dξ2

= −D(∇qθξ1ξ2
)
2 6 0, (99)

其中,

θX = ln ρ (X, t)

ρ0 (X)
,

θξ1 = ln f1 (ξ1, t)

f0 (ξ1)
,

θξ1ξ2 = ln f2 (ξ1, ξ2, t)

f20 (ξ1, ξ2)
;

(100)

3) 量子非平衡态统计物理系统

i~∂iIρ
∂t

= −i~∂iSρ

∂t

= −D
∑

ρ(∇qθρ)
2

= −DTr[ρ(∇qθρ)
2] 6 0, (101)

其中

θρ = ln ρ

ρ0
. (102)

(86), (90), (92), (94)和 (96), (100), (102) 式中 θ定

义为各动力学系统的概率密度的离开平衡率或简

称为系统的离开平衡率, 可用来定量地度量各系统
离开平衡态的百分比.

由 (85), (87), (88), (89), (91), (93) 和 (95),
(97), (98), (98), (101)式可以看出, 各动力学系
统的信息耗损率

∂iI

∂t
与熵产生率

∂iS

∂t
都满足:

1)
∂iI

∂t
6 0,

∂iS

∂t
> 0, (103)

2)
∂iS

∂t
= −∂iI

∂t
或

∂i
∂t

(I + S) = 0. (104)

(103)式表明各动力学系统的信息通常只能耗
损不能产生, 而熵则通常只能产生 (增加)不能减
少. (104)式则表明各动力学系统的信息耗损率等
于熵产生 (增加)率, 即动力学系统内部的信息耗损
与熵产生之和为零.

信息耗损率公式, 可称之为信息耗损定律公
式. 它表明自然和社会各动力学系统的信息总是在
耗损, 即系统自发向信息耗损的方向演化. 由于信
息表示系统的有序度, 故信息耗损定律表示自然和
社会各动力学系统的有序度总是在耗损. 熵产生
率, 即熟知的熵增加定律, 是统计热力学中一个基
本定律. 它的微观物理基础是什么? 是由哪几个
物理量决定的? 可否由一个定量的简明公式表示?
这是统计物理中长期待解决的重要课题. 熵产生率
(97)和 (98)式 (等式右边D前应多个k), 就是作者
多年前首先给出的一个有普适性的熵增加定律公

式 [10,15,16]. 信息熵产生率式, 即信息熵增加定律公
式, 又可名为广义熵增加定律公式. 它表明自然和
社会各动力学系统的熵总是在产生, 即系统自发向
熵产生的方向演化. 由于熵表示系统的无序度, 故
熵产生定律表示自然和社会各动力学系统的无序

度总是在产生.
上述各信息耗损率公式和熵产生率公式表

明, 各动力学系统的信息耗损率与熵产生率两者
都等于扩散系数或噪声强度与系统离开平衡率

梯度平方的乘积之平均值. 可见, 各动力学系统,
只要它处于非平衡态 (θ ̸= 0)、非均匀离开平衡(∂θ
∂a

̸= 0,
∂θ

∂x
̸= 0

)
且具有随机扩散运动 (B ̸= 0,
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Q ̸= 0), 它的信息总是在耗损, 熵总是在产生. 反
之, 当系统或处于平衡态 (θ = 0) 或虽处于非平衡

态但却是均匀的
(∂θ
∂a

= 0,
∂θ

∂x
= 0

)
, 或只具有确定

性运动而无随机性运动 (B = 0, Q = 0), 它都没有
信息耗损和熵产生.

若系统处于定态, 其宏观态虽不随时间变
化, 系统内部却有宏观流, 由方程 (53)(n = 1)和
∂p(a)

∂t
= −∂J

∂a
= 0, 可以证明一维定态系统内部的

熵产生率为 [15]

∂iS

∂t
= J

[
−ϕ(L) + ln pst(0)

pst(L)

]
, (105)

其中, J为系统的几率流, ϕ(L) = − 1

B

∫ L

0

A(a)da,

L为J流过的区间长度 [0, L], pst(0)和 pst(L)为在

边界a = 0和a = L处的几率密度. 这里扩散系数
B为常数.

同样, 由 (85)和 (105)式可得一维定态系统内
部的信息耗损率

∂iI

∂t
= −J

[
−ϕ(L) + ln pst(0)

pst(L)

]
. (106)

由 (105)和 (106)式可见, 定态系统的熵产生率和信
息耗损率正比于系统几率流. 当系统处于平衡态,
J = 0, 信息熵产生率和信息耗损率都为零. 这与
(85)式的结果一致的.

从信息熵产生定律和信息耗损定律出发, 可以
断定: 任何自然和社会动力学系统都不可能纯洁无
瑕, 铁板一块, 其内部总存在无序子系统, 例如晶体
内有缺陷, 健康生物体内有死亡细胞, 社会上有犯
罪分子等.

由于离开平衡率与信息熵密度和信息密度的

不均匀性, 不难推断: 动力学系统在不可逆变化过
程中, 其内部对应的微观结构变化总是不均匀的.
例如, 固体在范性变形过程中, 其内部位错滑移总
是集中成滑移带; 人在衰老过程中, 各器管的老化
和病变速度总是有快有慢, 如有些人仅心脑血管严
重患病, 另些人只肾功能显著衰退等.

5.3 Fisher信息

Fisher信息, 是估计分布参数最小均方误差的
度量, 可用来度量实验数据中含有某参数的信息
量. 它与Shannon信息的关系虽已有研究 [1,16], 这
里给出更简明的结果.

设 a为与估计参数有关的噪声随机变量,
p(a, t)为 t时测得 a的概率密度, 对应的Shannon
动态熵和动态信息为

S(t) = −
∫

p (a, t) ln p (a, t) da

=

∫
Sa(t)da, (107)

I(t) = Sm − S(t)

= Sm +

∫
p (a, t) ln p (a, t) da

= Sm +

∫
Ia(t)da, (108)

其中, Sa(t)和 Ia(t)为动态熵密度和动态信息密

度. 与求得方程 (54)和 (55) (n = 1)的方法相同并

考虑到测量时方程 (54)和 (55)中的漂移变化速度
K(a) = 0, 即可求得Sa(t)和 Ia(t) 的动态演化方程

为

∂Sa

∂t
= B

∂2Sa

∂a2
+Bp

(
∂

∂a
lnp

)2

, (109)

∂Ia
∂t

= B
∂2Ia
∂a2

−Bp

(
∂

∂a
lnp

)2

, (110)

由方程 (109)和 (110)得Shannon熵产生率和信息
耗损率为

∂iS

∂t
= B

∫
p

(
∂

∂a
lnp

)2

da

= B

∫
1

p

(
∂p

∂a

)2

da, (111)

∂iI

∂t
= −B

∫
p

(
∂

∂a
lnp

)2

da

= −B

∫
1

p

(
∂p

∂a

)2

da, (112)

当B = 1时即得Fisher信息

IF =
∂iS

∂t
= −∂iI

∂t
. (113)

可见, Fisher信息等于Shannon信息损耗率或熵产
生率. 这就是本文给出的Fisher信息和Shannon信
息的关系式. 近些年, Frieden [16]试图由Fisher信
息统一推导出各种物理方程, 这是一种大胆有趣的
探索.

6 内部相互作用引发信息变化

如前所述, 信息, 是客观事物状态及其运动规
律的显示、反映和描述, 亦可用来表示系统的有序
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度. 信息损耗定律表示自然和社会各动力学系统的
信息即有序度总是向耗损的方向演化, 即系统趋向
退化. 现在的问题是, 若无外界的输入, 孤立系统
内部信息能发生变化吗? 若能, 它的微观机理是什
么? 数学表达式又是什么?

为了解答此问题, 我们从经典非平衡态统计
物理系统的 6维动态信息演化方程 (59)和6维动态
熵演化方程 (60)出发. 这两个方程表明, 动力学
系统的信息密度 (熵密度)随时间的变化率 (等式
左边)是由其在空间的漂移 (等式右边第一项)(设
F1 = 0)、扩散 (等式右边第二项)、耗损 (增加)(等式
右边第三项)和相互作用位能ϕ引发的信息 (熵)变
化 (等式右边第四项)四者组成的.

根据 (30)式, 相互作用位能引发信息 (熵)变化
的第四项为

R(t)

= −
∫

λ1(ϕ)dξ

= −N

∫
(∇qϕ) ·

{
f1(ξ, t)

f10(ξ)
∇pf20(ξ, ξ1)

−∇pf2(ξ, ξ1, t)
[
1 + ln f1(ξ, t)

f10(ξ)

]}
dξdξ1

= −N

∫
f2(ξ, ξ1, t)(∇qϕ) ·

{
∇p

[
ln f1(ξ, t)

f10(ξ)

]
− f20(ξ, ξ1)

f2(ξ, ξ1, t)
∇p

[f1(ξ, t)
f10(ξ)

]
dξdξ1. (114)

将 (88)式中的系统的离开平衡率 θ1 = θξ1
和

θ2 = θξ1ξ2代入 (114)式最后一行并稍加运算就
得

R(t)

= −N

∫
f2(ξ, ξ1, t)(∇qϕ) · (∇pθ1)

×
[
1− e−(θ2−θ1)

]
dξdξ1

= −N(∇qϕ) · (∇pθ1)
[
1− e−(θ2−θ1)

]
, (115)

此式就是内部粒子间的相互作用位能导致非平

衡系统信息 (熵)发生变化的公式. 它表明, 非平
衡系统的宏观信息 (熵)变化率R(t)等于相互作

用力 (−∇qϕ)、离开平衡率的动量空间梯度 (∇pθ1)

和系统在 12维和 6维两个相空间离开平衡率之
差

(
[1 − e−(θ2−θ1)] ≃ θ2 − θ1

)
三者之积的平均

值的N倍. R的数值是正还是负, 即位能是增
加信息 (减少熵)还是减少信息 (增加熵), 要由
位能是负还是正而定. 现在我们对这个论断进

行论证. 因 f1(ξ, t)和 f10(ξ)是概率密度, 都大于
零, 故 f1(ξ, t)/f10(ξ)比 ln

[
f1(ξ, t)/f10(ξ)

]
约大一

个量级. 同样, 因 f2(ξ, ξ1, t)是大于零的概率密度,
满足规一化条件

∫
f2(ξ, ξ1, t)dqdpdq1dp1 = 1

且

∫
∇pf2(ξ, ξ1, t)dp = 0, 故p达到一定值时,

f2总会随p增加而减小并趋于零. 因而对那

些随p增加而减小占主导部分的 f2(ξ, ξ1, t)函

数而言, ∇pf2(ξ, ξ1, t)可看成负号项. 再考虑

到

∫
(∇qϕ) · ∇pf2(ξ, ξ1, t)dp = 0 及在平衡态

附近, ∇pf2(ξ, ξ1, t)和∇pf20(ξ, ξ1)量级相等, 即
∇pf2(ξ, ξ1, t) ≃ ∇pf20(ξ, ξ1), 代入 (114)式倒数第
二行, 即得

R(t) ≈ −N

∫
(∇qϕ) ·

[
f1(ξ, t)

f10(ξ)
− ln f1(ξ, t)

f10(ξ)

]
×∇pf2(ξ, ξ1, t)dξdξ1, (116)

此式积分号下3个连乘的因子中, 两个正负号已定,
即第二个因子

(
f1
f10

− ln f1
f10

)
为正而第三个因子

∇pf2(ξ, ξ1, t)为负, 故R(t)的数值是负还是正就由

第一个因子∇qϕ而定. 简言之, 当∇qϕ < 0 (排斥
力)时, 则R(t) < 0, 系统的信息减少 (熵增加); 反
之, 当∇qϕ > 0(吸引力)时, 则R(t) > 0. 系统的
信息产生 (熵减少). 换言之, 非平衡系统内部吸引
力产生信息 (减少熵), 排斥力则减少信息 (增加熵).
公式 (115)就是它的定量表达式.

现在从 (115)式全面看一个统计热力学系统内
部信息产生 (减少)和熵减少 (增加)的物理基础:

1) 系统处于非平衡态, 即 θ1 ̸= 0, θ2 ̸= 0. 反
之,当系统处于平衡态,即θ1 = 0, θ2 = 0,则R = 0;

2) 系统在动量子空间非均匀地离开平衡,
即∇pθ1 ̸= 0. 反之, 当系统均匀地离开平衡, 即
∇pθ1 = 0, 则R = 0;

3) 系统是非线性的. 因在最简单的情况

下, 即系统粒子间统计独立时, f2(ξ, ξ1, t) =

f1(ξ, t)f1(ξ1, t), R(t)就是非线性的. 系统粒子间
存在统计关联时, R(t)将更复杂. 当 f2 = 0, 系统
没有了非线性, 则R = 0.

7 退化和自组织进化的统一信息表述

自然界演化有两个方向: 一是由熵增加定律表
述的退化, 是系统自发趋向无序度增加方向的衰败
性演化; 另是以生物学进化为典型的自组织进化,
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是系统自发趋向有序度增加方向的新生性演化. 如
何统一表述退化和自组织进化? 一直是待解决的
一个重要课题. 下面我们给出非平衡孤立系统和开
放系统的总信息变化率和总熵变化率, 并由其所得
公式来讨论此课题.

我们先给出内部有相互吸引作用的孤立系统

的总信息变化率和总熵变化率公式. 将动态信息演
化方程 (59)和动态熵演化方程 (60)两边对 6维相
空间积分并代入 (98)和 (115)式, 即得总信息变化
率公式和总熵变化率公式分别为

∂iI

∂t
= −D(∇qθ1)2

−N(∇qϕ) · (∇pθ1)
[
1− e−(θ2−θ1)

]
, (117)

∂iS

∂t
= D(∇qθ1)2

+N(∇qϕ) · (∇pθ1)
[
1− e−(θ2−θ1)

]
. (118)

演化方程 (59)和 (60)等式右边第一项和第二项从
(117)和 (118) 式的总信息 (熵)变化率中消失的原
因, 是由于孤立系统内没有信息 (熵)流入或流出,
而信息 (熵)扩散只影响内部局域信息 (熵)密度的
分布, 不影响系统总信息 (熵)的增减. (117)和
(118)式表明, 孤立系统的总信息 (熵)变化率 (等式
左边)是由信息耗损定律 (熵增加定律)公式 (等式
右边第一项)和信息产生率 (熵减少率)公式 (等式
右边第二项)两者相加的结果. 前者为负 (正), 起
源于系统内部粒子的随机运动; 后者为正 (负), 来
自系统内部粒子间的相互吸引作用. 正负两者同
时共存, 互相对抗抵消. 信息损耗 (熵增加)会破坏
有序结构, 是热力学退化; 信息产生 (熵减少)则产
生有序结构, 是自组织进化. 由 (117)和 (118)式可
见, 若仅有第一项的信息损耗 (熵增加), 则孤立系

统的总信息只减不增 (总熵只增不减), 即 ∂iI

∂t
6 0,

∂iS

∂t
> 0, 系统日益无序化. 然而, 若第二项的信息

产生 (熵减少)出现且大于第一项的信息耗损 (熵增
加)时, 孤立系统的总信息 (总熵) 变 化率就大于零

(小于零), 即 ∂iI

∂t
> 0, ∂iS

∂t
< 0, 因而就会涌现自组

织结构. 由此可见, 正是内部相互吸引力所导致的
信息产生 (熵减少)使孤立系统可能抵抗信息损耗
(熵增加)定律而涌现自组织结构.

下面我们利用 (117)和 (118)式讨论一个实际
孤立系统课题.

宇宙作为一个孤立的非平衡系统, 其内部恒
星之间、星系之间的相互作用力是万有引力. 描
述它们运动的动力学方程就是单粒子概率密度

BBGKY方程, 相互作用位能则是万有引力位能
ϕ = −Gm/|q − q1|. 将此位能代入 (117)和 (118)
式第二项, 原则上就应计算出信息产生 (熵减少)的
具体数值结果. 但因在星系演化动力学中, 迄今未
见过联合概率密度 f2(x,x1, t)的具体函数形式, 我
们只能根据 (117)和 (118)式第二项定性地肯定万
有引力将使系统涌现信息产生 (熵减少). 它与第一
项的信息损耗 (熵增加)抵消的结果, 就可能使系统
的总信息增加 (总熵不再只增不减), 因而原先有关
宇宙趋向热寂的推论亦就显得缺乏理论依据.

若系统是开放的, 信息 (熵)可流入或流出. 由
动态信息演化方程 (59)和动态熵演化方程 (60)两
边对 6维相空间积分并代入 (117)和 (118)式, 即得
开放系统的总信息变化率公式和总熵变化率公式

分别为

∂oI

∂t
= −

∫
(C · IV ) · dA−D(∇qθ1)2

−N(∇qϕ) · (∇pθ1)
[
1− e−(θ2−θ1)

]
,

(119)
∂oS

∂t
= −

∫
(C · SV ) · dA+D(∇qθ1)2

+N(∇qϕ) · (∇pθ1)
[
1− e−(θ2−θ1)

]
,

(120)

其中, C = C(q, t)为流体平均速度, A为系统的面

积, IV =

∫
Iξ1

dp, SV =

∫
Sξ1

dp为 单位体积的

信息密度和熵密度. 与 (117)和 (118)式相比, (119)
和 (120)式多了信息 (熵)流入 (出)一项. 它表明,
开放系统的总信息 (熵)变化率 (等式左边)是由信
息损耗 (熵增加)(等式右边第二项)、信息产生 (熵减
少)(等式右边第三项)和信息 (熵)流入 (出)(等式右
边第一项)三者共同决定的. 因此, 只要信息流入
(熵流出)与信息产生 (熵减少)两者之和大于信息
损耗 (熵增加), 系统就可以涌现自组织结构. 可见,
对于开放系统, 即使不存在内部吸引力导致的信息
产生 (熵减少), 只要信息流入 (熵流出)超过信息耗
损 (熵增加), 系统仍能涌现自组织结构.

从 (117)—(120)式就可以看出, 无论孤立系统
还是开放系统, 一方面, 非平衡系统的信息总是在
损耗 (熵总是在增加), 显示出破坏有序结构的退化
力量的永恒存在; 另一方面, 若内部存在相互吸引

230201-21

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 23 (2014) 230201

力时, 非平衡系统同时有另一种形式的信息在产生
(熵在减少), 再加上信息流入 (熵流出), 表明了产
生有序结构的自组织进化力量在蓄势逞强. 二者同
时共存于一个系统中和一个理论公式中, 显示了动
力学系统退化和自组织进化的统一信息 (熵)表述.

8 动态互信息和动态信道容量

Shannon信息传递理论中一个重要课题是给
出可用于定量计算信宿在输出端收到信源从输入

端通过信道传递的信息量的公式, 这就是现有的静
态互信息公式 [1−3].

I(A;B) = H(A)−H(A|B)

= H(B)−H(B|A), (121)

其中, A是从输入端输入信道的符号; B是信宿

在输出端收到的符号, H(A)是信源熵; H(B)是

信宿熵; H(A|B)和H(B|A)都是由噪声对符号的

干扰引起的噪声熵. 这个通信模型, 实质上是
零传递时间模型, 或称为点模型, 没有时空过
程, 即符号从输入端传递至输出端不需任何时
间, 两端相当于处在同一个点, 噪声当然亦集中
于此点. 这样, (121)式各项中的符号都是同一
时间、同一地点的符号. 以互信息而言, 则应是
I(A;B) = I(A0(0);B0(0)) = I(Al(τ);Bl(τ)), 它的
精确定义是: 信宿于 t = τ(= 0)时在输出端x = l

(= 0) 处从符号Bl(τ)(= B0(0))中提取此地此时由

信源传递来的符号Al(τ)[= A0(0)] 的信息量. 现在
的问题是, 当信息符号在信道中的传递时间足够长
且传递途中存在噪声时, 如何计算信宿于 t = τ时

在输出端x = l处从符号Bl(τ)中提取信源于 t = 0

时由输入端x = 0 处发送的符号A0(0) 的信息量?
这就需要动态互信息公式 [6,7]

I(A0(0);Bl(τ)) = H(A0(0))−H(A0(0)|Bl(τ)),

(122)

其中

H(A0(0)|Bl(τ)) = H(Ql(τ)) +H(Al(τ)|Bl(τ)).

(123)

为了使 (122)式可用于实际计算, 需知信息在传递
途中的累积耗损H(Ql(τ)), 利用信息流密度在传
递途中的变化 (82)式, 不难求得 [6]

H(Ql(τ)) =
Pl(τ)

J0(0)
H(A0(0)), (124)

H(Al(τ)) = H(A0(0))−H(Ql(τ))

=

[
1− Pl(τ)

J0(0)

]
H(A0(0))

=
Jl(τ)

J0(0)
H(A0(0)). (125)

再将 (123)—(125)式代入 (122)式, 则动态互信息
公式变为

I(A0(0);Bl(τ))

=
Jl(τ)

J0(0)
H(A0(0))−H(Al(τ)

∣∣Bl(τ)). (126)

信息传递理论中另一个重要课题是信道所能

传递的最大信息量, 即信道容量. 它与互信息密切
相关. 在现有Shannon信息理论中, 静态信道容量
定义为 [1−3]

C = max
p(a)

I(A;B), (127)

其中 I(A;B)就是 (121)式的静态互信息公式. 随
着动态互信息公式 (122)和 (126)的出现, 自然就有
其相应的动态信道容量公式. 与 (127)式相对应,
它应定义为

Cd = max
p(a0)

I(A0(0);Bl(τ))

= max
p(a0)

[
Jl(τ)

J0(0)
H(A0(0))−H(Al(τ)|Bl(τ))

]
,

(128)

其中 p(a0)表示于 t = 0时, 由输入端x = 0处发送

符号A0(0)的几率密度分布. (128)式就是将 (127)
式中的静态互信息公式 (121)由动态互信息公式
(126)取代后变成的.

由 (122), (123), (126), (128)式可见, 动态互信
息公式和动态信道容量公式中噪声引起的信息耗

损应由两部分组成: 其一是 (121)和 (127)式中那种
在输出端接收时的瞬时信息耗损H(Al(τ)|Bl(τ));
另一则是在信道传递过程中的累积信息耗损

H(Ql(τ)), 它使输入端的信息H(A0(0))传递到输

出端时减小变为H(Al(τ)). 何种条件下H(Ql(τ))

可以略去? 由 (124)和 (125)式可见, 仅当传递时间
τ = l/v → 0 即信道长度 l与信号传递速度 v之比

趋于零, 累积信息耗损H(Ql(τ))才可略去. 这种
条件下, 输入端的信息传递至输出端时几乎无变
化, (122), (126), (128) 式就变成 (121)和 (127)式,
这亦正是静态互信息公式 (121)和静态信道容量公
式 (127)适用的条件. 反之, 若信道长度 l很长或传
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递速度 v很小或信道噪声强度Q很大时, 累积信息
耗损H(Ql(τ))则不可略去. 这种条件下, 表达信
宿在输出端收到输入端的信息量的互信息公式和

信道容量公式应由静态 (121)和 (127)式改为动态
(122), (126), (128)式. 海洋水下通信, 恒星间的通
信, 前者因声速较低且途中噪声较强, 后者因距离
特大且噪声难以完全略去，因而动态互信息公式和

动态信道容量公式就有其实际意义.

9 应 用

下面我们将上述主要原理性结果用于两个实

际课题的计算.

9.1 Brown运动

设系统的态变量自身做Brown运动, 同时在
坐标空间漂移扩散传递, 如Gauss信道中的信号
在空间的传递, 流体中的Brown粒子运动, 就是这
方面的例子. 在这种过程中, 系统的信息熵和信
息都将发生变化. 根据方程 (1), 描述此种系统的
Fokker-Planck方程为

∂p

∂t
= β

∂

∂a
(ap)− v

∂p

∂x
+D

∂2p

∂a2
+Q

∂2p

∂x2
, (129)

这里, a仍是系统的态变量, x是态变量作为信息符
号在坐标空间传递到达之处, β是阻力系数. 设方
程 (129)的起始解为

p(a, x, t = 0) = (πε0)
−1/2 exp

[
−(a− a0)

2

ε0

]
× 2(πφ)−1/2 exp

(
−x2

φ

)
, (130)

则可得方程 (129)的含时解为 [17]

p(a, x, t)

= (πεt)
−1/2 exp

{
− [a− b(t)]2

εt

}
× 2(πφ+ 4πQt)−1/2 exp

[
− (x− vt)2

(φ+ 4Qt)

]
= p(a, t)p(x, t), (131)

其中,

εt = ε0 e−2β t + εm(1− e−2β t),

b(t) = b0 e−β t,

εm =
2D

β
.

显然, (131)式满足归一化条件∫ ∞

−∞
da

∫ ∞

0

dxp(a, x, t) = 1.

方程 (129)的平衡态解为

pm(a, x) = pm(a)pm(x),

pm(a) = (πεm)−1/2 exp
(
− a2

εm

)
,

pm(x) =常数, (132)

将 (131)和 (132)式代入 (85)式, 即得该系统于 t时

的信息熵产生率为

P (t) =
diS

dt

=

∫ ∞

−∞
da

∫ ∞

0

dx
[
Dp

(
∂

∂a
log p

pm

)2

+QP

(
∂

∂x
log p

pm

)2 ]
= β

[
2b2(t)

εm
+

εt
εm

+
εm
εt

− 2

]
+

2Q

4Qt+ φ
> 0. (133)

t时信息熵产生率的时间变化率为

∂P (t)

∂t
= − 2β2

[
2b2(t)

εm
+

εt
εm

+
ε2m
ε2t

− εm
εt

− 1

]
− 8Q2

(4Qt+ φ)2
6 0. (134)

该系统于 t时的信息熵产生

∆iS =

∫ t

0

P (t)dt

=
b20
εm

(1− e−2β t) +
1

2
( e−2β t − 1)

+
ε0
2εm

(1− e−2β t)

+
1

2
ln εm + (ε0 − εm) e−2β t

ε0

+
1

2
ln 4Qt+ φ

φ
> 0. (135)

根据 (85)式, 同样可求得该系统于 t时的信息耗损

率, 它的时间变化率及信息耗损为

Pi =
diI

dt = − diS

dt

= − β

[
2b2(t)

εm
+

εt
εm

+
εm
εt

− 2

]
− 2Q

4Qt+ φ
6 0, (136a)

∂Pi

∂t
= 2β2

[
2b2(t)

εm
+

εt
εm

+
ε2m
ε2t

− εm
εt

− 1

]
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+
8Q2

(4Qt+ φ)2
> 0, (136b)

∆iI = − b20
εm

(1− e−2β t)− 1

2
( e−2βt − 1)

− ε0
2εm

(1− e−2β t)

− 1

2
ln εm + (ε0 − εm) e−2β t

ε0

− 1

2
ln 4Qt+ φ

φ
6 0. (136c)

由 (133)—(136)式可见: Brown运动的漂移扩散传
递系统的始态 t =0的信息熵产生率P > 0, 它的时

间变化率
∂P

∂t
< 0和信息熵产生∆iS = 0, 始态的

信息耗损率Pi < 0, 它的时间变化率 ∂Pi
∂t

> 0 和

信息耗损∆iI = 0; 终态 t = tf的信息熵的P = 0,
∂P

∂t
= 0和∆iS > 0, 信息的Pi = 0, ∂Pi

∂t
= 0和

∆iI < 0; 其他任何时间 (0 < t < tf) 的信息熵

的P > 0, ∂P

∂t
< 0和∆iS > 0, 信息的Pi < 0,

∂Pi
∂t

> 0和 ∆iI < 0; (134)式正是该系统最小信息

熵产生定理的表达式. 而 (136b)式则可看成是该
系统最小信息耗损定理的表达式.

将 (131)和 (132)式代入 (81)式得该系统于 t

时流经x处的空间信息流密度为

Jx(t) = vIx(t)−Q
∂Ix
∂x

=

{[
v +

2Q(x− vt)

φ+ 4Qt

] [
b2t
εm

+
1

2

(
εt
εm

− ln eεt
εm

)
+

1

2
ln (φ+ 4Qtf )

φ+ 4Qt
− (x− vt)2

φ+ 4Qt

]
+

2Q(x− vt)

φ+ 4Qt

}
p(x, t), (137)

系统于 t = 0时, 在x = 0处的信息流密度J0(0)与

t = τ时传递至x = l处的信息密度Jl(τ) 之差为

J0(0)− Jl(τ) = Pl(τ)

= v

[
p00b

2
0 − Plτ b

2
τ

εm
+

1

2

(
p00ε0 − Plτετ

εm

− p00 ln eε0
εm

+ plτ ln eετ
εm

)
+

p00
2

ln
(
φ+ 4Qtf

φ

)
− plτ

2
ln

(
φ+ 4Qtf
φ+ 4Qτ

)]
> 0, (138)

其中, τ = l/v, p00 ≡ p(x = 0, t = 0) = 2(πφ)−1/2,
plτ ≡ p(x = l, t = τ) = 2(πφ + 4πQτ−1/2, Pl(τ)

为该系统的信息流密度在传递过程中的累积耗损.
(137)和 (138)式正是由 (130)式表述的特殊动力学
系统在非平衡传递过程中信息流密度随时空的变

化式, 其中Jl(τ)和Pl(τ)随 τ和Q的变化及物理意

义, 留待与后面的 (145)式一并讨论.

9.2 Gauss动态信道容量

在Shannon的静态信息论中, Gauss信道是个
典型的例子, 它的信号和噪声都是Gauss分布的,
其单符号加性高斯信道容量公式为

C =
1

2
ln
(
1 +

σ2
a

σ2
n

)
=

1

2
ln

(
1 +

Pa

Pn

)
, (139)

对于限带加性连续高斯信道, 其单位时间的信道容
量公式为 [1−3]

Ct = W ln
(
1 +

σ2
a

σ2
n

)
= W ln

(
1 +

Pa

Pn

)
, (140)

其中, W为频带宽度; σ2
a和σ2

n为输入信号和噪声

的方差, 即两者的平均功率Pa和Pn. (140)式就是
著名的Shannon静态信道容量公式.

下面给出Gauss动态信道容量公式, 即Gauss
分布的动态信号在信道中做漂移扩散传递的动态

信道容量公式. 按前面所述, 信息传递是通过信息
流实现的, 而信息流在信道传递途中由于存在累积
耗损而会减小. 根据 (81)和 (137)式,在Gauss信道
中传递的信息, 它在 t = τ时传递至输出端x = l处

的信息流密度Jl(τ) 与 t = 0时从输入端x = 0处发

出的信息流密度J0(0)之比为

δ =
Jl(τ)

J0(0)

=

{[
b2τ
εm

+
1

2

(
ετ
εm

− ln eετ
εm

)
+

1

2
ln φ+ 4Qtf

φ+ 4Qτ

]
(πφ)1/2

}
×
{[

b20
εm

+
1

2

(
ε0
εm

− ln eε0
εm

)
+

1

2
ln φ+ 4Qtf

ϕ

]
(πφ+ 4πQτ)1/2

}−1

. (141)

根据 (141)和 (125)式, 在Gauss信道中, 若 t = 0

时, 从输入端x = 0处发出的信息为

H(A0(0)) =
1

2
ln(2π eσ2

a), (142)

则它于 t = τ时, 传递到输出端x = l处变为

H(Al(τ)) = δH(A0(0))

=
δ

2
ln(2π eσ2

a)
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=
1

2
ln(2π eσ2

al
), (143)

其中

σ2
al

= (2π e)δ−1σ2δ
a . (144)

(143)式仍是Gauss分布的信号, 只是其平均功率
由σ2

a减小为σ2
al

. 将 (141)和 (143)代入 (128)式并
利用 (140)式的算法, 即得单符号加性高斯信道的
动态信道容量公式和限带加性连续Gauss信道的
单位时间的动态信道容量公式分别为 [8]

C =
1

2
ln

[
1 +

(2π e)δ−1σ2δ
a

σ2
n

]
=

1

2
ln

[
1 +

(2π e)δ−1P δ
a

Pn

]
, (145)

Ctd = W ln
[
1 +

(2π e)δ−1σ2δ
a

σ2
n

]
= W ln

[
1 +

(2π e)δ−1P δ
a

Pn

]
. (146)

由 (141)式可见, δ与传递时间 τ = l/v即信道

长度 l、传递速度 v及空间噪声强度Q有关. 当
τ = l/v → 0即 l → 0或 ν → ∞, 则 δ = 1,
Jl(τ) = J0(0). 这种情况下, 信息在信道途中
累积耗损H(Ql(τ)) = 0, σ2

al
= σ2

a, 动态信道容
量公式 (145)和 (146)还原为静态信道容量公式
(139)和 (140). 实际上, τ = l/v → 0物理上意

味着输入端和输出端两点缩短为一点, 噪声当
然亦集中于这一点, 这就是现有的静态通信模
型. 当 τ = l/v → ∞即 l → ∞或 v → 0, 或
Q → ∞, 则 δ = 0, Jl(τ) = 0. 这种情况下,
H(Ql(τ)) = H(A0(0)), H(Al(τ)) = 0, 信源发出
符号A0(0)的信息全部耗损于传递途中, 在输出端
收不到有关它的任何信息. 在其他一般情况下,
即当 0 < τ < ∞且 0 < Q < ∞, 则 0 < δ < 1,
σ2
al

< σ2
a, Gauss 动态信道容量都小于其静态信道

容量. 这些结果就是Gauss信道的动态信道容量对
其静态信道容量的修正.

迄今为止, 本文上述结果都是基于动态信息熵
(2)式和动态信息 (10)式. 若从动态信息 (10a)出
发, 将 (131)代入 (81a)式, 即可求得Gauss信道中
由于传递途中存在累积耗损于终态和始态时空两

点的信息流密度之比

δ =
Jl(τ)

J0(0)

=
(πφ)1/2 ln[(π eετ ) (πφ+ 4πQτ)]

(πφ+ 4πQτ)1/2 ln[(π eε0)(πφ)]
. (141a)

(141a)和 (141)式的物理意义是相同的, 两者的差
别来自其计算的出发点稍有不同. 若用 (141a)式代
替 (141)式来计算Gauss信道的动态信道容量公式
(145)和 (146), 定量的数值虽稍有差别, 但定性的
结果与上述讨论的完全相同.

10 结 论

动态统计信息理论是研究动态信息演化规律

及其应用的信息理论. 它的核心则是表述这种演化
规律的动态信息 (熵)演化方程. 基于动力学系统的
态变量概率密度演化方程可看成信息符号演化方

程和动态信息 (熵)定义的结合, 推导出了服从随机
性规律的随机动力学系统、非平衡态经典统计物理

系统和量子统计物理系统及遵守确定性规律的电

动力学系统的动态信息 (熵)演化方程. 它们表明:
当信息在系统之外的坐标空间传递时, 对于服从随
机性规律的系统, 动态信息 (熵)密度随时间的变化
率是由其在系统内部的态变量空间和传递过程的

坐标空间的漂移、扩散和耗损 (产生)三者引起的;
对于遵守确定性规律的系统, 动态信息 (熵)演化方
程与前者的相比, 除动态信息 (熵)密度在系统内部
的态变量空间仅有漂移外, 其余全相同. 当空间噪
声可略去时, 将会出现信息波.

若仅研究动力学系统内部的信息变化, 不考虑
信息在系统之外的坐标空间传递, 则上述四种动态
信息演化方程就仅随系统内部的态变量变化, 而与
系统之外的坐标空间无关. 这些信息方程, 既可看
成是表述动力学系统的动态信息的演化规律, 亦可
看成是动力学方程的信息表述, 即用信息方程表述
动力学系统的演化规律, 从而把系统的演化过程抽
象成信息的演化过程.

基于各动态信息 (熵)演化方程, 推导出了各种
信息 (熵)流公式、信息耗损率公式和熵产生率公式
及动力学系统退化和进化的统一信息表述公式. 信
息 (熵)流公式, 包括系统外部坐标空间的和系统内
部态变量空间的, 都是由漂移信息 (熵)流公式和扩
散信息 (熵)流公式两者的代数和组成. 漂移信息
(熵)流是定向的, 扩散信息 (熵)流则总是从一个信
息 (熵)高密度区流向各方向的信息 (熵)低密度区.
信息耗损和熵产生, 对于服从随机性规律的系统,
既发生于系统内部的态变量空间, 亦发生于系统外
部的坐标空间; 而对于遵守确定性规律的系统, 则
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仅发生于系统外部的坐标空间. 信息耗损率和熵
产生率, 两者都等于随机噪声强度与系统离开平
衡率梯度平方的乘积之平均值. Fisher信息则等于
Shannon信息耗损率或熵产生率.

动态互信息公式和动态信道容量公式包含了

信息流在传递过程中的动态耗损特性, 仅在传递时
间即信道长度和信号传递速度之比趋于零的极限

情况下才变为其极大值——现有静态互信息公式
和静态信道容量公式. 当信息 (熵)演化方程中的信

息 (熵)密度仅是态变量的函数, 而不随时间和空间
变化时, 熵产生或信息耗损亦等于零, 这正是静态
或平衡态统计信息理论的情况. 可见现有Shannon
静态统计信息理论可看成是动态统计信息理论的

一个与时空过程无关的特殊部分.
最后给出了描述动态信息理论框架的方块图,

其中动态信息演化方程起着核心作用, 建立此方程
的基本出发点及由它推导出和预言的各种结果的

相互关系如图 1所示.

Shannon

Fisher

1.

2.

图 1 动态信息理论方块图
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Abstract
In this paper, the author presents an overview on his own research works. In recent ten years, we extended the

present static statistical information theory to dynamic processes and established a dynamic statistical information
theory whose core is the dynamic information evolution equation describing the evolution law of dynamic information.
Starting from the idea that the state variable probability density evolution equations of the stochastic dynamic system,
the classical and quantum nonequilibrium statistical physical systems obeying stochastic law and the electrodynamic
system obeying decterministic law can be regarded as their information symbol evolution equations and the definitions
of dynamic information and dynamic entropy, we derived the evolution equations of dynamic information and dynamic
entropy that express the evolution laws of dynamic information. These show that for the dynamic systems obeying
a stochastic law, the time rate of change of dynamic information densities originates from their drift, diffusion and
dissipation in state variable space inside the systems and coordinate space in the transmission processes, and that the
time rate of change of dynamic entropy densities is caused by their drift, diffusion and production in state variable space
inside the systems and coordinate space in the transmission processes. For the dynamic systems obeying the deterministic
law, the evolution equations of dynamic information and dynamic entropy are the same mathematical type as the former
except that dynamic information (entropy) density only has drift in state variable space inside the systems. Information
and entropy have been connected with the state and change law of the system. Information diffusion and information
dissipation occur at the same time. When the space noise can be neglected, information wave will appear. If we only
consider the information change inside the systems, the dynamic information evolution equations reduce to information
equations corresponding to the dynamic equations which express evolution laws for the above dynamic systems. This
reveals that the evolution laws of the respective dynamic systems can be expressed by information equations in a unified
fashion. Furthermore, we have presented the formulas for drift and diffusion information flow, information dissipation
rate, and entropy production rate and a unified information expression for degradation and self-organizing evolution.
Obtained the dynamic mutual information and dynamic channel capacity reflecting the dynamic dissipative character in
transmission process, in when in the limiting case the ratio of channel length to signal transmission rate approaches zero,
reduces itself to the present static mutual information and static channel capacity. All these new theoritical formulas
and results are derived from the dynamic information evolution equation.

Keywords: dynamic information evolution equation, information wave, information flow, dynamic
channel capacity
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