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含活性剂液滴在倾斜粗糙壁面上的铺展稳定性∗

李春曦 陈朋强 叶学民†

(华北电力大学电站设备状态监测与控制教育部重点实验室, 保定 071003)

( 2014年 7月 1日收到; 2014年 8月 12日收到修改稿 )

针对含非溶性活性剂液滴在倾斜粗糙壁面上的铺展过程, 应用润滑理论推导出基态和扰动态下液膜厚度
和活性剂浓度的演化方程组, 基于非模态理论研究了液滴铺展的稳定性特征, 探讨了相关参数的影响及其内
在机理. 研究表明: 液膜厚度和活性剂浓度扰动量均呈现双驼峰型变化, 且峰值位于液滴底部凹陷处; 随扰动
波数 k增加, 最易失稳区域由液滴底部右侧凹陷处移至左侧凹陷, 壁面结构的影响逐渐减弱, 液滴铺展历程趋
于稳定; 增加壁面倾角 θ将导致液滴铺展不稳定性加剧, 增大壁面高度D和壁面波数 k0均导致液滴铺展稳定

性先增强后减弱; 随毛细数C减小, 液滴铺展稳定性下降, 重力的影响逐渐突显, 扰动量最大值呈现先增大后
减小的变化趋势.

关键词: 活性剂液滴, 非平整基底, 铺展, 非模态稳定性
PACS: 47.61.–k, 47.85.mf, 47.61.fg, 47.55.dk DOI: 10.7498/aps.64.014702

1 引 言

含表面活性剂的溶液在固体表面或预置液膜

表面上将呈现铺展或憎水现象, 由活性剂浓度驱
动的Marangoni效应将使液膜铺展前沿形成极其
复杂的指进现象 [1], 即液膜前沿衍生出类手指的
接触线特征. 含活性剂液膜所呈现的这一复杂性
特征使其流动稳定性研究在国内外引起了广泛关

注. Matar采用模态化 [2]和非模态化理论 [3,4] 研究

了含不溶性和可溶性活性剂液滴/液膜在平整基底
上的铺展稳定性, 表明液滴底部与预置液膜接触线
处最不稳定; Mavromoustaki等 [5]模拟了含可溶性

活性剂溶液的爬坡行为, 基于模态理论的稳定性
分析表明, 铺展前沿区域的薄液膜区域最容易失
稳. 叶学民等 [6]采用模态化方法研究了含可溶性

活性剂的超薄液膜流动的线性稳定性, 分析了分离
压影响. Hu等 [7]建立了含非溶性活性剂薄液膜流

动稳定性特征的理论模型, 重点考察了滑移边界的
影响.

近年来, 微机电系统技术的发展使得微米尺

度甚至纳米尺度的超薄液膜流动成为研究热点问

题. 尺度的缩小使表面粗糙度 [8,9]和基底表面微结

构 [10]等基底表面性质对流动的影响逐渐凸显. 实
际过程中, 一方面通过控制基底表面粗糙度来达到
提高产品质量的目的, 另一方面则利用基底不平整
性来增强表面液膜的流动和传热特性, 这些特点在
诸如薄膜涂布、热交换器、微流体等许多领域有着

重要的应用 [11,12]. 目前, 对于非平整基底上液膜流
动/液滴铺展的研究已广泛开展. Kalliadasis等 [13]

研究了液膜流经倾斜台阶、凹槽及突起时的表面形

貌, 表明液膜在进入凹槽或离开突起前形成隆起
现象; Nonomura 等 [14]实验研究了粗糙壁面上液

滴的铺展过程, 结果表明与平整壁面相比, 粗糙壁
面上液滴接触角的减小使得铺展速度加快; 刘梅
等 [15]应用摄动法推导出不均匀加热波纹状基底上

流动液膜表面波的演化方程, 对其线性稳定性进行
了研究; Tseluiko等 [16]模拟了带电液膜流过台阶

表面的稳态特征, 发现电场使得台阶处液膜表面毛
细力增大, 造成额外变形.

上述研究多采用模态化理论分析平整基底上

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 10972077, 11202079)和中央高校基本科研业务费 (批准号: 13MS97)资助的课题.
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含活性剂液滴的铺展稳定性. 然而, 液滴铺展过程
中基态量的演化过程对时间和空间具有很强的依

赖性, 且其扰动控制方程的线性算子均是高度非正
则的, 因此采用传统的模态方法并不准确 [17,18]. 此
外, 实际应用中, 倾斜随机粗糙壁面特征更具普遍
意义. 而目前采用非模态化理论分析非平整基底上
含活性剂液滴铺展过程的稳定性特征仅见于文献

[19], 但其并未考虑重力影响下稳定性的独有特征,
且对影响因素的内在机理研究尚不完善. 因此, 采
用非模态理论全面探讨倾斜粗糙壁面上含非溶性

活性剂液滴的铺展稳定性有待进一步深入研究.
作者所在课题组已建立了倾斜粗糙壁面上含

非溶性活性剂液滴的演化方程, 研究了液滴厚度和
活性剂浓度的的演化历程及各参数的影响 [20]. 本
文在此基础上, 采用非模态稳定性理论, 针对重力、
Marangoni力和与壁面性质相关的毛细力共同作
用下液滴铺展过程, 进一步探究其稳定性特征及不
同因素影响的内在机理.

2 数理模型和演化方程组

2.1 液滴铺展数理模型

图 1为活性剂液滴在倾角为 θ的随机粗糙壁面

上的铺展示意图. 随机粗糙壁面函数为 s∗(x∗), 初
始时刻在壁面上预置一层厚度为H∗

b − s∗(x∗)的液
膜 (即固体表面完全润湿), 此时液滴在重力与活性
剂浓度的共同作用下, 在同一溶液的预置液膜表面
进行铺展. 假设壁面为无滑移无渗透界面, 液膜自
由表面外为无黏性气体; 铺展过程为黏性不可压缩
牛顿流体的等温流动, 动力黏度µ∗和密度ρ∗为常

数; 液滴初始最大厚度H∗与流动方向尺度L∗相比

非常小, 即∈= H∗/L∗ ≪ 1. 因此, 该铺展过程满足
润滑理论 (又称润滑近似) [21].

Γ ⇀

H⇀

s⇀↼x⇀↽

L⇀

H⇀

O
g⇀

b

z⇀

x⇀

y⇀

图 1 倾斜随机粗糙壁面上含活性剂液滴的铺展示意图

2.2 基态和扰动态演化方程组

含非溶性活性剂液滴铺展过程的控制方程包

括连续性方程、运动方程和浓度扩散方程 [22]. 为考
虑液滴沿倾斜壁面铺展的情形, x方向和 z方向上

的运动方程还包含重力分量的影响. 采用润滑理
论, 对控制方程进行无量纲化和数量级简化 [20,21],
通过推导可得液膜厚度h和表面活性剂浓度Γ的

演化方程组为 (详细推导过程见文献 [20])

ht = −∇ ·
[
C
h3

3
∇∇2 (h+ s)

+
h3

3
G sin θ −M

h2

2
∇Γ

]
, (1)

Γt =
∇2Γ

Pe −∇ ·
[
C

2
h2Γ∇∇2 (h+ s)

+
h2

2
ΓG sin θ −MhΓ∇Γ

]
, (2)

式中, 气液界面处的Pe数表示活性剂分子的对流

输运与扩散输运的比值; 邦德数G表示液体重力与

铺展系数 (即最大表面张力与最小表面张力之差)
的比值; 毛细数C为表面张力与铺展系数之比, 表
示活性剂浓度对表面张力的影响; Marangoni数M

为表面张力与黏性力之比, 表示由活性剂浓度梯度
驱动的Marangoni效应的强弱程度; 下角标 t表示

对 t的导数.
为深入分析活性剂液滴的铺展稳定性, 对液膜

厚度h和表面活性剂浓度Γ施加横向微扰动

(h, Γ ) (x, y, t)

= (h0, Γ0) (x, t) + (h1, Γ1) (x, t) exp (iky) , (3)

式中, 下角标 “0”和 “1”分别代表基态和扰动态, k
为波数.

将 (3)式分别代入 (1)式和 (2)式, 可得基态
和扰动态下液膜厚度和表面活性剂浓度的演化

方程组

h0t =

[
− C

3
h3
0 (h0xxx + sxxx)−

h3
0

3
G sin θ

+M
1

2
h2
0Γ0x

]
x

, (4)

Γ0t =
Γ0xx

Pe
−
[
C

2
h2
0Γ0 (h0xxx + sxxx)

− h2
0

2
ΓG sin θ −Mh0Γ0Γ0x

]
x

, (5)

h1t =

(
− C

3
h3
0h1xxx +

C

3
k2h3

0h1x
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− Ch2
0h0xxxh1 − h2

0h1G sin θ

)
x

+
M

2

(
h2
0Γ1x + 2h0h1Γ0x

)
x
+

C

3
k2h3

0h1xx

− C

3
k4h3

0h1 −
M

2
k2h2

0Γ1, (6)

Γ1t =
Γ1xx − k2Γ1

Pe
− C

2

(
h2
0h0xxxΓ1

+ 2h0h0xxxh1Γ0 + h2
0h1xxxΓ0 − k2h2

0h1xΓ0

− h0h1Γ0G sin θ − 1

2
h2
0Γ1G sin θ

)
x

+M(h0Γ0Γ1x + h0Γ0xΓ1 + h1Γ0Γ0x)x

− C

2

(
k4h2

0h1Γ0 − k2h2
0h1xxΓ0)

−Mk2h0Γ0Γ1. (7)

文献 [18]基于 (4)式和 (5)式分析了基态下液
滴的铺展特性及各参数的影响, 下文针对 (4)式
—(7)式, 讨论在考虑重力和倾角影响时, 随机粗糙
壁面上液滴铺展所呈现的稳定性特征.

3 数值模拟及非模态理论

3.1 数值计算初始和边界条件

采用PDECOL程序 [2,3]求解方程 (4)式—(7)
式. 选取−20 < x < 20的一维区域进行计算, 模
拟中对网格数为 1000, 2000和 3000等进行无关性
验证. 结果表明: 不同网格数下所得液膜厚度曲线
几乎完全重合, 从数据上看, 液膜厚度仅在小数点
后第三位有一些差别: 以网格数为 1000时的数值
为基准, 则网格数为 2000时在同一时刻下液膜厚
度的最大偏差为 0.06%, 网格数为 3000时的最大偏
差为 0.05%, 但此时计算所耗机时显著增加. 为此,
在满足精度和减少计算时长的条件下, 将计算区
域划分成 2000的均匀网格. 文中所用无量纲参数
的数量级范围 [20]: C = 10−4—10−1, M = 0—102,
Pe = 10−2—104, 下文计算中如无特殊说明取值
为: C = 0.1, M = 1, Pe = 100, G = 1, θ = 30◦.

随机粗糙壁面函数为

s (x) =
D

23

{ N∑
m=1

[
αm cos

(
k0m

N
x

)
+ βm sin

(
k0m

N
x

)]
+ 12.6

}
. (8)

式中, α2
m = β2

m = 1, N = 20, 壁面高度D = 0.1,
壁面波数k0 = 8.

初始液滴厚度和活性剂浓度分布为

h (x, 0) =
(
1 +Hb −D − x2

)
× [H (1− x)−H (−1− x)]

+ (Hb −D) [H (x− 1) +H (−1− x)]

+D − s (x) , (9)

Γ (x, 0) = H (1− x)−H (−1− x) , (10)

式中, H(x) = 0.5[1 + tanh(100x)]为Heaviside阶
跃函数, 最大无量纲预置液膜厚度Hb = 0.2.

初始液膜厚度和活性剂浓度扰动分布为

h1 (x, 0) = Γ1 (x, 0) = exp
(
−x2

)
. (11)

程序中的边界条件为

h0x(∞, t) = h0xxx(∞, t) = 0,

Γ0x (∞, t) = 0, (12)

h1x (0, t) = h1x(∞, t) = 0,

h1xxx(0, t) = h1xxx(∞, t) = 0,

Γ1x (0, t) = Γ1x (∞, t) = 0. (13)

3.2 非模态稳定性理论

由于线性理论忽略实际系统固有的非线性, 有
时会导致定性的理论错误, 所以非模态稳定性理
论 [23]是求解此类问题的重要方法. 该方法又称瞬
态增长法, 主要考察扰动能量随时间的变化情况.

定义在 t = τ时刻, 扰动能量为

Ωq (τ) ≡
∫ ∞

0

(q − q∞)
2
(x, τ) dx, (14)

式中, q代表 t = τ时刻基态和扰动态特征量, q∞代
表初始时刻对应的特征量.

活性剂液滴铺展时, 涉及液膜厚度h和表面活

性剂浓度Γ的扰动, 其扰动能量放大比为

Gi (t) =
Ωi1 (t) /Ωi0 (t)

Ωi1 (t = 0) /Ωi0 (t = 0)
,

(i = h, Γ ), (15)

式中, Ωi1(t), Ωi1(t = 0)和Ωi0(t), Ωi0(t = 0)分别

为 t时刻和初始时刻的扰动和基态能量.
为更直观地分析系统的瞬态稳定性, 定义 t时

刻的扰动能量增长率λi如下:

λi (t) =
1

Gi

dGi

dt , (i = h, Γ ), (16)

式中

λi0 =
1

2Ωi0

dΩi0

dt , λi1 =
1

2Ωi1

dΩi1

dt . (17)
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λi < 0时系统呈现为瞬态稳定, 反之, λi > 0,
系统呈现为瞬态不稳定.

4 液滴铺展特性

4.1 演化历程

图 2为 k = 6时倾斜粗糙壁面上液滴的演化

历程 (箭头所指为时间增加方向, 下同). 在重力
和活性剂浓度引起的Marangoni效应共同驱动下,
液滴中心不断右移且高度减小, 液滴底部出现凹
陷结构, 右侧凹陷特征更加显著且随 t沿流动方向

移动, 而左侧凹陷则基本保持不变, 这是因重力与
Marangoni力在此处达到平衡所致. 受壁面粗糙特
征影响, 活性剂覆盖的铺展前沿区域液膜变形突
出, 并随 t变形区域不断扩大; 而在不受活性剂浓度

影响的预置液膜表面, 则呈现与壁面结构相似的变
形特征, 这是因为液膜流经壁面波谷使此处液体局
部压力减小、流速增大, 液体减少形成凹陷; 而壁面
波峰使此处液体局部压力增加、流速减小, 液体堆
积造成隆起 [19]. 图 2 (c)表明活性剂浓度最大值位
于液滴右侧底部的凹陷处, 而左侧凹陷处略有峰值
出现 [20], 且随 t持续, 活性剂浓度峰值及梯度不断
减小, 扩散范围逐渐增加.

由图 2 (e)和 (f)可知, 扰动态下液膜厚度h1峰

值位于液滴底部凹陷处, 活性剂浓度扰动量Γ 1峰

值位于基态浓度梯度拐点 (即液滴底部凹陷)处, 且
负扰动现象明显, 二者均呈双驼峰型结构且左侧扰
动峰值均高于右侧, 表明液滴底部左侧凹陷最容易
受到扰动影响而失稳. 随 t持续, h1和Γ 1逐渐衰减

至零, 右侧扰动变化更显著. 而在其他区域h1和

Γ 1极小, 可忽略不计 (图 2 (b), (d)).
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图 2 液膜厚度和活性剂浓度基态和扰动态的演化过程 (k = 6, t = 10—100, ∆t = 10)
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4.2 铺展稳定性分析

图 3表明, 当不考虑扰动波数的影响, 即k = 0

时, 铺展初期 (t < 30)扰动能量放大比Gh和GΓ 均

大于k > 0时的情形, 这与文献 [24]的研究结果相
一致. 随时间 t持续, Gh和GΓ增长率均很小,但λh

和λΓ 始终大于0, 表明无扰动波数影响时的液滴呈
不稳定铺展. 随k增加, Gh和GΓ 由增长转为减小

趋势, 且减小速率不断增大; 同时, k < 3时λh始终

大于 0, 表明小波数范围内液滴铺展呈现不稳定现
象. 此外, 图 3 (c)和 (d)表明, λh和λΓ 总体呈现波

动特征, 这是由于小波数范围内, 以液膜厚度扰动
为例, 扰动量最大值位于液滴底部右侧凹陷处, 随
时间 t持续, h1 max随凹陷前移, 同时受壁面粗糙结
构影响, 导致与平整壁面相比, h1和h1 max不再单

调增加, 扰动能量增长速率发生波动, 如图 3 (e)和
(f)所示, 活性剂浓度扰动与此类似.

为全面分析扰动波数k的影响, 图 4给出较大
k值时Gh和GΓ 的变化. 由图可知, k = 4时扰动

参数随 t的变化与较小k值的情形类似,但λh和λΓ

均小于 0且波动现象减弱, 表明k = 4 时, 壁面结
构的影响被削弱, 液滴铺展开始趋于稳定. k = 6

时, Gh和GΓ 随时间持续减小, λh和λΓ 不断增加,
但始终小于 0, 波动特征消失. 这是因为在大波数
范围内, 扰动量最大值, 即扰动主体部分出现在液
滴底部左侧凹陷处, 由于左侧凹陷位置基本不变,
粗糙壁面影响作用减弱甚至消失, 导致扰动量呈单
调衰减变化 (图 2 (b)和 (d)). 随k继续增大, Gh和

GΓ 减小率依次增加, λh和λΓ 不断降低, 表明大波
数有利于液滴的稳定铺展.
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图 3 较小 k值时的扰动能量放大比和瞬态扰动增长率
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图 4 较大 k值时的扰动能量放大比和瞬态扰动增长率

此外, 由图 4 (e)可知, 随扰动波数 k增加, λh

和λΓ 均呈现先增后减的变化趋势, h1的亚稳态点

位于k = 3处, 而Γ 1的亚稳态点则位于k = 2处,
表明当k 6 3时, 液滴铺展呈现不稳定状态, 这与
Edmonstone等 [4]在研究平整基底上含活性剂液滴

铺展稳定性的结果相一致. 结合图 2和图 3可知,
随k进一步增大, 扰动量最大值由液滴底部右侧凹
陷处移至左侧凹陷处, 此时壁面结构特征对稳定性
影响减弱, λh和λΓ 迅速减小且小于 0, 液滴铺展过
程趋于稳定.

4.3 特征参数对铺展稳定性的影响

图 4表明, k = 6时液滴铺展过程处于稳定区,
为揭示该状态下各特征参数对铺展稳定性的影响,
下文针对k = 6时的铺展稳定性进行分析. 图 5为
壁面倾角 θ的影响, 该图表明 θ取值不同时, 其稳定
性呈现截然不同的特征. 当 θ = 0时, 即不考虑重

力影响, 扰动量参数变化与 θ = 30◦趋势相同. 随
θ增加, Gh和GΓ 减小率逐渐降低, λh和λΓ 增加但

始终小于 0, 即在整个演化历程中液滴铺展稳定性
逐渐降低. 值得注意的是, 当 θ> 60◦时扰动参数

变化呈现波动特征, 尤其 θ = 90◦时更加显著. 这
是由于提高 θ使得液滴铺展驱动力增强, 液滴主体
部分及底部左侧凹陷向右侧移动, 扰动量h1的峰

值位置随之前移 (图 5 (e)), 同时受壁面粗糙结构影
响, 导致h1和h1 max衰减速率发生波动. 从而使得
λh值在对应时间区间内呈现不同的变化趋势, λΓ

变化机理与此类似.
壁面粗糙度打破了液膜沿流动方向平移时的

对称性 [24], (8)式表明, 壁面高度D和波数k0是反

映粗糙壁面粗糙度的两个重要参数, 因此, 改变
壁面高度D和波数k0将势必影响液滴铺展的稳定

性. 图 6为k = 6时壁面高度D的影响. 随D增大,
Gh和GΓ 的减小趋势愈加显著, 且λh和λΓ 始终小
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于 0, 因此液滴铺展的稳定性增强, 该结论与Sadiq
等 [25]所得稳定性研究结果一致. 这是因为最大预
置液膜厚度Hb随D增加而增大, 与壁面粗糙对液
滴铺展的影响相比, Hb促进液滴铺展稳定性的作

用 [24]更加显著, 因而稳定性有所提高. 值得注意
的是, 当D = 0.3时, Gh和GΓ 的减小速率显著降

低, λh和λΓ 也出现明显的上升, 且 t > 80时Gh和

GΓ 转变为增加趋势, 对应的λh和λΓ 也均大于 0.
这是由于高度的进一步增大使壁面结构成为影响

液滴铺展的主导因素, 粗糙壁面的阻碍作用增强.
由图 6 (e)可知, 随时间演化, h1左侧驼峰逐渐缩小

而右侧驼峰增大, t > 80时h1max和扰动能量不再

衰减反而开始增大, 从而导致扰动参数曲线均出现
显著的上升趋势. 此外由图 6 (g)也可看出, 当D取

较小值时, 增大D可促进液滴铺展稳定, 但促进作
用有限; 当D取较大值时, 随D增加, 液滴铺展稳
定性减弱. 且当D > 0.25时, 液滴铺展呈现不稳定
状态.
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图 5 k = 6时倾角 θ的影响

图 7为k = 6时壁面波数k0的影响. 由图可知,
当k0由 1增至 11时, Gh和GΓ 的减小速率一直增

大, λh 和λΓ 依次减小且始终小于 0, 铺展稳定性
增强. 这是因当k0很小时, 粗糙壁面相当于平整基
底上设置有限个突起, 基底作用开始突显, 毛细力

作用增加, 故液滴铺展相对于平整基底趋于不稳
定 [26]. 随k0增大, 基底不平整度减弱, 毛细力作用
减弱, 液滴铺展稳定性增强. 但当波数k0 = 16时,
Gh和GΓ 减小趋势对应的时间范围缩短, 且在铺展
中后期其值总体保持定值, 此时λh大于 0, λΓ 趋于
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0, 液滴铺展又趋于不稳定. 这是因随k0进一步增

大, 壁面粗糙密集度抑制液滴铺展的作用开始突
显 [26], 导致同一时刻凹陷深度和扰动量均呈现先
减后增的变化 (图 7 (e)和 (f)). 此外图 7 (g)也可证
明, 随k0增大, λh和λΓ 总体呈现先减小后增大的

趋势, 故液滴铺展稳定性先增强后减弱, 且当k0增

至15.5时, 液滴呈不稳定铺展趋势.
研究表明, 毛细力对液滴的铺展过程具有重

要影响. 图 8表明, 随毛细力作用减弱 (C = 0.1 →
0.005), Gh, GΓ 减小速率逐渐降低, 直至转变为增
长态势, λh和λΓ 则持续增大, 液滴铺展稳定性下

降. 这是由于毛细力方向与液膜弯曲方向相反, 具
有抑制液膜变形的作用, 因此毛细力越弱, 液滴表
面抵制扰动的能力越低, 铺展过程中表现出的稳定
性越差 [15]. 此外, 当C 6 0.01时, λh和λΓ 在铺展

前期 (t < 20)形成明显的驼峰特征, 这是由于随C

进一步减小, 扰动量最大值位于液滴底部右侧凹陷
处, 铺展前期毛细力不足以抵制扰动, 导致扰动量
呈现先增后减的变化 (图 8 (e)和 (f)). 图 8 (g)也可
表明, 随C减小, λh和λΓ 呈单调递增趋势, 液滴铺
展稳定性减弱, 尤其在C > 0.05和C < 0.01范围

内变化较明显.

10-10

10-5

100

G
Γ

10-10

10-5

100

G
h

λ
h

λ
i

h
1
↼x

֒ 
t↽

Γ
1
↼x

֒ 
t↽

λ
Γ

0 20 40 60 80 100

t

(a)

0 20 40 60 80 100

t

(b)

0 20 40 60 80 100
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

t

(c)

0 20 40 60 80 100
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

t

(d)

D=0.05

D=0.1

D=0.2

D=0.3

D=0.3

-2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0

0

0.02

0.04

x

-2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0

x

(e)

-0.025

-0.020

-0.015

-0.010

-0.005

0

0.005
(f)

λh

λΓ

D=0.3

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
-0.10

-0.05

0

0.05

0.10

0.15

D

(g)

t

t

图 6 k = 6时壁面高度D的影响
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图 7 k = 6时壁面波数 k0的影响

为进一步研究液滴铺展稳定性的内在机理,
现比较相关作用力的权重. 扰动能量增长率

λq(q = h1, Γ1)影响因素可分解为毛细力项λq(C)
、

Marangoni 力项λq(M)
和重力项λq(G)

. 现只分析
λh1(λΓ1亦有相同结论)的影响因素, 可分解为
三部分:

λh1(C) =

∫ +∞

−∞

[(
− C

3
h3
0h1xxx +

C

3
k2h3

0h1x

− Ch2
0h0xxxh1

)
x

+
C

3
k2h3

0h1xx

− C

3
k4h3

0h1

]
h1dx/Ωh1 , (18)

λh1(M) =

∫ +∞

−∞

[
M

2

(
h2
0Γ1x + 2h0h1Γ0x

)
x

− M

2
k2h2

0Γ1

]
h1dx/Ωh1

, (19)

014702-9

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 1 (2015) 014702

λh1(G) =

∫ +∞

−∞

(
−h2

0h1G sin θ
)
x
h1dx/Ωh1 . (20)

图 9中的正负值分别表示促使液滴铺展呈现
不稳定和稳定趋势. 对比图 9中各项的变化趋势可
知: 1) Marangoni力是促使液滴呈现不稳定铺展的
重要因素, 与基底有关的毛细力则起到抑制扰动
增长的作用, 这与文献 [24]所得的结论相符合; 2)
毛细数较大时, 表面张力起主导作用, 重力对λh1

的影响几乎为零, 随毛细数减小, 重力作用逐渐突
显, 直至超过Marangoni力的影响, 成为导致液滴
铺展不稳定的首要因素; 3)随时间 t持续, 高毛细
数下Marangoni力和毛细力对 |λh1 | 的影响均呈单
调递减作用, 而在铺展前期 (t < 20), 低毛细数下
的Marangoni力和毛细力的影响呈现先减后增的
变化, 而重力的影响则呈单峰型变化, 趋势与前二
者的影响相反.

λ
i

G
h

λ
h

h
1
↼x

֒ 
t↽

G
Γ

Γ
1
↼x

֒ 
t↽

λ
Γ

λh

λΓ

0 20 40 60 80 100
10-10

10-5

100

105

t

(a)

0 20 40 60 80 100
10-10

10-5

100

t

(b)

0 20 40 60 80 100
-0.5

0

0.5

t

(c)

0 20 40 60 80 100
-1.0

-0.5

0

0.5

t

(d)

C=0.1

C=0.05

C=0.01

C=0.005

-3 -2 -1 0 1 2 3

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

x

(e)

-3 -2 -1 0 1 2 3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

x

(f)

t=20, C=0.01 t=20, C=0.01

0.01 0.03 0.05 0.07 0.09
-0.1.0

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

C

(g)

t t

图 8 k = 6时毛细数C的影响
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图 9 k = 6时毛细数C对 λh1
各项权重的影响

5 结 论

1)液滴在倾斜粗糙壁面上铺展时, 液滴中心不
断右移且高度减小, 液滴底部出现凹陷结构, 右侧
凹陷特征更加显著且随 t沿流动方向移动, 左侧凹
陷则基本保持不变; k = 6时扰动量h1和Γ 1均呈

现双驼峰型变化, 且随时间持续, 扰动量h1和Γ 1

逐渐衰减为零, 其中Γ 1呈现明显的负扰动现象. 扰
动量h1的和Γ 1的峰值出现在液滴底部凹陷处, 且
左侧凹陷更易受到扰动影响而失稳.

2)随扰动波数k增加, 扰动量峰值由液滴底部
右侧凹陷处移至左侧凹陷处, 壁面结构特征对液滴
铺展稳定性的影响减弱, 液滴铺展历程趋于稳定.
其中当k 6 3时, 液滴铺展呈现不稳定状态, 随k增

加, 稳定性则先减弱后增强的变化.
3)增大倾角 θ值导致液滴铺展稳定性减弱, 且

θ较大时λh和λΓ 呈现波动现象; 提高D和k0, 液
滴铺展稳定性先增强后减弱; 随C减小, 液滴铺展
稳定性下降, 毛细力项、Marangoni力项和重力项
的影响比重发生明显变化, 重力对液滴铺展不稳定
性的作用逐渐突显; 当C 6 0.01时, 扰动量最大值
出现在液滴底部右侧凹陷处, 且呈现先增大后减小
的变化趋势.
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Abstract
For the spreading of a droplet covered with insoluble surfactant over an inclined random heterogeneous substrate,

the base state and disturbance evolution equations for the film thickness and surfactant concentration are derived using
the lubrication theory. Stability of the droplet spreading on the heterogeneous substrates, and effects of dimensionless
parameters as well as the internal mechanism are investigated based on the non-modal stability theory. Results show
that the disturbances of film thickness and surfactant concentration exihibit a double-hump shape and the crests lie in
thinning regions at the bottom of the droplet. With increasing disturbance wave number, the stability of the droplet
spreading is enhanced, but the maximal disturbance transfers from the right-side to the left-side of the droplet bottom.
Increasing inclined angle leads to severe instability distinctly. Improving topographical height or increasing wave number
of the substrate leads the spreading stability to firstly enhance and then to weaken. The droplet evolution displays an
unstable spreading under smaller capillary number, with the maximum disturbance to be increasing before decreasing.

Keywords: surfactant-laden droplet, topographical surface, spreading, non-modal stability
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